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Chapitre 1 

THEORIE DES ENSEMBLES 




Sommaire 


Ce chapitre expose la theorie axiomatique des ensembles de Zermelo-Fraenkel. 
Le systeme d’axiomes de Zermelo-Fraenkel comprend habituellement les cinq 
axiomes enonces au paragraphe 1, l’axiome de l’infini enonce au paragraphe 7 
et un schema d’axiomes, appele axiome de substitution, que nous n’avons pas 
enonce, cet axiome n’etant pas utilise dans la suite de cet ouvrage. Ce dernier 
axiome, qui implique l’axiome de comprehension (ZF 2 ), est utile dans la theo- 
rie des cardinaux par exemple : il permet de definir l’ensemble Card X (remarque 
1 .8. 1 ), il permet la construction de tres grands cardinaux, etc. Signalons par ailleurs 
que nous utiliserons l’axiome de choix enonce au paragraphe 2 chaque fois que 
cela sera utile. Le lecteur qui souhaiterait en savoir plus sur l’axiomatisation de 
la theorie des ensembles pourra consulter le livre de A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel 
et A. Levy [13] ; il y trouvera une analyse fort interessante des divers systemes 
d’axiomes proposes depuis Cantor. 

Le plan de ce chapitre est le suivant. La partie A expose les principales notions 
qui se definissent dans la theorie de Zermelo-Fraenkel, l’objectif essentiel etant de 
fixer une fois pour toutes les notations utilisees dans la suite de cet ouvrage. La 
partie B est consacree a 1’ etude des ensembles ordonnes ; apres avoir rappele le 
vocabulaire utilise dans ce domaine, on etablit le lemme de Zorn (theoreme 1.5.1). 
Il s’agit d’un theoreme fondamental dont la demonstration est difficile, mais dont 
l’utilisation ne presente pas en general de difficultes. L’ existence d’une base dans 
tout espace vectoriel ^ {0} (theoreme 1.6.1) est une premiere application interes- 
sante de ce theoreme. La partie C est consacree a l’etude des proprietes les plus 
simples des ensembles infinis. Apres avoir etabli que la relation Card X < Card Y 
est une relation d’ordre total sur la collection des cardinaux, nous donnons les pro- 
prietes constamment utilisees des ensembles denombrables et des ensembles ayant 
la puissance du continu. Signalons enfin le theoreme 1 .9.9 dont la demonstration 
s’appuie sur le lemme de Zorn et qui permet de definir la dimension de tout espace 
vectoriel. 




A - Axiomes de la theorie 
des ensembles 


1 .1 Les axiomes de Zermelo-Fraenkel 

Ce chapitre est un expose elementaire de la theorie axiomatique des ensembles ; 
la construction d’une theorie mathematique, telle que la theorie des ensembles, 
s’effectue selon des regies tres precises ; un expose systematique de ces regies 
ne saurait trouver leur place ici, vu les objectifs de ce cours. Nous allons nous 
contenter de quelques remarques assez naives. 

La construction d’une theorie mathematique 7 utilise des lettres et des signes. 
Les lettres representent des objets ou des relations ; dans chaque theorie, les objets 
regoivent des appellations particulieres : par exemple, en theorie des ensembles 
les objets sont appeles ensembles, elements, parties, applications, etc. Les signes 
component des signes logiques et des signes specifiques a la theorie etudiee. II y a 
trois signes logiques de base (non, ou, 3) et deux signes specifiques a la theorie des 
ensembles (=, €). En ecrivant les uns a la suite des autres des lettres et des signes, 
on construit des assemblages. Ces assemblages ne doivent pas etre construits de 
fagon quelconque ; on ne s’interesse qu’aux assemblages qui, dans 1* interpretation 
naive de la theorie, representent soit des objets, soit des relations. En d’ autres 
termes, il faut decrire les constructions qui sont autorisees et il faut donner des 
regies permettant de reconnaitre si un assemblage est un objet ou une relation. Ces 
regies ne sont que des regies de syntaxe, permettant de dire si ce que Ton ecrit a, 
ou n’a pas, de sens ; vu nos objectifs, il ne nous semble pas utile d’expliciter ces 
regies, l’experience et le bon sens etant en general suffisants. 

Considerons en particulier les signes logiques de base. Si A est une relation, 
(non A) est une relation qu’on appelle la negation de A. Si A et B sont des rela- 
tions, (A ou B) est une relation qu’on appelle la disjonction de A et B. Enfin, si R 
est une relation, (3 x)R. est une relation qui se lit «il existe x tel que R.» et le signe 
logique 3 s’appelle un quantificateur existentiel. En iterant ces regies, on congoit 
qu’on puisse construire des relations de plus en plus complexes ; dans un but de 
simplification et de comprehension, il est indispensable d’introduire des abrevia- 
tions. Par exemple, la relation (non((non A) ou (non B ))) est notee (A et B) et 
s’appelle la conjonction de A et B ; la relation ((non A) ou B) se note ( A => B ), 
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se lit «A implique B» et le signe logique => s’appelle l’implication. La relation 
(( A => B) et (B => A)) se note ( A B\ se lit «A equivaut h B» et le signe lo- 

gique <*=> s’appelle l’equivalence. Enfin, la relation non(3x)(non R) se note (Vz)i?, 
se lit «quel que soit £, R» et le signe logique V s’appelle un quantificateur univer- 
sel. 

Nous n’avons parle jusqu’a present que de la formation des relations et des 
objets de la theorie. II s’agit ensuite de definir la notion de relation vraie. Pour 
cela, on se donne une famille de relations qu’on appelle axiomes et on dit qu’une 
relation est vraie si elle peut se deduire des axiomes par une demonstration ; une 
relation est dite fausse si sa negation est vraie. Cette definition necessite quelques 
commentaires et en particulier qu’entend-on par demonstration ? Une definition 
precise de ce terme necessiterait de longs developpements qui ne sauraient trouver 
leur place ici, le lecteur de cet ouvrage etant suppose familiarise avec le raisonne- 
ment mathematique. 

Remarque 1.1.1 Une theorie mathematique 7 est dite contradictoire si il existe 
une relation A telle que les relations A et (non A) soient toutes deux des theo- 
remes ; si B est une relation quelconque de 7 , la relation (A => B ) est vraie car la 
premisse A est fausse et, la relation A etant vraie, B est done vraie d’apres la regie 
du syllogisme. Ceci prouve que dans une theorie contradictoire toute relation est a 
la fois vraie et fausse ; une telle theorie est evidemment denude de tout interet et il 
est done essentiel de savoir si une theorie est contradictoire ou non. Les resultats 
obtenus dans ce sens sont assez decevants : K. Godel a en effet montre en 1931 
qu’il ne saurait exister de demonstration de la non-contradiction de l’arithm&ique, 
et plus gen&alement de toute theorie contenant cette derniere, comme la theorie 
des ensembles par exemple. 

Parmi les axiomes de la theorie etudiee, on distingue d’abord les axiomes qui 
ne concernent que les signes logiques. La theorie obtenue en n’utilisant que les 
deux signes (non, ou) s’appelle le calcul des propositions ; l’utilisation des quanti- 
ficateurs conduit au calcul des predicats. On trouvera une presentation axiomatique 
de ces theories dans les ouvrages de N. Bourbaki [3], S.C. Kleene [16] et P.S. No- 
vikov [21]. 

Le signe =, appele signe d’egalite, permet de construire de nouvelles rela- 
tions ; si x et y sont deux ensembles (e’est-a-dire deux objets de la theorie des 
ensembles), l’assemblage x = y est une relation, dite relation d’egalitd, qui se lit 
«x est egal a y». La negation de cette relation, e’est-a- dire la relation non(a? = y), 
se note x ^ y et se lit «x est different de y». Le signe d’egalite est assujetti au 
sy steme d’ axiomes (1.1.1) et (1.1.2) qui suivent. 

Quels que soient les ensembles x,ytlz 

| x = x, 

(x = y)&(y = x), 

L ((x = y) et ( y = z)) => (x = z). 


(U.l) 


< 
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Si i?.(x) et T(x) sont respectivement une relation et un ensemble dependant de 
Pensemble x (ceci signifie simplement que la lettre x figure dans les assemblages 
i?. et T), alors les relations suivantes sont des axiomes 
| (x = y) => (R(x) & R(y))j 

1 (* = y) =► (T(*) = T(y)). 

Les axiomes qui precedent sont conformes a P interpretation intuitive du signe 
egalite : dire que x est egal a y signifie intuitivement que les objets x et y sont les 
memes ; aucune propriete ne permet de les distinguer. 

Venons-en maintenant au signe €, appele signe d’appartenance. Soient x, X 
deux ensembles, P assemblage x G X est une relation, dite relation d’apparte- 
nance, qui se lit “x appartient a X” ou “x est un element de l’ensemble X”. La 
negation de cette relation sera notee x £ X. 

Note Le lecteur observera que l’objet X a 6t6 appele ensemble et que l’objet x a 
ete appele element : ces appellations sont relatives a la relation x € X. Un meme 
objet peut etre a la fois element et ensemble : par exemple, si x € X et X El, 
l’objet X est un ensemble contenant Pelement x et c’est un element de Pensemble 
X. La distinction entre element et ensemble n’est qu’une commodite de langage 
qui est necessaire pour faciliter P interpretation intuitive des theoremes. 

Nous allons indiquer maintenant les axiomes auxquels est assujetti le signe 
d’appartenance ; ce systeme d’axiomes comprend les cinq axiomes figurant dans 
ce paragraphe et l’axiome de l’infini qui sera £nonce ulterieurement ; on obtient 
ainsi la theorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel notee ( ZF ) en abrege. Indi- 
quons des maintenant que nous utiliserons un autre axiome ; il s’agit de l’axiome 
de choix qui, pour des raisons historiques, est etudie separdment ; on obtient alors 
la theorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel avec axiome de choix notee 
(ZF) + ( C ). 

Soient X et Y deux ensembles egaux ; en prenant pour relation R(X) la re- 
lation x G X, P axiome (1.1.2) montre que les relations x E let x G Y sont 
equivalentes ; autrement dit, on a le theoreme 

(1.1.3) (X = Y)=> (Vx)(x El^xEP). 

Si X est egal a Y, ceci prouve que tout element de X est Element de Y et 
tout element de Y est element de X : deux ensembles egaux ont done les memes 
elements. La reciproque necessite un axiome, appele axiome d’extensionalite, qui 
s’enonce comme suit. 

(ZFi) (Vs)(z E X <£> x E Y) =* (X = Y). 

Compte tenu de cet axiome, deux ensembles sont egaux si, et seulement si, ils 
ont les memes elements. 

La relation d’ inclusion se definit a partir de la relation d’appartenance de la 
fa^on suivante. La relation (Vx)(x € A => x € X) sera notee A c X. Si cette 
relation est vraie, on dit alors que A est une partie ou un sous-ensemble de X ; 
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on dit dgalement que A est contenu dans X ou que X contient A. La negation de 
cette relation sera notee A (JL X. 

Quels que soient les ensembles X, Y et Z y on a evidemment 

( XcX, 

(1.1.4) < 

\ (XcYetYcZ)=>(XcZ). 

Le signe d’inclusion permet d’ecrire (1.1.3) sous la forme 
(X = Y)=>(X cYetY CX) 
et l’axiome d’extensionalit^ sous la forme 

(X C Y et Y C X) =► (X = Y) ; 

on a done le theoreme 

(1.1.5) (X C Y et Y C X) 4* (X = Y). 

Pour enoncer l’axiome suivant, il est commode d’introduire la notion suivante. 
Soit R(x) une relation, si la collection des ensembles x ayant la propriete R 
constitue un ensemble, on dit que la relation R est collectivisante en x. Dans ce 
cas, il existe un ensemble X et un seul d’apres l’axiome d’extensionalite tel que 
(Vx)(R(x) X) ; cet ensemble sera not6 X = {x ; R}. S’il existe un seul 

ensemble x verifiant la relation R , on dit que la relation R. est fonctionnelle en x ; 
ceci signifie qu’il existe un ensemble a tel que (Vx)(R(x) 43> x = a). 

L’axiome de comprehension s’enonce alors comme suit. 

. 7T ?\ / Soient X un ensemble, R une relation et x une lettre ne figurant pas dans 
^ (X, alors la relation (x G X et R) est collectivisante en x. 

Il existe done un ensemble A constitud des elements de X qui verifient la 
relation i?,, soit x e A 4^ (x G X et R) ; ce sous-ensemble de X sera notd 
A = {xeX-,R}. 

Remarque 1.1.2 Le paradoxe de Russel Dans l’axiome de comprehension, on 
astreint l’objet x a appartenir a un ensemble X donne, cette restriction est tout a 
fait essentielle. Il est en effet facile de donner des exemples de relation non collec- 
tivisante. Montrons que la relation (x ^ x) n’est pas collectivisante ; raisonnons 
par l’absurde, si cette relation etait collectivisante, il existerait un ensemble A tel 
que (Vx)(x G A <=> x & x) et, en substituant A a #, on obtiendrait alors le theo- 
reme (A G A 4^ A £ A), ce qui est absurde. Ceci prouve que la relation (x 0 x) 
n’est pas collectivisante. Autrement dit, la collection des ensembles qui ne sont 
pas dldments d’eux-memes n’est pas un ensemble : appliquer les thdorfcmes de la 
thdorie des ensembles a cette collection conduit a une absurdity appelee paradoxe 
de Russel. 

Remarque 1.1.3 Le paradoxe de Cantor Voici un autre exemple de relation non 
collectivisante : la relation (Vx)(a: G X) n’est pas collectivisante en X. Si elle 
l’dtait, elle serait en effet fonctionnelle en X d’apr&s l’axiome d’extensionalitd ; il 
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existerait done un ensemble X tel que tout ensemble x soil element de X et, vu 
l’axiome de comprehension, toute relation serait collectivisante ce qui est absurde 
d’apr&s la remarque precedente. Ceci prouve que la relation (Vx)(x G X) n’est 
pas collectivisante en X. Autrement dit, la collection de tous les ensembles n’est 
pas un ensemble : affirmer le contraire conduit a une absurdite appelee paradoxe 
de Cantor. 

Voici quelques consequences de l’axiome de comprehension. Soient X un en- 
semble et A une partie de X ; l’axiome ( ZF ^ ) permet de definir le complementaire 
de A par rapport a X 

X-A = {xeX;x<?A}. 

Si R. est une relation, on a alors {x G X ; non R} = X — {x G X ; i?.} et, en pre- 
nant pour relation i? la relation x $ A, on obtient le theoreme A = X — (X — A). 

Voici un exemple important de relation fonctionnelle. 

Proposition 1.1.1 La relation (Vx)(x £ X) est fonctionnelle en X. 

Preuve Notons d’abord que, pour tout ensemble Y , on a (Vx)(a; ^ Y—Y ), puisque 
la relation (x G Y — Y) s’ecrit (x G Y et x Y), relation qui est fausse. Par 
ailleurs, si X et X f sont deux ensembles tels que (\/x)(x # X) et (Vx)(x # X'), 
la relation (\/x)(x G X <=> x G X ') est vraie car les relations xGletxGl' 
sont fausses et, vu l’axiome d’extensionalite, on a done X = X\ ce qui prouve le 
resultat voulu. Q.E.D. 

II existe done un ensemble, et un seul, appele ensemble vide, que Ton note 0, 
tel que (Va*)(x ^ 0). Intuitivement, l’ensemble vide est un ensemble n’admettant 
aucun element. 

La relation x G 0 etant fausse, on a les theoremes, R designant une relation 
(1.1.6) (\/x)(x G 0 => R) et non(3a;)(a: G 0 et R). 

En prenant pour relation R la relation x G X, le premier theoreme prouve 
que 0 C X ; on dit que 0 est la partie vide de X. On notera en outre les deux 
proprietes evidentes X - 0 = X et X - X = 0. On dit qu’un ensemble est 
non vide si X ^ 0 ; d’apres la definition de l’ensemble vide cela signifie que 
non (Vx*)(x ^ X ), e’est-a-dire (=te)(x G X). 

Nous avons precedemment dit ce qu’il fallait entendre par partie ou sous- 
ensemble d’un ensemble X. On peut evidemment s’interesser a la collection de 
toutes les parties de X ; l’axiome de l’ensemble des parties dit que cette collection 
est un ensemble. 

(ZFf) Pour tout ensemble X , la relation A c X est collectivisante en A. 

II existe done un ensemble note ^(X), appele ensemble des parties de X , tel 
que (A C X <=> A £ PiX)). Les proprietes de l’inclusion, a savoir I C let 
0 C X, montrent que X G 7{X) et 0 G t J > ( X ) ; d’apres (1.1.4), on a d’autre part 
(X C Y) & (CP(X) C y(Y)) et par consequent 

(X = Y)<* (y(X) = T(Y)). 



10 CHAPITRE 1 THIzORIE DES ENSEMBLES 


Etant donn£ deux ensembles a et 6, l’axiome de la paire affirme l’existence 
d’un ensemble dont les seuls elements sont a et 6. 

(ZF ) i Soient a et 6 des ensembles, la relation (x = a ou x = b) est 

Icollectivisante en x. 

II existe done un unique ensemble tel que 

(Vx)(x £ X (x = a ou x = b )) ; 

cet ensemble sera note {a, b}. Si a ^ 6, on dit que X est un ensemble a deux 
Elements. Si a = 6, on a en fait (Vx)(x £ X (x = a)) ; on dit alors que X 

est un ensemble a un element ou qu’il est reduit a l’dldment a ; on note {a} un tel 
ensemble. On a done, par definition, {a} = {a, a}. 

Donnons quelques exemples. La seule partie de l’ensemble vide etant la partie 
vide, T(0) est un ensemble a un dl&nent et ?(0) = {0}. Soit X un ensemble et 
a un element de X ; la relation (x G X et x = a) definit une partie de X dont 
a est le seul element. II faut evidemment soigneusement distinguer l’eldment a de 
la partie de X reduite a l’dlement a : on a en particulier a G X, {a} G y(X) et 
a G {&}• 

L’axiome de comprehension permet de ddfinir la reunion et l’intersection de 
deux parties A et B d’un ensemble X en posant 

Au B = {x £ X ] X e Aoux £ B}, AnB = {x £ X] X £ A&tx £ B}. 

Considerons plus generalement un ensemble d’ensembles, e’est-a-dire un ensemble 
X dont les elements sont eux-memes des ensembles (ceci signifie simplement que 
X etant un element de X, on va s’interesser aux elements de X). On peut d’abord 
s’interesser h. la collection de tous les elements de tous les ensembles appartenant 
a X ; l’axiome de reunion affirme que cette collection est un ensemble. 


{ZF b ) 


fPour tout X, la relation (3X)(X £ X et x £ X) est collectivi- 
Isante en x. 


Cet axiome assure l’existence de l’ensemble, appeie reunion des ensembles de 
X, 

(1.1.7) |J X = {x\ (3X)(XG3CetxeX)}. 

xex 

On notera que tout ensemble de X est une partie de cet ensemble reunion ; 
l’axiome de reunion assure done l’existence d’un ensemble Y tel que tout en- 
semble de X soit une partie de Y ; en d’autres termes, tout ensemble d’ensembles 
peut etre consider comme un ensemble de parties d’un ensemble Y. 

Voici des cas particuliers de cette notion de reunion. 

Si X est l’ensemble vide, la relation (3X)(X G X) est fausse et par suite 

U*€0* = 0- 

Soient A et B deux ensembles ; prenons pour X 1’ ensemble k deux dldments 
{A, B}. La relation (3X)(X G Xet x £ X) est alors equivalente a la relation 
{x £ A owx £ B). D’apres l’axiome de reunion, il existe done un ensemble, 
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appele reunion des ensembles A et B, qui sera note A U B tel que 
AuB= X = {x; x £ Aoux £ B}. 

Xe{A,B} 

Cette definition est evidemment consistante avec celle donnee pour deux parties 
d’un ensemble. 

On verifie que la reunion est une loi commutative et associative : soient A, B 
et C des ensembles, on a alors 

A U B = B U A y A U (B U C) = (A U B) U C, 
ce qui permet d’ecrire cet ensemble A U B U C. Plus generalement, on peut definir 
la reunion de n ensembles A\, . . . , A n par recurrence au moyen de la formule 
A 1 \J...UA n = (A i \J...\J A n _i) U A n . 

En particular, etant donne n ensembles a\ , . . . , a n , on peut considerer la reunion 
des n ensembles {ai}, . . .,{a n } que nous noterons 

{<2i, . . . = {^l} U . . . U {fln} > 

cet ensemble admet pour elements les n ensembles ai,. . .,a n ; on constate done 
que, grace a l’axiome de reunion, il existe un ensemble, et un seul, dont les ele- 
ments sont les n ensembles a \>. . .,a n et ceux-la seulement. 

La definition de l’intersection ne necessite pas d’axiome supplemental. On 
s’interesse maintenant aux elements qui appartiennent a tous les ensembles de X ; 
on s’interesse done a la relation (VX)(X £ X => x € X), Cette relation est 
collectivisante en x si, et seulement si, X est non vide. En effet, si X est vide, cette 
relation est vraie quel que soit x et, comme nous l’avons vu, la collection de tous 
les ensembles n’est pas un ensemble. Au contraire, si X est non vide, soit A un 
ensemble de X ; la relation precedente est alors equivalente a la relation 
{x € Act (VX){X eX^xeX)) 

qui est collectivisante d’apres l’axiome de comprehension. Si X est non vide, on 
peut done definir T intersection des ensembles de X par la formule 

(1.1.8) P| X = {x \ (VX)(X€X=>a :el)}, X ^ 0. 

xex 

Soient A et B deux ensembles et X = {A> B}. La relation 
(VX)(X £ X => x £ X) 

est equivalente a la relation (x £ A et x £ B) ; on pose alors 

AnB = Pi X = {x; x £ Aetx £ B} 
xe{A,B} 

et on constate que cette definition est celle que nous avons donnee lorsque A et B 
sont deux parties d’un ensemble. On dit que A rencontre B si A fl B ^ 0 et que A 
et B sont disjoints ou sans element commun si A fl B = 0. 

L’intersection est une loi commutative et associative : soient A, B et C des 
ensembles, alors 

AnB = Bn A, An (B n C) = {An B) n C ; 
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on a d’autre part les formules de distributive suivantes 
jlu(BnC) = (^uB)n(Au C), An(BUC) = (AnB)U(An C); 
en outre, si A et B sont des parties d’un ensemble X, on verifie que 
X - (AU B) = (X - A) n (X - B), X - (An B) = (X - A) U (X - B). 

1 .2 Produit de deux ensembles, applications, 
axiome de choix 

Etant donne deux ensembles x et y, on pose 

(x,y) = {{x},{x,y}} 

et on dit que (x, y) est le couple des ensembles x et y ; x (resp. y) est appele la 
premiere (resp. seconde) projection ou coordonnee du couple. Si z = (x,y), on 
utilise les notations x = priz et y = pr^z. 

On a la propriete essentielle qui suit 

Proposition 1.2.1 Soient (x, y), (x\y f ) deux couples , alors (x, y) = (x', y f ) si, 
et seulement si, x = x' ety = y'. 

Preuve Si x = x' et y = y\ il est clair que (x,y) = ( x',y' ). Reciproquement, 
supposons {{x},{x,y}} = {{x'Ux', 2 /}}. On a alors, ou bien {x} = {x'}, 
ou bien {x} = {x', 2 /'} ; dans le premier cas x = x' et dans le second cas 
x = x' = y f . Dans tous les cas, on a done x = x' et par consequent 

{{x},{x,y}} = {{x},{x,y'}}. 

Notons alors que deux paires de la forme {a, b} et {a, 6'} ne peuvent etre egales 
que si b = 6'. On a done necessairement {x, y} = {x,t/}, d’ou y = y'. Ceci 
prouve que x = x' et y = y'. Q.E.D. 

Soient X et Y des ensembles, x un element de X et y un element de Y . On a 
{x} C X C X U Y et {x,?/} C X u Y, d’ou (x,y) € ?(7(X U Y)) ; d’aprfcs 
l’axiome de comprehension, la relation 

(3 x)(3y)(z = (x,y) etx G X ety € Y) 

est collectivisante en z. On peut done considerer 1’ensemble des couples (x,2/) 
lorsque x decrit X et y decrit Y , soit 

1x7 = {z ; 2 ; = (x, y) et x G X et y G V}. 

Cet ensemble est appele le produit de X et Y ; l’ensemble X (resp. Y) est appele 
le premier (resp. second) ensemble facteur du produit. Notons que cet ensemble 
produit est l’ensemble vide si, et seulement si, l’un des ensembles facteurs est vide, 
soit 
(1.2.1) 


XxY = (D^(X = (DouY = 0). 
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Remarque 1 . 2.1 Etant donne trois ensembles xi, X2 et £3, on definit le triplet de 
ces ensembles par la formule (£1,22, £3) = (xi, (£2,^3)) et plus generalement, 
on definit par recurrence la notion de n-uple 

(Xl,...,£ n ) = (£i,(£2,...,Z n )). 

La proposition 1 . 2.1 se generalise comme suit : deux ?i-uples (xi,...,x n ) et 
(2/1, , y n ) sont egaux si, et seulement si, x\ = yi pour tout i G { 1 , . . . , n}. 
Le produit de n ensembles Xi,. . .,X n est alors par definition l’ensemble des n- 
uples (£1, . . . , £ n ) lorsque Xi decrit Xi ; cet ensemble sera note Xi x . . . x X n . 
On a done 

XiX...xX n = {£;£ = (£1, . . . ,£ n ) et x\ € X\ et . . . et x n G X n }. 

Soient X et Y des ensembles et R{x ) y) une relation binaire. Considerons le 
sous-ensemble G du produit X xY defini comme suit 

G = {(x,y)eXxY;R(x )y )}; 

l’ensemble G, appele graphe de la relation R , est done l’ensemble des couples 
(x, y) tels que R soit vraie. La relation (R(x,y) et x G X et y G Y) est alors 
equivalente a la relation (x, y) G G. Inversement, a toute partie G de X x Y, 
on peut associer une relation binaire dont le graphe est G : il suffit en effet de 
considerer la relation (x, y) G G. 

La relation i?(x, y) est dite fonctionnelle en y G Y dans l’ensemble X , si, 
pour tout x G X, il existe un unique element y G Y tel que la relation R(x , y) soit 
vraie, autrement dit si 

(Vx G X)( 3 y G Y){\/z G Y){R{x,z) (z = y)). 

Le graphe f C X x Y d’une relation fonctionnelle est dit fonctionnel en y ; 
on dit aussi que / est une application de X dans Y ou que / est une fonction 
definie sur X et prenant ses valeurs dans Y. Pour tout x G X, on note alors /(x) 
l’unique element y de Y qui est tel que R(x,y) soit vraie, e’est-a-dire qui est tel 
que (x,y) G / ; par definition, la relation (x,y) G / est done equivalente a la 
relation y = f(x) ; l’element /(x) est appele l’image de x par Tapplication / qui 
sera alors notee x 1 -»/(£). Dans la pratique, une application / de X dans Y sera 
notee en abrege / : X -» Y ; T ensemble X sera appele ensemble de depart ou de 
definition de l’application / et Y ensemble d’arrivee. 

Note Conformement a un usage bien etabli, il nous arrivera frequemment de par- 
ler du graphe d’une application bien qu’il n’y ait pas lieu de distinguer la notion 
de graphe fonctionnel et la notion d’application si on s’en tient aux definitions 
donnees. 

D’apres l’axiome de comprehension, la relation «/ est une application de X 
dans Y » est collectivisante en / puisque cette relation implique / G CP(X x Y ) ; 
on peut done parler de l’ensemble de toutes les applications de X dans Y ; cet 
ensemble sera note 7 (X; Y) ou Y x . 

Donnons quelques exemples. 
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Exemple 1.2.1 Prenons pour ensemble X V ensemble vide, on a alors 1x7 = 0 
et le seul graphe contenu dans X x Y est 1* ensemble vide ; ce graphe est fonc- 
tionnel en y G Y d’apres (1.1.6). II existe done une application (et une seule) de 0 
dans Y qu’on appelle F application vide et qui est notee 0. 

Exemple 1.2.2 Soit X un ensemble ; la diagonale de X x X est par definition 
le graphe Ax = {(x,x) ; x G X} ; ce graphe est un graphe fonctionnel qui 
d^finit une application de X dans X appelee application identique de X que nous 
noterons lx- Par definition, on a Ix(x) = x pour tout x G X. 

Afin de fixer les notations qui seront utilisees dans la suite de cet ouvrage, 
rappelons diverses notions concernant les applications. 

Deux applications / et g de X dans Y sont egales si les graphes fonction- 
nels / et g sont egaux, e’est-a-dire si les relations (x, y) G / et (x, y) G g sont 
6quivalentes. Ceci signifie simplement que /(x) = g(x) pour tout x G X. 

Etant donne deux applications / : X -> Y et g : Y -» Z, on ddfinit le graphe 
< 7 o/cXxZparla formule 

gof = {( x ,z) eX x Z; (3y)(y G Y et (x,y) € / et (y, z) G <;)} ; 

il est clair que ce graphe est fonctionnel ; V application g o f est appelee la compo- 
st des applications / et g ; la relation z = (go f)(x) est equivalente a la relation 
z = g(f(x)) comme le montre la definition de g o /. 

Une application / : X Y est dite injective (on dit aussi que / est une 
injection) si deux elements quelconques mais distincts de X ont des images par / 
distinctes, e’est-a-dire si 

(Vx € X)(Vx' € X)(f(x) = f(x') =» x = x'). 

Exemple 1.2.3 Soit A une partie d’un ensemble X , le graphe 

{(x,2/) G A x X; x = y} 

est un graphe fonctionnel ; il definit par consequent une application de A dans X 
qui est dvidemment injective ; on Tappelle Tinjection canonique de A dans X ; 
notons la i : A — > X ; on a i(x) = x pour tout x e A. Si / est une application de 
X dans Y, l’application composee / o i : A Y est appelee la restriction de / 
a A ; nous la noterons /\a- Etant donne deux applications / et g de X dans Y, si 
les applications }'\a et g\A sont egales, on dit que / et g coincident dans A. Enfin, 
etant donne une application f de X dans Y et une application g de A dans Y, si 
les applications /\a et g sont egales, on dit que / est un prolongement de g ou que 
/ prolonge g. 

Soient / une application de X dans Y et A une partie de X . On appelle image 
(directe) de A par / le sous-ensemble de Y f(A) = {/(x) ; x G A}. Si B est une 
partie de Y, on ddfinit l’image reciproque de B par / comme le sous-ensemble 
de X f~ x (B) = {x G X ; /(x) G B). Une application / : X -> Y est dite 
surjective si l’image de X par / est egale a Y, e’est-a-dire si f(X) = Y. 
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Exemple 1.2.4 Soient X et Y deux ensembles non vides. Les applications 
pri : z i-» pri(z ), i = 1,2, d e X x Y dans X et Y respectivement sont des 
surjections appelees premiere et seconde projection. 

Exemple 1.2.5 Soit R(x , y) une relation d’equivalence sur un ensemble X , c’est- 
a-dire une relation reflexive, symdtrique et transitive, soit 

' ()/xeX)R(x ) x) i 

< (\/xeX)(VyeX)(R(x 1 y)^R(y,x)) ) 

k (Vx e X)(Vy € X)(V* € X)((R{x,y) etR(y,z)) => R(x,z)). 

Pour tout x e X,on appelle classe d’equivalence de x P ensemble 
A x = {y e X \ R(x,y)} 

et on appelle ensemble quotient de X par la relation R l’ensemble X/R des parties 
A x de X lorsque x decrit X . L’ application x 4 4 de X dans X/R est une 
surjection dite canonique. 

Etant donne un graphe / C X x Y , on definit le graphe reciproque 

/ -1 = {(y,*)erxx ; (*,»)€/}; 

si / est une application de X dans Y, alors f~ l est une application de Y dans X 
si, et seulement si, / est injective et surjective ; on dit alors que / est bijective ou 
que / est une bijection ; l’application f~ l est appelle l’application reciproque ou 
inverse de / ; il est clair que / -1 est une bijection de Y surXetque/ -1 o/ = I Xi 

f ° / -1 = I Y - 

Exercice 1.2.1 Soit / : X — > Y une application, montrer que, pour tout A 6 P(X), 
A C f~ l U(A)) et que, pour tout B € V(Y), C B. 

Exercice 1.2.2 Soit / : X — > Y une application, montrer que 

1. / est injective ■<=>■ VA e ^(X), Z -1 (f(A)) = A. 

2. / est surjective V£ e 9{Y ),/(/“ 1 (B)) = B. 

Exercice 1.2.3 Soit / : X ->• Y une application, on note g : 'J’(y) — > 'P(X) I’application 
A i-> Montrer que / est injective (resp. surjective) si, et seulement si, g est surjective (resp. 

injective). 

Exercice 1.2.4 Soient / : X — ► Y, g : Y -> Z des applications, h : X — » Z 1’ application 
composite h = g o f. Montrer que 

1 . h surjective ==>- g surjective. 

2. h injective => / injective. 

Exercice 1.2.5 Soient X , Y des ensembles non vides, montrer qu’une application / : X -» Y est 
injective si, et seulement si, il existe une application g : Y —> X telle que go f = lx. 

Pour terminer ce paragraphe, enongons l’axiome de choix. 

{ Soient X et Y des ensembles et soit / une application de X dans 
?(Y) - {0}, il existe alors une application g : X -4 Y, dite fonction 
de choix associee a /, telle que g(x) € f(x) pour tout x € X. 
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Considerons en particulier un ensemble X non vide et Fapplication identique 
de y(X) — {0} ; d’apres l’axiome de choix, il existe une application 

/ : ?(X) - {0} -> X 

telle que f(A ) G A pour toute partie non vide de X. II est done possible de choisir 
un element dans toute partie non vide de X , un tel choix etant fait simultandment 
pour toutes les parties non vides de X. 

L’axiome de choix affirme l’existence d’une application verifiant certaines pro- 
priety ; il s’agit done d’un axiome permettant de demontrer l’existence de cer- 
tains objets. Comme nous le verrons ulterieurement, l’axiome de choix, par l’in- 
termediaire du lemme de Zorn, permet effectivement de demontrer des theoremes 
d’existence ; de tels theoremes ne peuvent pas en general s’obtenir sans l’axiome 
de choix qui se trouve etre pour cette raison un outil extremement puissant en 
analyse. 

Exercice 1.2.6 Soient X, Y des ensembles non vides, montrer qu’une application / : X -> Y est 
surjective si, et seulement si, il existe une application g :Y -> X telle que / o g = I Y . 

Exercice 1.2.7 Soient X, Y, Z des ensembles non vides, / : X -> Y> h : X -> Z des applica- 
tions, montrer qu’il existe une application g : Y -> Z telle que h = go f si, et seulement si, 

pour tout x, x' G X, f(x) = /(a/) =>■ h(x) = h(x'). 

Si / est surjective, montrer que g est unique. 

Exercice 1.2.8 Soient X, Y des ensembles non vides et / : X -* Y une application. 

1. Montrer que la relation ft : f(x) = f(x') est une relation d’dquivalence sur X. 

2. On note 7r : X — > X/ft la surjection canonique, montrer qu’il existe une application et une 
seule g : X/ft — > Y telle que f = g on [utiliser l’exercice prdeddent]. Montrer que g est injective. 


1.3 Famille d’ensembles : reunion, intersection, produit 

Soient I et X des ensembles ; une application f : I X s’appelle dgalement 
une famille d’€16ments de X. On utilise alors des notations indicielles : I s’appelle 
l’ensemble d’indices, l’image f(i) de l’indice i G I par / se note Xi et la famille / 
est notee simplement (#*)*€/• Si J est une partie de /, la restriction a J de Impli- 
cation / = (xi)i£i est appelee la sous-famille ayant J pour ensemble d’indices ; 
on la note ( Xi) ie j . 

Exemple 1.3.1 Si I est l’ensemble N (Pensemble des entiers naturels sera ddfini 
ulterieurement), une famille (x n ) ne N d’dldments de X est appelee une suite (d’ele- 
ments) de X ; une telle suite sera notee plus simplement ( x n ) lorsqu’il ne sera pas 
utile de preciser l’ensemble d’indices N. 

Exemple 1.3.2 L’ application identique lx : X -» X definit une famille d’ele- 
ments de X indexes par X que nous appelerons la famille de tous les elements de 
X ; etant donne que Ix(x) = x pour tout x G X, cette famille doit etre not£e 
(x) x ex- 
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Dans la definition generate des families, substituons aXun ensemble d’en- 
sembles note X. Une application / : 7 -» X sera appelee une famille d’ensembles ; 
en posant f(i) = Xi une telle famille sera notee (Xi) i£ j. Lorsque X est l’en- 
semble 7(X) des parties d’un ensemble X, nous parlerons de famille de parties 
de X . 

Etant donne une famille d’ensembles (Xi) i£ i, on definit la reunion de cette 
famille par la formule 

(1.3.1) lJX i = {x;(3i)(ie/etx€X i )}; 

iE/ 

cette formule definit bien un ensemble : on notera en effet que la relation 
(3i)(i G 7 et x G Xi) est collectivisante en x car elle implique x G Ua'gx 
N otons que |J iG/ Xi = 0 lorsque 7 = 0. 

Lorsque I’ensemble d’indices est non vide, la relation 

(Vi){i el^xeXi) 

est collectivisante en x ; on peut done d^finir l’intersection de la famille d’en- 
sembles (JQ)* € / par la formule 

(1.3.2) 

iei 

Note Prenons en particulier la famille (X)xex de tous les ensembles appartenant 
a X, alors les definitions (1.1.7) et (1.3.1) d’une part, (1.1.8) et (1.3.2) d’autre part 
coincident. 

Remarque 1.3.1 Lorsque la famille {Xi) ie j est une famille de parties d’un en- 
semble X , la reunion et 1’ intersection (si I ^ 0) de cette famille sont egalement 
des parties de X ; on peut done ecrire 

(1.3.3) (Jx* = {x € X; (3 i)(i € /etx € 2Q)}, 

i€l 

(1.3.4) p| Xi = {x G X ; (Vi)(i 6 / => x € X*)}, si / ^ 0. 

iE/ 

Lorsque l’ensemble I est l’ensemble vide, on constate que (1.3.4) conserve un sens 
(alors que (1.3.2) n’en a pas) et que = X si I = 0. Etant donne un en- 

semble Y contenant X , toute famille de parties de X peut etre consideree comme 
une famille de parties de Y. La reunion et l’intersection, si I est non vide, d’une 
telle famille coincident qu’elle soit consideree comme une famille de parties de X 
ou comme une famille de parties de Y. Mais si l’ensemble I est vide, l’intersection 
de la famille sera 6g ate soit a X , soit a Y . 

Indiquons les proprietes les plus frequemment utilisees en ce qui concerne ces 
notions de reunion et d’ intersection ; les demonstrations sont aisees, le lecteur les 
fera a titre d’exercices. 

Associativite de la reunion et de l’intersection Soit {Xi) ie j une famille de 
parties d’un ensemble X et soit (7 a)aea une famille de parties de I de reunion 7. 
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On a alors 

(1.3.5) u*-u(u*)«n*-n(n*)- 

iei aga iei x iei aga ieix 

Distributive Soient ( Xi) i€ i une famille de parties de X et ( Yj)jej une fa- 
mille de parties de Y. Les applications 

(i,j) Xi U Yj, ( i,j ) m- Xi n Yj et (i,j) X, x Yj 

definissent respectivement une famille de parties de X U Y, X fl Y et X xF. On 
a alors 

(1.3.6) (U^) n (U y ;)= u 

*€/ j€J (i,j)eixJ 

(n*<) u (n y >)' n (Xi U Yj) si J et J sont non vides, 

*e/ j€J (i,j)€lxJ 

(U*) x (U y i)= U x 

<e/ j€J («j)e/xj 

(n*Mn^)= n (Xi x Yj) si I et J sont non vides ; 

iei jeJ (iJ)elxJ 

la demise formule se simplifie lorsque I = J en 

(n*wn«)-n« x Yi) si I est non vide. 

iei iei iei 

Complementaire (Pune reunion ou (Pune intersection 

Soit ( Xi)i e i une famille de parties d’un ensemble X , alors 

X -U X * = ri( X -^) etX-f|X i = U(X-X i ). 

iei iei iei iei 

Image par une application Soient / : X -> Y une application, (Xi) i€l et 
(Yi)iei des families de parties de X et Y respectivement. On a 

/(u**) = u /(**) «/(n*) c n/w. 

iei iei iei iei 

r' (U' «) = U /■'«) « r 1 (f) «) = f| r'm- 

iei iei \ei iei 

Exercice 1.3.1 Etant donne une application / : X — * Y, montrer 1* Equivalence des propridtds 
suivantes 

1 . / est injective, 

2. pourtoute famille (Ai) ieI , 7^0, de parties de X , f(CL cr AA = fWi HAA 

3. pour tout A,B e ?(*). /(A fl5)= /(A) n /(B), 

4. pour tout A, Be ?(*), AnB = 0=» /(A) n /(B) = 0, 

5. pour tout A, Be 1P(X), A c B =» /(B - >1) = /(B) - /(A), 

6. pour tout -A G y(X),/ _1 (/(A)) = A 

Exercice 1.3.2 Soit (X i,j)(i,j)eixj une famille de parties d’un ensemble X, montrer que 
U iei n jeJ ^i,j C j Uig/ Xij et que cette inclusion peut etre stricte. 
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Apres avoir defini le produit de deux ensembles, nous sommes maintenant en 
mesure de definir le produit d’une famille d’ensembles ( Xi)i e j . Une telle famille 
peut toujours etre consideree comme une famille de parties d’un ensemble X. 
On considere alors l’ensemble des applications x = de I dans X telle 

que x-i G X t pour tout i G I ; cet ensemble s’appelle le produit de la famille 
(Xi)iei et se note Yi ieI Xi. L’ensemble Xi s’appelle l’ensemble facteur d’in- 
dice i ; l’image Xi de i par l’application x s’appelle la projection ou coordonnee 
d’indice i de x et l’application pri : x Xi de YlitiXi dans Xi s’appelle la 
projection d’indice i. Si A est une partie de l’ensemble produit, son image pri(A) 
par l’application pri s’appelle evidemment la projection d’indice i de A. On notera 
que A C n ie / Wi{A), pour tout A c fU/ x i- 

Remarque 1.3.2 Supposons qu’il existe un ensemble X tel que Xi = X pour 
tout i G I. On a alors Yl i£l Xi = 9(1; X) ; cette remarque est importante ; elle 
montre que l’ensemble de toutes les applications de I dans X est un produit d’en- 
sembles ; or nous apprendrons ulterieurement a construire des structures produits, 
par exemple des produits de structure topologique ; ceci permettra de munir l’en- 
semble 9(1; X) d’une structure topologique a partir d’une topologie donn^e sur 
X. 

Remarque 1.3.3 La notion de produit d’une famille d’ensembles generalise celle 
de produit de deux ensembles. Considerons en effet deux ensembles Xi et X 2 ; 
posons I = {1,2} et considerons la famille d’ensembles (Xi)i e i. L’application 
qui, a tout x = (xi)i e j de riie/ associe le couple (x\ , X 2 ) de X\ x X 2 est une 
bijection, dite canonique, de Ylizi Xi sur X\ x X 2 . 

Voici une propri&6 importante des ensembles produits. 

Proposition 1.3.1 Dans la theorie des ensembles ( ZF ), I’axiome de 
choix est equivalent a renonce suivant 

{ pour toute famille d’ensembles (Xi)i^j, l’ ensemble produit 
n <€/ Xi est non vide si, et seulement si, tous les espaces fac- 
teurs sont non vides. 

Preuve 1 . Montrons que l’axiome de choix implique (1 .3.7). On peut supposer que 
(Xi)i£j est une famille de parties d’un ensemble X. Supposons tous les ensembles 
Xi non vides et notons / : I 9(X) - {0} l’application telle que f(i) = Xi 
pour tout i e I ; d’apres l’axiome de choix, il existe une application g : I -» X 
telle que g(i) 6 Xi pour tout i e I ; il en resulte que g G Y\ ieI X it ce qui prouve 
que cet ensemble est non vide. Reciproquement, supposons l’ensemble Yli^iXi 
non vide ; il existe done (xi) ie j G Yliei Xi et par suite Xi G X i9 ce qui prouve 
que Xi est non vide. 

2. Reciproquement, soit /:/-)► 9(X) - {0} une application ; posons 
Xi = f(i ), Xi est non vide ; d’apres (1.3.7), l’ensemble produit riie/ Xi est non 
vide, il existe done un element x = (xi) ie i dans cet ensemble produit ; Impli- 
cation x est alors une fonction de choix associee a / et ceci prouve la reciproque. 

Q.E.D. 
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Exercice 1.3.3 Soit x j une famine d’ensembles, si J est non vide, montrei que 

n<n*M)-n<n*«>- 

j€J i€/ *€/ 

Exercice 1.3.4 Soient I un ensemble non vide, (Ji)iei une famille d’ensembles non vides et, pour 
tout i G /, (Xi t j)j eJ . une famille d’ensembles. On pose A = ddmontrer les formules de 

distributive 

^ n*€/(Uj€ Xi t j) = UaEA(rii6/ -^i,ar(i))» 

Xi,j) — r)a€>t(Uie/ X < t a(t ))» 

3. n< € /(u i€ * = u« 6 A(n<ei *<.««>>• 

= HaE A dlzE/ -^*,a(*))* 

Soit une famille de parties d’un ensemble X. Si J est une partie de 

/, on peut considerer la sous-famille ( Xi) ie j et le produit Yl i€J Xi de cette sous- 
famille. On appelle alors projection d’ indice J l’application 

prj : a € / “> IliE J qui a tout element ( Xi) ie i de J]< € / Xi associe l’eld- 

ment {xi) ie j de ]J ieJ Xi (prj associe done a l’application (a?i)< € / de I dans X 
sa restriction a J). On a alors la 

Proposition 1.3.2 Si tous les ensembles Xi sont non vides, V application 
prj : Yliti Xi — » Ylie j Xi est surjective. 

Preuve En effet, soit f : J X une application telle que f(i) G Xi pour tout 
i G J. D’apres l’axiome de choix, il existe une application 

g : I — J X 

telle que g(i) G Xi pour tout i G I— J. Considerons alors l’application h : I —> X 
telle que h\j = f et h\i-j = g ; il est clair que h G n^/ Xi et que prj(h) = f, 
ce qui prouve le resultat desire. Q.E.D. 

En particulier, les projections pri : fliE/ Xi -* Xi sont surjectives lorsque 
tous les ensembles Xi sont non vides. 

Terminons ce paragraphe par une remarque concernant les applications a va- 
leurs dans un produit d’ensembles. Soit (Xi)i^i une famille d’ensembles et / 
une application definie dans un ensemble X et a valeurs dans l’ensemble produit 
n< €/ X it L’application 

fi = pn o f : X -> Xi 

est appelee application composante d’ indice i ; ces applications permettent de 
construire une famille ( /<)<€/ d’ applications de X dans Xi. On ddfinit ainsi une 
application / (/<)*€/ de y(X; Yi ieI Xi) dans ^(X; Xi) ; cette applica- 

tion est une bijection, dite canonique, vu que 

f(x) = (fi(x)) ieI pour tout x G X. 

Dans la pratique, on identifie au moyen de cette bijection les ensembles 
$( x \ EU/ Xi) et n»e/ 5(X-,Xi), ce qui permet d’dcrire / = (/i) ie /. 



B - Ensembles ordonnes 


1 .4 Relation d’ordre 

Sur un ensemble X , une relation R(x, y) est appelee une relation d’ordre si elle 
est reflexive, antisymetrique et transitive, soit 

' (WxeX)R(: r,x), 

< (Vs G X)(V» G X)((R(x,y) et R(y,x)) =>x = y), 

, (Vx G X)(\/y € X)(Vz G X)((R(x,y) et z)) =» fl(x,z)). 

On dit alors que X est un ensemble ordonne par la relation R ; une telle relation 

sera notee simplement x < y ou y > x et se lit «x est inferieur a y» ou «x 

est plus petit que y» ou «y est superieur a x» ou encore «y est plus grand que 
x». Pour eviter d’eventuelles confusions, il est parfois necessaire de preciser la 
relation d’ordre ; nous utiliserons alors des notations de la forme x < y (mod. R), 
etc. La relation (x < y et x ^ y) sera notee x < y ou y > x et se lit «x est stricte- 
ment inferieur a y» , etc. Signalons la propriete evidente 

(x < y) (x < y ou x = y). 

La relation x < y est appelee une relation d’ordre strict ; cette relation S(x,y) 
verifie 

r OtxeXWyeX)US{x,y)=>x?v), 

\ (Vx G X)(Vy G X)<yz G X)((S(x,y) et S(y, z)) => S(x, z)). 

Reciproquement, une relation S possedant ces proprietes est la relation d’ordre 
strict associee a la relation d’ordre ( S{x , y) ou x = y). 

Soient x et y deux elements de X, si on a (x < y ou y < x), on dit que x et y 
sont comparables. L’ ensemble X est alors dit totalement ordonne si deux elements 
quelconques de X sont comparables ; on dit aussi que la relation d’ordre est une 
relation d’ordre total. Lorsqu’il est utile de preciser que l’ordre n’est pas total, on 
parle de relation d’ordre partiel et d’ensemble partiellement ordonne. 

Etant donne une partie A d’un ensemble ordonne X> la relation 

(x G A et y e A et x < y) 
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est une relation d’ordre sur A ; l’ordre ainsi defini sur A est dit induit par l’ordre 
de X. Notons qu’un ordre total sur X induit un ordre total sur toute partie de X. 

Exemple 1.4.1 Sur l’ensemble vide X = 0, il n’y a qu’un seul graphe, a savoir 
la partie vide de X x X = 0 ; ce graphe ddfinit une relation d’ ordre total ; bien 
entendu, on note 0 cette relation d’ordre. 

Considerons une famille (X;)^/ d’ensembles ordonnes ; alors la relation 
(Vz)(i G I => Xi < yi) entre deux elements x = et y = {yi)i^i de 

l’ensemble produit fliG/ ^ est une re l at i° n d’ordre sur cet ensemble, appelee 
produit des relations d’ordre des ensembles facteurs Xi. En particulier, conside- 
rons l’ensemble S^X; Y) de toutes les applications definies sur un ensemble X et 
a valeurs dans un ensemble ordonne Y ; etant donne que 3F(X; Y) = Yl x£X 
avec Y X =Y pour tout x G X, on peut munir cet ensemble de la relation d’ordre 
produit correspondante : si / et g sont deux applications de X dans Y , cette rela- 
tion / < g signifie simplement (Vx G X)(f(x) < g(x)). 

Exemple 1.4.2 Soit X un ensemble. Sur l’ensemble T(X), la relation A C B est 
une relation d’ordre (partiel des que X admet deux Elements distincts) ; on dit que 
7{X) est ordonne par inclusion. Nous aurons frequemment a utiliser cette relation 
d’ordre lorsque X est lui-m6me un ensemble de parties. Plus precisement, on peut 
ordonner ^(^(X)) par inclusion : si X et y sont des parties de !P(X), c’est-a- 
dire des ensembles de parties de X, la relation X C y signifie par definition de 
l’inclusion que (VA G 7{X)){A G X => A G y). 

Revenons h l’etude des ensembles ordonnes. 

Definition 1.4.1 Soit X un ensemble ordonne. Un element a € X est appele un 
element maximal ( resp. minimal) de X si, pour tout x G X, x > a implique x — a 
(resp. x < a implique x = a). 

En d’autres termes, un element a G X est un element maximal s’il n’existe 
pas d’element strictement plus grand. On notera que deux elements maximaux 
differents ne peuvent etre comparables. 

Un ensemble ordonne n’admet pas necessairement d’element maximal ou mi- 
nimal et il peut egalement admettre plusieurs elements maximaux ou minimaux. 
Considerons par exemple l’ensemble 1P(X) — {0} ordonne par inclusion ; les ele- 
ments minimaux sont les parties de X reduites a un seul element et par suite, si 
X est l’ensemble vide il n’y a pas d’element minimal, si X est un ensemble a un 
element il y a un seul Element minimal a savoir X et si X admet au moins deux 
elements distincts il y a plusieurs elements minimaux. 

Definition 1.4.2 Soit X un ensemble ordonne. Un element a G X est appele un 
plus grand element de X ( resp. plus petit dement de X) si, pour tout x G X, on a 
x < a (resp. x > a). 

Si X admet un plus grand element a, ce plus grand element est evidemment 
unique ; nous dirons done que a est le plus grand element de X ; on le note max X. 



1.4 RELATION D’ORDRE 23 


Le plus petit element, s’il existe, sera note min X. Si A est une partie d’un en- 
semble ordonne, on peut munir A de l’ordre induit et on peut done parler du plus 
grand et du plus petit element de A lorsqu’ils existent : on les note evidemment 
max A et min A. 

Notons que si X admet un plus grand (resp. plus petit) element a, alors a est 
l’unique element maximal (resp. minimal) de X. Remarquons egalement que dans 
un ensemble totalement ordonne, les notions de plus grand element et d’element 
maximal coincident et il en est evidemment de meme des notions de plus petit 
element et d’element minimal. 

Definition 1.4.3 Soit A une partie d’un ensemble ordonne X. On dit qu’un ele- 
ment a £ X est un majorant ( resp. minorant) de A si, pour tout x £ A, on ax < a 
(resp. x > a). Si l’ ensemble des majorants (resp. minorants) de A est non vide, on 
dit que A est majoree (resp. minoree) et si cet ensemble admet un plus petit (resp. 
plus grand) element, cet element est appele la borne superieure (resp. inferieure) 
de A et on dit que A est bornee superieurement (resp. inferieurement). 

La borne superieure (resp. inferieure) de A lorsqu’elle existe est unique en tant 
que plus petit (resp. plus grand) element ; nous la noterons sup x A (resp. inf x A). 
Par definition, la borne superieure de A , lorsqu’elle existe, est le plus petit majo- 
rant de A ; cette borne superieure est done un majorant de A ; elle n’appartient 
pas necessairement a A et il est d’ailleurs immediat de verifier que A est bornee 
superieurement et que sa borne superieure appartient a A si, et seulement si, A 
admet un plus grand element auquel cas on a sup x A = max A. 

Si A est une partie non vide admettant une borne superieure et une borne 
inferieure, etant donne que, pour tout x £ A, inf x .A < x < sup x A, on a 
inf x A < sup x A. Cette propriete est en general fausse lorsque A = 0 : en effet, 
sup x 0 (resp. infx 0) existe si, et seulement si, X admet un plus petit element 
(resp. plus grand element) auquel cas on a sup x 0 = minX et infx 0 = maxX. 

Rappelons la caracterisation d’une borne superieure dans un ensemble totale- 
ment ordonne (cette caracterisation est constamment utilisee sur M par exemple). 
Proposition 1.4.1 Soit A une partie d’un ensemble totalement ordonne X, la 
borne superieure de A, si elle existe, est 1’ unique element a de X tel que 
(14 1) [ a est un ma J omnt de A et pour tout x < a, il existe y £ A tel 
' ' ' ' yque x < y. 

Considerons maintenant une application / : X -» Y d’un ensemble X dans 
un ensemble ordonne Y. Une telle application est dite majoree (resp. minoree) 
si f{X) est majoree (resp. minoree) ; elle est dite bornee superieurement (resp. 
inferieurement) si f(X) est borne superieurement (resp. inferieurement) et on pose 
sup /( x) = sup f(X), inf fix) = inf f(X) ; 

x£X Y *ex Y 

lorsque f{X) admet un plus grand (resp. plus petit) element, on dit que / atteint 
sa borne superieure (resp. inferieure) et on ecrit 

max/(x) = max/(X), min f(x) = mi nf(X). 
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Lorsque / est une famille ( Xi) ie i d’616ments d’un ensemble ordonne X , on utilise 
la meme terminologie et les memes notations, soit sup iG/ Xu infi G j Xi , max^j Xi 
et min^iXi. 

Lorsqu’on doit iterer 1’ operation borne sup^rieure, le resultat suivant est tres 
utile 

Proposition 1.4.2 Soit (Ai) ie i une famille de parties bornees superieurement 
dans un ensemble ordonne X. Alors , Vensemble A = \J iGl Ai est borne supe- 
rieurement si, et seulement si, la famille (sup x Af)^ est bornee superieurement, 
auquel cas on a 

( 1 .4.2) sup A = sup sup Ai . 

x iei x 

Preuve Montrons que Tensemble des majorants de A est egal h Fensemble des 
majorants de la famille (sup x Af)^. Or ce dernier ensemble est egal h Tensemble 
des x £ X tels que x > sup x Ai pour tout i € /, c’est-^-dire h Tensemble des 
x e X qui majorent Ai pour tout i € I et ceci signifie pr£cis6ment que x majore 
A. Q.E.D. 

Corollaire 1.4.3 Soit f : X Y une application definie dans un ensemble X et 
a valeurs dans un ensemble ordonne Y et soit ( Ai)i e j une famille de parties de X 
de reunion A. On suppose que la borne superieure sup^^. f(x) existe pour tout 
i G I. Alors, sup x . GA f(x) existe si, et seulement si, sup iG/ sup^^. f(x) existe, 
auquel cas 

(1.4.3) sup f(x) = sup sup f(x). 

x£A i£l x€Ai 

Preuve On applique la proposition 1.4.2 a la famille de parties (/(A,)) ie j en 
remarquant que f(A) = (J ie/ f(Ai). Q.E.D. 

Corollaire 1.4.4 Soit f : X x Y — x Z une application a valeurs dans 
un ensemble ordonne Z telle que sup^* /(:r, y) existe pour tout y € Y. Alors, 
SU P (x,y)exxY f( x >y) e xiste si, et seulement si, s\ip yGY sup xeX f(x,y) existe, 
auquel cas 

(1.4.4) sup f{x,y) = sup sup f(x,y). 

(x,y)€Xxy y€Yx€X 

Preuve On remarque quelx7 = Uy G y(^ x M) et on applique le corollaire 
1.4.3 en substituant a X l’ensemble X x Y et k la famille (Ai) ieI la famille 
(X x {j/}) ye y. Q.E.D. 

On a evidemment des r^sultats semblables pour les bornes inferieures. 


1 .5 Le lemme de Zorn 

Un ensemble ordonnd n’admet pas n^cessairement d’eldment maximal. Nous nous 
proposons de donner dans ce paragraphe une condition suffisante d’existence d’ele- 
ments maximaux ; pour exprimer cette condition simplement introduisons la defi- 
nition suivante. 
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Definition 1.5.1 Un ensemble ordonne X est dit inductif si toute partie totalement 
ordonnee de X est majoree. 

La partie vide de X est une partie totalement ordonnee qui est majoree si, 
et seulement si, X est non vide ; un ensemble inductif est done non vide. Dans 
la pratique, pour demontrer qu’un ensemble ordonne est inductif, il est vivement 
conseille de verifier avant toutes choses que l’ensemble est non vide. 

Tout ensemble ordonne admettant un plus grand element est evidemment in- 
ductif. On notera qu’un ensemble totalement ordonne est inductif si, et seulement 
si, il admet un plus grand element. 

Nous nous proposons de demontrer le 

Theoreme 1.5.1 Lemme de Zorn Tout ensemble ordonne inductif admet un ele- 
ment maximal. 

Dans la pratique, on utilise le lemme de Zorn sous la forme suivante 
Corollaire 1.5.2 Soit X un ensemble inductif alors pour tout a £ X, il existe un 
element maximal m > a. 

Preuve Considerons l’ensemble Y = {x £ X ; x > a} ; muni de l’ordre induit 
par celui de X , Y est alors un ensemble inductif : en effet, soit A une partie to- 
talement ordonnee de Y, alors A est une partie totalement ordonnee de X, done 
majoree dans X, done majoree dans Y d’apres la definition de Y . Le lemme de 
Zorn montre que Y admet un element maximal m£Y ; la definition de Y montre 
que m est egalement un element maximal de X et on a m > a vu que m £ Y. 

Q.E.D. 

Avant de donner la demonstration du lemme de Zorn, il est necessaire d’intro- 
duire les notions qui suivent. 

Definition 1.5.2 Un ensemble ordonnne X est dit bien ordonne si toute partie non 
vide de X admet un plus petit element ; on dit alors que la relation d’ordre est une 
relation de bon ordre. 

On notera que tout ensemble bien ordonne est totalement ordonne, toute par- 
tie a deux elements admettant un plus petit element. Notons egalement que toute 
partie d’un ensemble bien ordonne est bien ordonnee. 

Exemple 1.5.1 Sur l’ensemble vide, la relation d’ordre 0 (exemple 1.4.1) est une 
relation de bon ordre. 

Exercice 1.5.1 Principe de recurrence transfinie Soit R(x) une relation sur un ensemble bien 
ordonnl X telle que, pour tout x £ X, on ait 

(Vy e X)(y < x => R(y)) =► J R(rr)(hypoth^sede recurrence). 

Mon tier alors que la relation R(x) est vraie quel que soit x £ X [considerer l’ensemble 

A = {x e X\ nonR{x)}]. 

Definition 1.5.3 Dans un ensemble ordonne X, une partie S de X est appelee un 
segment si 


(Vx £ 5)(Vy e X)(y < x => y e S). 
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Dans un ensemble ordonne X> tout intervalle de la forme 
]<-,x[= {y e X; y < x) 

est un segment que nous noterons S x . Si X est totalement ordonne, on observera 
que ( S x = S x * => x = x '). Rdciproquement, on a le 

Lemme 1,5.3 Dans un ensemble bien ordonne X, tout segment S ^ X s’ecrit 
d’une maniere unique S x et on a x = min(X — S). 

Preuve Notons que x est bien defini, X — S etant non vide. Soit y G 5 X , c’est- 
&-dire y < x, alors y G S d’apres la definition de x et ceci prouve que S x C S. 
D’autre part, soit y G S', alors y < x, c’est-^-dire y G S x : en effet, on ne peut 
avoir y > x car, S etant un segment, ceci impliquerait x G S. Ceci prouve que 
S = S x . Q.E.D. 

Examinons ensuite comment on peut recoller des relations d’ordre. 

Proposition 1.5.4 Soit (Xi) ieI unefamille d’ ensembles de reunion X et soit R+ 
une relation d’ordre sur X^ On suppose que 

n - n (pour tout i G/,j G /, on a ( Xi c Xj ou Xj C Xi) et Ri = Rj 
1 } \surXiDXj. 

Alors, il existe une unique relation d’ordre R sur X telle que R = Ri sur Xi pour 
tout i G I. Si les Ri sont des relations d’ordre total, R est une relation d’ordre 
total Si les Ri sont des relations de bon ordre, R est une relation de bon ordre si 
on suppose en outre que, pour tout i G I, j G I, Xi est un segment de Xj ou Xj 
est un segment de Xi ; Xi est alors un segment de X. 

Preuve 1 . Soient x et y deux elements de X ; d’apres (1.5.1), il existed G /tel que 
x et y appartiennent tous deux h Xi ; s’il existe une relation d’ordre R verifiant 
les exigences voulues, on a n^cessairement R(x>y) si, et seulement si, Ri(x,y). 
On definit bien ainsi une relation binaire R sur X , car cette definition ne depend 
pas du choix de l’indice i £ I tel que x,y G Xi d’apres l’hypothese (1.5.1). Cette 
hypothese prouve en outre que R est une relation d’ordre (total si les Ri sont des 
relations d’ordre total), car un nombre fini d’elements de X appartiennent & un 
meme Xi. 

2. Supposons que les relations Ri soient des relations de bon ordre et soit A 
une partie non vide de X. Il existe i £ I tel que AnXi ^ 0 ; soit a le plus petit 
element de AnXi dans Xi. Montrons que a est le plus petit 6\6 ment de A dans X. 
Raisonnons par l’absurde : soit x G A tel que x < a (mod. R) ; il existe j G / tel 
que x G Xj et Xi C Xj ; on a alors x < a (mod. Rj ), d’ob x G Xi vu que Xi est 
un segment de Xj ; il en resulte que x < a (mod. Ri) ce qui contredit la definition 
de a. Ceci prouve que R est une relation de bon ordre. Verifions enfin que Xi est 
un segment de X. Soit x G Xi et y G X tel que y < x (mod. R ) ; il existe j G I 
tel que y G Xj et Xi c Xj ; on a y < x (mod. Rj) d’ou y G Xi vu que Xi est un 
segment de Xj , ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Preuve du theoreme 1.5.1 Soit A une partie de X , un majorant m de A est appele 
un majorant strict si m £ A ; on note A l’ensemble des parties de X admettant un 
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majorant strict. D’apres l’axiome de choix, il existe une fonction / : A -» X tel 
que, pour tout A G A, /(A) soit un majorant strict de A. On designe alors par £ 
l’ensemble des couples ( A , R) verifiant 

- (A G ?(X), R est un bon ordre sur A et tout segment S de A, 

' ' ’ (S 7 ^ A y appartient a A et 5 = S x ou x = f{S). 

Precisons que dans les conditions precedentes S est un segment de A pour la rela- 
tion de bon ordre R. ; d’apres le lemme 1.5.3, on sait alors que S est de la forme 
S x ; les conditions (1.5.2) exigent que S G A et que x = /(S'). 

Considerons alors deux elements (A*,#*), i = 1,2, de £. Si x G A*, notons 
S* le segment {y G Ai ; y < x (mod. i?*)} et posons 

(1.5.3) S = {i€A 1 nA 2 ;5* = S% et i?i = R 2 sur .%}. 

1. Montrons que S est un segment de (A*,#*). Soit x G S 9 y G Ai, y < x 
(mod. R\). On a ye S*, d’ou y G S x ; ceci prouve que y G A\ fl A 2 et que 
S * C S£, d’ou Sy = Sy et i?i = i ? 2 sur S^, soit y € S. 

2. Montrons que Ri = i ? 2 sur 5. Soit x,y € S tel que x < y (mod. Ri ), alors 
a: E 5^, d’ou x E c’est-a-dire x < y (mod. i? 2 ). On verifie de meme que x < y 
(mod. i? 2 ) implique x < y (mod. R\). 

3. Montrons que S = A\ ou S = A 2 . Raisonnons par l’absurde, supposons 
S ^ Ai \ d’apres 1 . et (1.5.2), S = S x x avec x = f(S) ; d’apres 2 . on en deduit 
que x E 5, d’ou x e S x ce qui est absurde. 

Soit ((Ai, Ri))i£i l’ensemble de tous les elements de £ ; considerons l’en- 
semble A = |J.. €/ A*. D’apres l.,2.,3. et la proposition 1.5.4, il existe une unique 
relation de bon ordre R sur A telle que R = R t sur A*. 

4. Montrons que (A, R) E £. Soit S un segment de A, S ^ A. D’apres le 
lemme 1.5.3, 5 = S^.. Il existe i G I tel que x E A* ; montrons que S = S x : ceci 
prouvera que 5 est un segment de A* tel que 5 ^ A*, done 5 E A et x = /(S'). 
Soit y E 5, c’est-a-dire y < x (mod. i?), il existe j G I tel que y G Aj et 
Ai C Aj, d’ou y G Ai vu que A* est un segment de Aj et ceci prouve que y G S x , 
d’ou 5 C S x ce qui permet de conclure, l’inclusion opposee etant triviale. 

5. Montrons que A n’admet pas de majorant strict. Sinon A E A, posons alors 
m = /(A) ; sur l’ensemble A! = A U {-m}, on definit une relation de bon ordre 
R! en posant R 1 = R sur A et x < m (mod. Rf) pour tout x G A. Il est alors clair 
que (A', i?/) E £, ce qui est absurde d’apres la definition de A vu que m 0 A. 

6 . L’ ordre i? sur A coincide avec l’ordre induit par l’ordre i?o de X. En effet, 
soit x,y G A tel que y < x (mod. R ), c’est-a-dire y G S x (segment de (A, R)) ; 
d’apres (1.5.2), on a x = f(S x ), d’ou y < x (mod. i?o) d’apr&s la definition de /. 
L’ordre i? etant total, ceci suffit pour conclure. 

7. L’ensemble X etant inductif et A etant totalement ordonne, A est majore ; 

soit m un majorant de A. Montrons que m est un element maximal de X. En effet, 
tout x > m est un majorant strict de A ce qui est absurde d’apr&s 5. ; ceci ach&ve 
la demonstration du lemme de Zorn. Q.E.D. 
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Remarque 1.5.1 Comme le montre le dernier point de la demonstration, on peut 
amdliorer Tenonce du lemme de Zorn : tout ensemble ordonne tel que toute par- 
tie bien ordonn^e soit majoree admet un Element maximal. Dans la pratique on 
n’utilise quel’dnonce 1.5.1. 

Exercice 1.5.2 Theoreme de Krull Soit A un anneau commutatif admettant un dldment unitd et soit 
M l’ensemble des iddaux de A diffdrents de A. Un element maximal de l’ensemble M ordonnd par 
inclusion est appeld un iddal maximal. Montrer que tout iddal different de A est contenu dans un iddal 
maximal. 

Notons ( Z 0 ) 1’enonce que constitue le lemme de Zorn ; nous avons en fait d 6- 
montre que dans la theorie des ensembles ( ZF ), l’axiome de choix ( C ) implique 
( Z 0 ). Nous allons demontrer que ces deux enoncds sont en fait equivalents. Plus 
precisement, notons ( Z e ) r£nonce suivant, appele theoreme de Zermelo. 

(Z e ) Tout ensemble peut etre bien ordonne. 

On a alors le 

Theoreme 1.5.5 Dans la theorie des ensembles {ZF), les enonces ( C ), ( Z 0 ) et 
( Z e ) sont equivalents. 

Preuve Comme indique ci-dessus, nous savons d£ja que ( C ) => {Z 0 ). II est d’autre 
part facile de verifier que (Z e ) => (C) : en effet, considerons une application 
/ : X -» y(Y) — {0} ; munissons Y d’une relation de bon ordre et posons 
g{x) = min f(x) ; on obtient ainsi une fonction de choix associee a /. 

II s’agit done de demontrer que {Z Q ) => ( Z e ). A cet effet, considdrons l’en- 
semble £ des couples (A, R) ou A E 7{X) et R est une relation de bon ordre sur 
A. Cet ensemble £ est non vide vu que (0, 0) € £. On ddfinit une relation d’ordre 
sur £ en notant (A, R) < ( B , S) la relation 
(1.5.4) A c B, R = S sur A et A est un segment de B. 

II est clair qu’on ddfinit ainsi une relation d’ordre sur £. 

1. Montrons que £ est inductif. Soit ((A*, Ri))izi une famille totalement or- 
donnee de £ ; la proposition 1.5.4 montre que, sur A = \J ieI A it il existe une 
unique relation de bon ordre R. telle que R = R+ sur Ai ; on obtient ainsi un 
majorant (A, R) de la famille, car Ai est un segment de A toujours d’apres la 
proposition 1.5.4. Ceci prouve que £ est inductif. 

2. Considdrons alors un element maximal (A,R) de £. On a necessairement 

A = X, ce qui prouve ( Z e ) : en effet, si A ± X soit a G X — A ; on construit une 
relation de bon ordre R! sur A' = A U {a} en posant R f = R sur A et x < a pour 
tout x e A ; A est un segment de A! d’ou (A, R.) < (A', i?'), ce qui contredit le 
fait que (A, i?) est un Element maximal. Q.E.D. 

Exercice 1.5.3 On dit que deux ensembles ordonnds X et Y sont isomorphes s’il existe une bijection 
/ : X -> Y, croissante ainsi que la bijection rdciproque, e’est-^-dire telle que 

Vz € X, Vy e y, x < y <=> f(x) < f(y). 

1. Soit X un ensemble ordonnd ; pour tout x E X, on pose T x = {y E X\y < x} et on 
note Y C *P(X) 1’ensemble L’ensemble Y etant ordonnd par inclusion, montrer que 

l’application x T x est un isomorphisme de X sur Y. 
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2. En dEduire que, dans la thEorie des ensembles ( ZF ), le lemme de Zorn est Equivalent k 
(M\ / P our tout ensem bl e X, tout ensemble X de parties de X ordonnE par inclusion 

' ' \qui est inductif admet un ElEment maximal. 

Exercice 1.5.4 Lemme de Hikey Soit X un ensemble non vide de parties d’un ensemble X vErifiant 
la propriEtE suivante : 

une partie A de X appartient a X si, et seulement si, toute partie finie de A appartient k X. 

Montrer que 1’ensemble X ordonnE par inclusion admet un ElEment maximal [utiliser le lemme de 
Zorn]. 

Exercice 1.5.5 Dans la thEorie des ensembles (ZF), montrer que le lemme de Tukey (exercice 
prEcEdent) implique l’axiome de choix en procEdant de la fa?on suivante. 

Soient X, Y des ensembles et f : X —> ^(Y) — {0} une application. On considEre l'ensemble 
X des parties F C y(X xY) vErifiant la propriEtE 

{ il existe A € 0>(X) tel que T soit le graphe d’une application g : A Y telle 
que g(x) € f(x) pour tout x e A. 

L’ensemble X Etant ordonnE par inclusion, montrer que tout ElEment maximal de X est le graphe 
d’une fonction de choix associEe k f et conclure avec le lemme de Tukey. 


1 .6 Applications aux espaces vectoriels 

Nous considerons dans ce paragraphe des espaces vectoriels sur un corps K sur 
lequel aucune hypothese particuliere n’est necessaire pour ce qui va suivre. Les 
proprietes elementaires des espaces vectoriels sont supposees connues. 

Si (x.i)i£i est une famille finie d’elements d’un espace vectoriel E , la somme 
des elements de cette famille est notee ^2 ieI Xi. On convient que x % = 0 
afin d’ avoir la formule Ylieh Xi + Xi = ^iehuh Xi ^ ue et sont 
des ensembles finis disjoints. 

Si est une famille finie d’un espace vectoriel E et si (Xi)iei est une 

famille de scalaires (A* € K), 1’ element de E x = A iXi est appele une 

combinaison lineaire (finie) de la famille ( x.i) ie i . 

Si M est une partie de E, l’ensemble de toutes les combinaisons lineaires 
d’elements de M, c*est-a-dire l’ensemble des Kx-i ou I est fini, A^ G K et 
x^ € My est un sous-espace vectoriel F de E contenant M ; il est clair que F est le 
plus petit (pour l’inclusion) sous-espace vectoriel contenant M ; on l’appelle pour 
cette raison le sous-espace vectoriel engendre par M et on dit que M engendre F. 

On dit qu’une partie L d’un espace vectoriel est une partie fibre si, pour toute 
famille finie {xi) i£ i d’elements distincts de L et toute famille de scalaires (A i)i£/> 
la relation ]T\ €/ A ^ = 0 implique A.j = 0 pour tout i e I. On dit que les elements 
d’une partie fibre sont lineairement independants. 

Une partie L d’un espace vectoriel, qui n’est pas une partie fibre, est dite liee ; 
ceci signifie qu’il existe une famille finie (xi) ie j d’elements distincts de L et 
une famille (A*).; e / de scalaires non tous nuls (ceci implique / ^ 0) tels que 
^ i x i — 0 ^ une te ^ e elation est appelee une relation de liaison et on dit que 
les elements de la famille ( sont lineairement dependants. 
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Nous pouvons poser la definition suivante. 

Definition 1.6.1 On appelle base d’un espace vectoriel E toute partie libre qui 
engendre E. 

Si B est une base de E, tout element x de E s’ecrit comme une combinaison 
lineaire d’elements de B ; cette ecriture est unique au sens suivant : soit (#*)*£/ 
la famille de tous les elements de B , il existe alors une partie finie et une seule J 
de I et une famille de scalaires et une seule (Aj)<€ j tous differents de 0 tels que 
x = Ylizj A % x i . La verification de cette propriete est immediate, une base etant 
une partie libre. 

Nous nous proposons de demontrer que tout espace vectoriel non reduit a 0 
admet une base. Plus precis^ment, on a le 

Theoreme 1.6.1 Soient E un espace vectoriel non reduit a 0 et L une partie libre 
de E. Alors , il existe une base de E qui contient L. 

Ce theoreme resulte tr&s facilement du lemme de Zorn, compte tenu de la pro- 
position suivante. 

Proposition 1.6.2 Soient E un espace vectoriel ' £ V ensemble des parties lib res 
de E ordonne par inclusion et soit B une partie de E. Les proprietes suivantes 
sont equivalentes 

1. B est une base de E. 

2. B est une partie libre maximale , c’est-a-dire un element maximal de £. 

Preuve Soit B une base de E, alors B est une partie libre de E et, pour tout 
x G E — By B U {a;} n’est pas une partie libre ; il en resulte que B est une partie 
libre maximale. 

Reciproquement, soit B une partie libre maximale ; montrons que B engendre 
E. Soit x G E — B y alors B U {x} n’est pas une partie libre ; il existe done une 
famille finie (xi)i^i d’elements distincts de B y une famille de scalaires (A*)^/ 
et un scalaire A tels que Xx + J2iei ^ iXi = 0 » de plus, on peut supposer que A 
et les A* ne sont pas tous nuls. Il en resulte que A n’est pas nul (sinon on aurait 
une relation de liaison dans B) et on en d£duit que x = — A -1 A *#*, ce qui 

prouve le resultat desire. Q.E.D. 

Preuve du theoreme 1.6.1 Montrons que l’ensemble £ des parties fibres de E 
ordonne par inclusion est inductif : la proposition qui precede et le corollaire 
1.5.2 permettent de conclure. Notons d’abord que £ est non vide car, pour tout 
x G E — {0}, la partie {#} est une partie fibre de E. Considerons une famille 
(L Q )a<EA totalement ordonnee de parties fibres, posons L = \J aeA L a et mon- 
trons que L est une partie fibre ; ceci prouvera que L est un majorant de la famille 
(L a ) aeA . Supposons qu’il existe une relation de liaison dans L, e’est k dire une 
famille finie ( Xi) ie j d’elements distincts de L et une famille (A*)^/ de scalaires 
non tous nuls tels que Yliei = 0. Or I etant fini et la famille {L a ) aeA etant 
totalement ordonnee par inclusion, il existe a G A tel que Xi e L a pour tout 
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i G I ; il en resulte que la relation A iXi = 0 est une relation de liaison dans 
L a , ce qui est absurde vu que c’est une partie libre. Q.E.D. 

Remarque 1.6.1 Soit E un espace vectoriel non reduit a 0, alors toute partie M de 
E qui engendre E contient une base de E. Grace a des raisonnements analogues 
a ceux qui precedent, on verifie en effet que l’ensemble £' des parties libres de E 
contenues dans M est inductif et que tout element maximal de £' est une base de 
E. 

Donnons une application du theor&me 1.6.1 concernant la notion de supple- 
mentaire. Etant donne un espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels E\ et 
E 2 de E , on dit que E est somme directe de E\ et E 2 , et on ecrit E = Ei 0 E 2 si 
tout x s’ecrit d’une maniere et d’une seule sous la forme 

(1.6.1) x = X\ + x 2i ou Xi G Ei. 

On dit alors que E\ et E 2 sont des supplementaires algebriques. On notera que 
cette definition est equivalente a la suivante : E\C\ E 2 = {0} et E\ U E 2 en- 
gendre E. L’unicite de la decomposition (1.6.1) permet de definir des applications 
Pi : E Ei , (i = 1,2), telles que p-i(x) = Xi ; il est clair que Pi est une ap- 
plication lineaire surjective ; on l’appelle le projecteur de E sur Ei associe a la 
decomposition de E en somme directe ^ = ^0 E 2 . 

Nous allons prouver la 

Proposition 1.6.3 Dans un espace vectoriel E, tout sous-espace vectoriel E\ de 
E admet un supplementaire algebrique. 

Preuve On peut supposer E\ ^ {0}, vu que E est un supplementaire du sous- 
espace vectoriel {0}. D’apres le theoreme 1.6.1, l’espace vectoriel E\ admet une 
base B\ qui constitue une partie libre de E ; d’apres le theoreme 1.6.1, il existe 
done une base B de E telle que B D B\. Si B = Si, alors E = E\ et le sous- 
espace vectoriel {0} est un supplementaire de E\. Si B ^ B\ 9 posons 
B 2 = B - Bi et soit E 2 le sous-espace vectoriel engendre par B 2 . Il est clair 
que E 2 est un supplementaire de E \ . Q.E.D. 



C - Ensembles infinis 


1 .7 L’axiome de I’infini 

Pour construire l’ensemble des entiers naturels, il est necessaire d’introduire un 
nouvel axiome dans la theorie des ensembles, appele axiome de l’infini qui s’enonce 
de la fagon suivante. 

(7 rp\ / II existe un ensemble A tel que 0 G A et 

[ 6) j(vx)(X g A => X U {X} G A). 

Si X est un element de A> X 1 = X U {X} est un element de A appele le 
successeur de X ; on notera que X G X f et X C X' : X est h la fois un element 
et une partie de X f . Notons egalement que l’ensemble A admet pour elements 0, 
0' = 0 u {0} = {0}, {0}' = {0} U {{0}} = {0, {0}}, etc. 

L’axiome de l’infini permet de definir l’ensemble des entiers naturels. 

Theoreme 1.7.1 II existe un ensemble et un seul N tel que 

1. 0 G N. 

2. (VX)(X gN^IU {X} G N). 

3. Tout ensemble verifiant 1. et 2. contient N. 

Preuve D’apres l’axiome de l’infini, il existe un ensemble A verifiant les condi- 
tions 1. et 2. Considerons alors l’ensemble ® des parties B de A verifiant 1. et 2. ; 
posons N = CIbg'B Cet ensemble possede manifestement les proprietes 1. et 
2. ; de plus, si Y est un ensemble verifiant l.et 2., alors Y DA verifie 1. et 2., d’ou 
Y C\A G $ etpar consequent N C Y fl A ce qui prouve que Nc7: l’ensemble N 
possede done la propriete 3. Quant a la propriete d’unicite, elle resulte evidemment 
de 3. Q.E.D. 

Les elements de N sont appeles des entiers naturels et N s’appelle l’ensemble 
des entiers naturels. On utilise les notations 0 = 0, {0} = 1, etc ; si n est un entier 
naturel, le successeur n' de n est note n + 1. 

La definition de N implique immediatement la 
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Proposition 1.7.2 Principe de demonstration par recurrence Soit R(n) une re- 
lation telle que R(0) et (Vn G N)(R(n) => R(n + 1)), alors (Vn G N )R(n). 
Preuve Posons A = {n G N ; i?.(n)} ; les hypotheses signifient que A verifie les 
proprietes 1 . et 2. du theoreme 1.7.1, done contient N et par consequent A = N. 

Q.E.D. 

Ce principe de demonstration est a la base d’un tres grand nombre de demonstra- 
tions en arithmetique ; dans la pratique, on demontre d’abord i?(0), puis R(n + 1) 
en supposant R(n) vrai (hypothese de recurrence). En particulier, on peut faire un 
expose systematique des proprietes elementaires de 1* ensemble des entiers natu- 
rels ; on peut par exemple demontrer que la relation (m Gnoum = n) est une 
relation de bon ordre sur N, bien entendu il s’agit de la relation d’ordre usuelle ! 

Un ensemble X est dit fini s’il existe un entier n G Net une bijection de X 
sur l’intervalle ]0, n] ; cet entier n, qui est unique, est appele le cardinal de X : on 
ecrit Card X = n. Par exemple, Card X = 0 signifie X = 0. Les proprietes des 
ensembles finis s’etablissent aisement en utilisant le principe de demonstration 
par recurrence ; nous ne reviendrons pas sur ces questions, que nous supposons 
acquises. 


1 .8 Ensembles equipotents 

Comme nous venons de le dire l’etude des ensembles finis est elementaire. La 
situation est bien differente quand on etudie des ensembles infinis ; certains theo- 
remes de base sont difficiles a obtenir et leurs demonstrations necessitent parfois 
le lemme de Zorn. 

Etant donne deux ensembles X et Y , nous dirons que X est equipotent a Y 
s’il existe une bijection de X sur Y. Cette relation sera notee 

(1.8.1) Card X = Card Y. 

La relation «X est equipotent a Y» etant evidemment une relation d’equivalence 
dans la collection de tous les ensembles, on a les proprietes 

Card X = Card X , 

(Card X = Card Y et Card Y = Card Z) => (Card X = Card Z), 

(Card X = Card Y) & (Card Y = Card X). 

La relation «il existe une injection de X dans Y » sera notee 

(1.8.2) Card X < Card Y ou Card Y > Card X. 

Remarque 1.8.1 Lorsque X est un ensemble fini, nous avons defini le terme 
Card X ; les definitions qui ont ete donnees sont conformes a (1.8.1) et (1.8.2). 
Lorsque X est un ensemble infini, nous ne definirons pas le cardinal de X en tant 
qu ’ensemble bien que ce soit possible (modulo un axiome supplementaire) ; pour 
la suite cela ne nous serait d’aucune utilite. Nous ne nous interesserons qu’aux 
deux seules relations (1.8.1) et (1.8.2) et on ne cherchera pas a donner une signifi- 
cation aux termes Card X et Card Y pris isolement. 
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Nous allons donner les propriety essentielles de la relation (1.8.2) ; montrons 
que cette relation jouit de toutes les propriety d’une relation d’ordre total. En 
considerant l’application identique de X , on constate que Card X < Card X ; la 
composee de deux injections etant une injection, on a evidemment 

(Card X < Card Y et Card Y < Card Z) => (Card X < Card Z). 

Pour demontrer l’antisymetrie, c’est-a-dire 

(Card X < Card Y et Card Y < Card X) => (Card X = Card Y), 
nous utiliserons le lemme suivant 

Lemme 1.8.1 Soit X un ensemble ordonne tel que toute partie non vide admette 
une borne inferieure. Soit f : X — > X une application telle que 

1. il existe x £ X tel que f(x) < x, 

2. f est croissante, c’est-a-dire 

(Va G X){My £ X)(x <y=> f(x) < f(y)). 

Alors, f admet un point fixe : il existe a £ X tel que f(a) = a. 

Preuve L’ ensemble A = {x £ X ; f(x) < x} est non vide d’apres 1., done A 
admet une borne inferieure a. Pour tout x £ A, on a done a < x d’ou 
f{o) < f(x) < x d’apres 2. et la definition de A ; il en rdsulte que f(a) < a. On 
en deduit /(/(a)) < f{a) d’apres 2. et par suite f(a) £ A , d’ou a < f(a). Ceci 
prouve que f(a) = a. Q.E.D. 

Theoreme 1.8.2 Bernstein Soient X etY deux ensembles . S’il existe une injec- 
tion f de X dans Y et une injection g deY dans X , alors il existe une bijection 
de X sur Y. 

Preuve Nous allons demontrer qu’il existe une partie A de X telle que, en posant 
B = f(A ), on ait g(Y — B) = X — A : ceci permet de construire une bijection de 
X sur Y et demontre le theoreme. Or la condition precedente s’ecrit F(A) = A 
oh F : y(X) -» 1P( X ) est l’application 

A\-> X — g(Y — f(A)). 

On peut alors appliquer le lemme 1.8.1 en prenant pour ensemble X l’ensemble 
T(X) ordonne par inclusion et pour application / l’application F qui est effective- 
ment croissante ; l’hypothese 1 . est veriftee car 7{X) admet un plus grand dldment. 

Q.E.D. 

Exercice 1.8.1 Void une autre demonstration du theoreme de Bernstein. On peut se ramener a la 
situation suivante : X est un ensemble, Y est une partie de X et f : X — > Y une injection. On pose 
A — Y — f(X) et B = Un=o f n (A) oil f°(A) = A et f n + l (A) = f(f n (A)) pour n > 0. 
Montrer que 1* application g : X -> Y definie par 

g(x) = x si x £ B et g(x) = f(x) si x £ X — B 

est une bijection [noter que B = A U f(B)] et conclure. 

Le theoreme de Bernstein est non seulement un r&ultat th^orique important, 
mais egalement un outil extremement utile pour ddmontrer que deux ensembles 
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sont equipotents ; dans la pratique, il est evidemment plus facile de construire des 
injections que des bijections : nous en verrons des exemples ulterieurement. Dans 
le meme ordre d’idees, voici un resultat utile. 

Proposition 1 . 8.3 Soient X etY deux ensembles non vides. Les proprietes sui- 
vantes sont equivalentes. 

L II existe une injection de X dans Y. 

2. II existe une surjection de Y sur X. 

Preuve Montrons que 1 . implique 2. Soit / une injection de X dans Y ; cette ap- 
plication est une bijection de X sur f(X) ; notons g : f(X) — > X la bijection 
reciproque ; on construit alors une surjection h de Y sur X en choisissant un ele- 
ment a de X et en posant h(y) = g(y) si y G f{X) et h(y) = a si y G Y — f(X). 

Reciproquement, soit / :Y — » X une surjection de Y sur X. Pour tout x G X, 
P ensemble f~ 1 {{x}) est non vide. D’apres l’axiome de choix, il existe done une 
application g : X Y telle que g(x) G / -1 ({#}), pour tout x G X ; cette 
application est injective vu que f~ 1 ({x}) et f~ 1 ({x / }) sont disjoints si x et x ' 
sont deux elements distincts de X. Q.E.D. 

Montrons enfin que la relation (1.8.2) est une relation d’ordre total. 

Theoreme 1 . 8.4 Etant donne deux ensembles X et Y, il existe soit une injection 
de X dans Y, soit une injection de Y dans X. 

Preuve Considerons P ensemble £ des triplets ( A , J3, /) ou A est une partie de X , 
B une partie de Y et / une bijection de A sur B . Munissons cet ensemble £ de la 
relation d’ordre suivante : soient (A, B , /) et (A* , B\ f) deux elements de £ ; la 
relation ( A , B , /) < (A\ B /') signifiera par definition que A C A\ B C B' et 
/' prolonge /. Cette relation est bien une relation d’ordre sur £ ; montrons que £ 
est inductif. Notons d’abord que £ est non vide vu que (0, 0, 0) G £. En outre, soit 
(( A iy Bi,fi)) ie i une famille totalement ordonnee de £ ; posons A = \J ieI Ai , 
B = |J iG/ Bi et definissons une bijection de A sur B de la fa^on suivante. Pour 
tout x e A, il existe i G I tel que x G A iy posons alors f(x) = fi(x). On delink 
bien ainsi une application de A dans B ; en effet, fi(x) est independant du choix 
de l’indice i G I verifiant x G : si x G Ai fi Aj y on a ou bien Ai C Aj , ou bien 
Aj C Ai et, vu la definition de la relation d’ordre, on a done /*(#) = fj(x). On 
verifie aisement que / est une bijection ; on obtient ainsi un majorant de la famille 
(( A. iy B iy fi )) i€l . Ceci prouve que £ est inductif. D’apres le lemme de Zorn, £ 
admet un element maximal, soit ( A , B y /). 

Montrons que A = X ou B = Y. Raisonnons par l’absurde ; supposons 
A ^ X et B ± Y. Alors, il existe a G A - X ztb G Y — B \ conside- 
rons le triplet (A U {a} y B U {b} y g) ou g\A = f et g(a) = b ; il est clair que 
g : A U {a} Bu{b} est une bijection et que le triplet construit est un majorant 
strict de l’element maximal, ce qui est absurde. 

Nous avons done A = X ou B = Y. Si A = X, f delink une injection de X 
dans Y ; si B = Y, f~ l ddfinit une injection de Y dans X. Q.E.D. 

Indiquons un dernier resultat dans la thdorie des cardinaux. 
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Theoreme 1.8.5 Cantor Pour tout ensemble X , on a 

Card 7{X) > CardX. 

Preuve L’application x i-»> {x} de X dans T(X) etant une injection, on a 
Card X < Card ^(X). Supposons qu’il existe une surjection / de X sur (P(X). 
Posons A = {x e X ; x £ f(x)} ; d’apres la surjectivity de /, il existe a G X tel 
que A = /(a). On a alors, soit a G A, soit a £ A. Si a G A, on a done a 0 /(a), 
e’est-a-dire a ^ A ce qui est contradictoire. Si a £ A, on a done a € /(a), e’est- 
a-dire a € A ce qui est egalement contradictoire. Ceci prouve qu’il n’existe pas de 
surjection de X sur T(X) ; le theoreme est done demontry. Q.E.D. 

Lorsque X est fini, 3>(X) est fini et, si Card X = n, on a Card ?(X) = 2 n ; 
le theoryme de Cantor signifie done dans ce cas particulier que 2 n > n pour tout 
entier n. 

Remarque 1.8.2 L’ ensemble ?(X) est yquipotent h l’ensemble de toutes les ap- 
plications de X dans {0,1} : on etablit en effet une bijection entre ?(X) et 
J(X; {0, 1}) en associant a toute partie A la fonction, dite fonction caracteristique 
de A 9 Ua : X ->> {0, 1} dyfinie par 

a = 1 et 1| x-a = 0. 

Exercice 1.8.2 Soit X un ensemble, montrer qu’il existe une partie A C X tel que A 0 X [raison- 
ner par l’absurde et utiliser le theor&me de Cantor]. 

Exercice 1.8.3 Montrer qu’il n’existe pas d’ensemble X tel que tout ensemble X soit Yquipotent a 
un ensemble A e X (cette propriYtY signifie que la collection des cardinaux n’est pas un ensemble) 
[raisonner par l’absurde et considYrer l’ensemble X = LUex ^1- 


1 .9 Ensembles infinis 

On dit qu’un ensemble est infini s’il n’est pas fini. II existe effectivement des en- 
sembles infinis grace a l’axiome de 1’ infini : I’ ensemble N est en effet infini (si N 
etait fini, soit Card N = n, 1’ inclusion [0,n] C N conduirait h. n + 1 < n !). 

Voici une caractdrisation tres simple des ensembles infinis. 

Proposition 1.9.1 Un ensemble X est infini si, et seulement si, il existe une injec- 
tion de N dans X, soit Card N < Card X. 

Preuve 1. Montrons que X est infini si CardN < CardX. En effet, N ytant 
yquipotent a une partie de X, si X ytait un ensemble fini, N serait un ensemble 
fini. 

2. Reciproquement, supposons X infini. D’aprys l’axiome de choix, il existe 
une fonction / : T(X) - {0} ->• X telle que f(A) G A pour tout A C X, 
A ^ 0. L’ensemble X etant infini, il est non vide : soit ao un element de X ; 
posons Ao = {ao} et 

a n = /(X - An- 1 ), A n = An- 1 U {a n } pour n > 1. 
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Un raisonnement par recurrence montre que les ensembles A n sont finis et que les 
a n sont bien definis. On construit ainsi une application n 1-4 a n de N dans X qui 
est evidemment une injection. Q.E.D. 

Le cardinal de N est done le plus petit cardinal infini. Un ensemble X est dit 
ddnombrable si Card X < Card N. Si Card X < Card N, X est fini d’aprds ce 
qui precede, sinon Card X = Card N, auquel cas on dit que X est un ensemble 
infini ddnombrable. 

Exercice 1.9.1 Montrer qu’ un ensemble X est infini si, et seulement si, X est dquipotent h une partie 
de X distincte de X [condition ndeessaire : si D = U5?Lo{ an } est une ddnombrable de X, 
construire une bijection de X sur X — {ao} ; condition suffisante : si / : X — » A est une bijection 
ou A G P(X), A ± X , et si ao e X - A , utiliser la suite a n +i = f(a n ), n > 0]. 

Exercice 1.9.2 Montrer qu’un ensemble X est infini si, et seulement si, pour toute application 
/ : X — > X, il existe une partie A de X non vide et diffdrente de X telle que f(A) C A 
[condition ndeessaire : soit ao £ X, on pose a n +i = f(a n ) pour n > 0, montrer que l'ensemble 
A = Un=i { a ra} P oss &de les propridtds voulues ; condition suffisante : si X est fini, construire une 
application / : X -> X telle que f(A) (Ji A pour tout A € y(X), A^toetA^ X]. 

Les ensembles denombrables sont importants en analyse ; en voici les proprie- 
tes essentielles. 

Proposition 1.9.2 Pour tout entier n > 1, N n est equipotent a N. 

Preuve II suffit de verifier que N 2 est equipotent a N, on raisonne ensuite par 
recurrence. En eftet, Tapplication /(p, q) = (p + </)(p + ^ + l)/2 + g, (p,q) £ N 2 , 
est une bijection de N 2 sur N. Q.E.D. 

Exercice 1.9.3 Montrer que Q est infini ddnombrable. 

D’autres proprietes des ensembles denombrables se ddduiront des lemmes sui- 
vants. 

Lemme 1.9.3 Soient ( X.i) iG j et (Yi) ie i deux families d'ensembles telles que 
Card Xi < Card Yi pour tout i G I. Alors 

Card ]^[ Xi < Card J^Yi- 
iel i£l 

Preuve II existe des injections fa : Xi — > Y t ; 1’ application 

(fa(Xi))i£l 

est alors une injection de n^/ ^ ^ ans TUei Q.E.D. 

Lemme 1.9.4 Soient X un ensemble et ( Xi) ieI une famille d’ensembles telles 
que Card I < Card X et Card Xi < Card X pour tout iel. Alors 

Card IJX; < Card {X x X). 

i€l 

Preuve II existe des surjections /i : X X { ; considdrons l’application 
/ : I x X -> \J i€l Xi ddfinie par f(i, x) = f t (x) ; cette application est sur- 
jective, d’ou Card (J i6/ Xi < Card (/ x X) et on conclut avec le lemme 1.9.3. 

Q.E.D. 

Compte tenu de la proposition 1 .9.2, on en ddduit les propositions suivantes. 
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Proposition 1.9.5 Le produitd’une famille finie d’ensembles denombrables est un 
ensemble denombrable. 

Proposition 1.9.6 La reunion d’une famille denombrable d’ensembles denom- 
brables est un ensemble denombrable. 

Le theor&me de Cantor 1.8.5 montre que le cardinal de 1P(N) est strictement sup£- 
rieur au cardinal de N. D’un ensemble equipotent a ^(N), nous dirons qu’il a la 
puissance du continu. 

Proposition 1.9.7 Le produit d’une famille denombrable non vide d’ensembles 
ayant la puissance du continu est un ensemble ayant la puissance du continu . 

Preuve Soit ( Xi) ie j une telle famille ; les ensembles Xi sont equipotents a ?(N) 
et on peut supposer I equipotent a N. L’ensemble Yl i£ jXi est done equipotent 
h 9 r (N;?(N)). Etant donne que 3>(N) est equipotent a ^(N; {0, 1}) d’apres la 
remarque 1.8.2, il s’agit de montrer que 7(N; 7(N; {0, 1})) a la puissance du 
continu. Or, on etablit une bijection entre cet ensemble et l’ensemble J(N 2 ; {0, 1}) 
en associant & toute fonction f : n f n de N dans 5F(N; {0, 1}) l’application 
(n,p) f n (p) de N 2 dans {0, 1}. On conclut avec la proposition 1.9.2. Q.E.D. 
Compte tenu du lemme 1 .9.4, on en deduit la 

Proposition 1.9.8 La reunion d’une famille ayant la puissance du continu d’en- 
sembles ayant la puissance du continu est un ensemble ayant la puissance du 
continu. 

Remarque 1.9.1 Hypothese du continu On peut se demander s’il existe des en- 
sembles X tels que Card N < Card X < Card T(N). L’hypothese du continu 
consiste h affirmer qu’il n’existe pas de tel ensemble, autrement dit que tout en- 
semble infini non denombrable a au moins la puissance du continu. Depuis les 
travaux de K. Godel (1938) et P. Cohen (1963), on sait que l’hypothese du continu 
est indecidable : il ne peut exister de demonstration de cette relation, ni de sa ne- 
gation dans la theorie des ensembles ( ZF ). On peut done adjoindre l’hypothese 
du continu ou sa negation aux axiomes de la theorie des ensembles, si la theorie 
des ensembles est non contradictoire, la theorie obtenue ne Test pas non plus. 

On peut se demander ce que deviennent les propositions 1.9.2 et 1.9.7 pour des 
ensembles infinis quelconques ; dans cette direction nous avons le resultat suivant. 

Theoreme 1.9.9 Soit X un ensemble infini , alors 

Card X = Card {X x X). 

Preuve II est clair que Card X < Card (X x X). Pour verifier Pinegalite opposee, 
nous utiliserons le lemme de Zorn. Soit D un ensemble infini denombrable contenu 
dans X (proposition 1.9.1) et soit £ l’ensemble des couples ( A , f)oi\Ae ?(X), 
D c A et / est une bijection de A sur A x A. Cet ensemble est non vide d’apres 
la proposition 1.9.2. Notons ( A , /) < (A', /') la relation (A c A' et /' \ A = /) ; 
il est clair qu’il s’agit d’une relation d’ordre sur £. 



1.9 ENSEMBLES INFINIS 39 


1. Montrons que £ est inductif. Soit ((A*,/*))^/ une famille totalement or- 
donnee de £. Posons A = \J i£l Ai et f(x) = fi(x) si x e Ai ; on definit bien 
ainsi une application de A dans A x A car fi(x) ne depend pas du choix de l’indice 
i € I tel que x G Ai ; on verifie de suite que / : A — >• A x A est une bijection. 
On construit ainsi un majorant (A, /) G £ de la famille donnee et ceci prouve que 
£ est inductif. 

2. Soit (A,/) un element maximal de £, nous allons verifier que 
Card A = CardX (ceci prouvera le theoreme). Raisonnons par l’absurde, sup- 
posons Card A < Card X. On a alors Card A < Card (X - A) : en effet, si on 
avait Card (X - A) < Card A, on aurait 

Card A < Card X = Card (A U (X - A)) < Card (A x A), 
ce qui est absurde vu que (A,/) € £. Ceci montre qu’il existe une partie 
B C X — A telle que Card A = Card B. On peut alors ecrire 
(Au5)x(Au5) = (AxA)uC 
ou 

C = (A x B) U (B x A) U (B x B) 

est equipotent a B d’apres le lemme 1.9.4 ; soit g une bijection de B sur C ; 
P application h : AuB (AuB) x (AUJ3) definie par H\a = /, h\s = g (A e t 

B sont disjoints) est une bijection car A x A et C sont disjoints. II en resulte que 
(A, /) < (A U /i) ce qui est absurde. Q.E.D. 

Exercice 1.9.4 Soient X un ensemble infini, A et B deux parties de X telles que X = A U B et 
Card B < Card A , montrer que Card A = Card X. 

Exercice 1.9.5 Soient X un ensemble infini, ^ n (^) l’ensemble des parties delan dements 
in > 1) et y(X) 1’ensemble des parties finies de X. Montrer que 

Card 'J(X) = Card f J n (X) = Card X. 

Pour illustrer les resultats precedents, nous allons montrer comment on peut 
definir la dimension d’un espace vectoriel. 

Proposition 1.9.10 Soit E un espace vectoriel sur un corps K et soient B\ f B 2 
deux bases de E, alors Card B 1 = Card B 2 ; ce cardinal est appele la dimension 
de E et se note dim^E. 

Preuve Pour tout x e E, il existe une partie finie B 2 {x) de B 2 telle que x s’ecrive 
comme une combinaison lineaire d’elements de B 2 (x). 

1. Montrons que B 2 = UsgBi -® 2 ( x ). Raisonnons par l’absurde ; supposons 
qu’il existe y € B 2 tel que tout x e B\ s’ecrive comme une combinaison lineaire 
finie d’elements de B 2 - {y} ; alors, Bi engendrant E , J5 2 - {i/} engendrerait E 
et ceci est absurde. 

2. Si Bi est fini, il en resulte que B 2 est fini et on sait alors que 

Card B\ = Card Si B\ est infini, on a d’apres le lemme 1.9.4 et le theoreme 
1.9.9, Card B 2 < Card ( Bi x B{) = Card ; etant donne que B 2 est infini 
(sinon B\ serait fini d’apres ce qui precede), on a egalement Card B\ < Card 5 2 , 
d’ou le resultat voulu. Q.E.D. 
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1.10 Exercices du chapitre 1 .A 

EXERCICE 1.1.1 

1. D&nontrons l’inclusion A C f~ 1 (f(A)). Soit x e A, il s’agit de verifier que 
x G f~ 1 (f(A)) ; or x appartient a A , done son image f(x) par / appartient k l’image 
f(A) de A et ceci signifie pr6cis£ment que x appartient k f~ 1 (f(A)) i ce qui prouve le 
r&ultat voulu. 

2. Wrifions de meme l’inclusion f(f~ 1 (B)) C B. Soit y G /(/ _1 (B)), il s’agit de 
verifier que y G B. Il existe x G / _1 (B) tel que y = f(x) ; dire que x appartient a 
/ -1 (B) signifie que f(x) appartient k B et ceci prouve que y = f(x) G B. 

EXERCICE 1.2.2 

1. Supposons / injective et soit A G 1P( X ). D’apr&s l’exercice 1.2.1, on sait que 
A C f~ 1 (f(A)). Montrons que / _1 (/(A)) c A. Soit x G f~ 1 (f(A)) 9 e’est-^-dire 
f(x) G f(A ), il existe done y G A tel que f(x) = f(y) ; d’aprfcs l’injectivit^ de /, on a 
n6cessairement x = y, d’oii x G A et ceci prouve le rdsultat voulu. 

Rdciproquement, supposons, que pour tout A G X ), A = f~ 1 (f(A)) et montrons 

que / est injective. Soient x,y G X tels que f(x) = /(y). Prenons A = {re}, puis 
A = {2/} i on obtient 

{x} = r x (f ({*})) «{y} = r 1 (H{y})) 

ok f({x}) = {f(x)} = {/(y)} = /({y}), d’ofi {a:} = {y}, e’est-^-dire x = y et / est 
done injective. 

2. Supposons / surjective et soit B G ?(y). D’apr&s l’exercice 1.2.1, on a 
/(/ _1 (B)) C B. Montrons l’inclusion oppos^e B C /(/ -1 (B)). Soity G B, /6tant sur- 
jective il existe x G X telquey = f(x) ; alors a; G f~ 1 (B) y &oky = f(x) G /(/ -1 (B)) 
et le r6sultat voulu. 

Rdciproquement, supposons que, pour tout B G ?(y), /(/ _1 (B)) = B ; soit y €Y, 
prenons B = {y}, alors /(/ -1 ({y})) = {y} et ceci prouve que f~ 1 ({y}) est non vide, 
done / est surjective. 

EXERCICE 1.2.3 

1. Supposons / injective et soit A G ?(X), alors f~ 1 (f(A)) = A (exercice 1.2.2) , d’oii 
y(B) = A en posant B = f(A), ce qui prouve que g est surjective. 
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Redproquement, supposons g surjective et soient x>y G X tels que f(x) = f(y). II 
existe B G P( Y ) tel que g(B) = {re}, soit / _1 (B) = {re} ; on a alors f(y) = f(x) G B , 
d’ou y G f~ l (B) = {re} et par consequent x = y, ce qui prouve que / est injective. 

2. Supposons / surjective et soient A,B G ?(Y) tels que p(A) = p(B), e’est-a-dire 
/ -1 04) = / _1 (B). D’apres l’exercice 1.2.2, on a A = /(/ _1 (A)) et B = f(f~ 1 (B)) et 
par consequent A = B, done g est injective. 

Redproquement, supposons g injective ; posons B = f(X ), alors 
x = r l (Y) = r l (B) ) 

soit g(Y) = g(B) t d’ou Y = B d’apr£s l’injectivite de g et ceci signifie que / est surjec- 
tive. 

EXERCICE 1.2.4 

1. Soit z e Z y d’aprds la surjectivite de h il existe x G X tel que 2 = h(x ), d’oii z = g(y) 
ou y = /( rc), ce qui prouve la surjectivite de g. 

2. Soient r v,y e X tels que /( x) = f{y), d’ou h(x) = h(y) ; si h est injective, on en 
deduit que x = y ce qui montre que / est injective. 

EXERCICE 1.2.5 

La condition est suffisante : s’il existe une application g : Y X telle que go f = I Xy 
1’ application I x etant injective, l’application / est injective d’apres l’exercice 1.2.4. 

Redproquement, supposons 1’ application / injective. Alors / induit une bijection de 
X sur f(X) ; notons ip : f(X) -» X la bijection redproque. Choisissons un point a de X 
(X est non vide) et definissons une fonction g : Y X prolongeant ip en posant 
9(y) = si y G f(X) et g(y) = a si y e Y - f(X). 

Pour tout x 6 X, on a f(x) e f(X) d’oti g(f(x)) = <p{f(x)) = x, soit go f = I x . 
EXERCICE 1.2.6 

La condition est suffisante : s’il existe une application g : Y X telle que / o g = I Yy 
l’application Iy etant surjective, / est surjective d’aprfcs l’exercice 1.2.4. 

Reciproquement, supposons / surjective. Alors, / -1 ({y}) est non vide quel que soit 
y G Y. D’apres l’axiome de choix, il existe done une application g : Y X telle que 
9(y) € / -1 ({y}) pour tout y G Y, e’est-^-dire telle que f(g(y)) = y , soit fog = I Yt ce 
qui prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 1.2.7 

1. La condition est necessaire. En effet, s’il existe une application g : Y Z telle que 
h = g o f et si re, x' G X sont tels que /( x) = /(a,*'), alors 

M*) = 5(/(a0) = 9(f(x')) = h(x). 

2. Reciproquement, / induit une surjection de X sur f(X) ; d’apr^s l’exercice 1.2.6, 
il existe une application ip : f(X) -» X telle que / o ip = //(x). Choisissons un point a 
dans Z {Z est non vide) et definissons une application g : Y -¥ Z en posant 
g(y) = ( h o ip)(y) si y G f(X) et g(y) = a si y G Y - /(re). 

Verifions que h = g o f. Soit re G X, on a g(f(x)) = (h o </?)(/( re)) = ^(rc 7 ) oh 
a/ = ip(f(x)) ; vu la definition de <p y il en resulte que f(x') = /(a;), d’oh x = x' compte 
tenu de l’hypoth&se et ceci prouve g(f( x)) = h( re), e’est-a-dire go f = h. 
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3. Lorsque / est surjective, 1’ application g est unique. En effet, tout y £ Y peut s’dcrire 
y = f( x ) ou x e X et par consequent on a ndcessairement g(y) = g(f(x)) = h{x). 
L’hypothese 

f(x) = f(pc) => h(x) = h(x) 

dit preeminent que la valeur h(x) de g(y) ne depend pas du choix de x tel que f(x) = y. 

EXERCICE 1.2.8 


1. La relation ft : f(x) = f(x ') est trivialement reflexive et syrndtrique ; en outre, si 
f(x) = /(a/) et f(x*) = f(x"), alors f(x) = /(x"), ce qui montre qu’elle est transitive. 
II s’agit done bien d’une relation d’equivalence. 

2. D’aprfcs l’exercice 1.2.7, il existe une application g : X/ft — > Y telle que f = g on 
si, et seulement si, tt(x) = tt(x') => f(x) = f(x')> condition effectivement verifiee 
d’aprfcs la definition mSme de la relation d’equivalence ft. Quant k l’unicite de g , elle resulte 
aussi de l’exercice 1.2.7, l’application 7r etant surjective. 

Verifions enfin que g est injective. Soient z, z' G X/ft tels que g(z) = g(z') ; il existe 
x,x' e X tels que z = 7r(a;) et z' = 7r(a/), d’ou g(n(x)) = g( 7r(x')) y c*est-&-dire 
f(x) = J(x ') et par consequent x = x\ mod. ft), soit z = z', ce qui prouve le resultat 
voulu. 

Note Posons Z = X/ft, l’application g induit une bijection h : Z — » g(Z) ; notons 
i : g(Z) -> Y l’injection canonique de g{Z) dans Y. On peut alors ecrire / sous la forme 
/ = i o h o 7r ou i est une injection, ir une surjection et h une bijection : cette ecriture de / 
est appeiee la decomposition canonique de /. 


EXERCICE 1.3.1 

1 => 2 Pour tout i E /, Die/ Ai C A*, d’oii f(C\ ie i Ai) C f(Ai ) et par consequent 

Ai) C Die/ f(Ai). Lorsque / est injective, montrons 1’ inclusion opposee. Soit 
y € Hie/ f(Ai) : pour tout i e /, il existe Xi e Ai tel que y = f(xi). Choisissons un 
indice 2 0 e /, on a y = f(xi) = f(xi 0 ) quel que soit i e I ; d’aprfcs l’injectivite de /, 
Xi = x io et par consequent x io e j Ai et ceci prouve que y e f(C\iei A i )• 

2 => 3 en prenant pour famille ( Ai )* e / la famille reduite aux deux elements A et B. 

3 => 4 Si A D B est vide, /(A) fl f(B) = /(0) = 0. 

4 => 5 Soit A c B. Notons d’abord que f(B) - /(A) c f(B - A). En effet, soit 
V ^ f(B) - /(A), alors il existe x e B tel que y = f(x) et x n’appartient pas k A vu 
que y n’appartient pas k /(A), autrement dit x e B - A, d’oii y = f(x) 6 f(B - A) 
ce qui prouve le resultat annonce. Montrons ensuite l’inclusion opposee avec rhypothfcse 
4. On a A n (B - A) = 0, d’oCt /(A) n f(B - A) = 0 d’apr^s 4. et par consequent 
f(B — A) c f(B) — /(A), ce qui prouve le resultat voulu. 

5 =► 6 Notons d’abord que, pour tout A e 9(X) et tout B e ft(y), on a toujours 
(exercice 1.2.1) 


Acf '(/(A)) «/(/-* (B))CB. 

De la premiere relation, on ddduit f(A) c /(/ -1 (/(A))) et en prenant B = f(A) dans 


la seconde on obtient Pinclusion opposee : ceci 
tout A € 


prouve que f(A) = /(/ '(/(A))) 


pour 


Utilisons 5., d’aprds l’inclusion A c f~ 1 (f(A)) on a done 

/(/ -1 (/(A)) - a) = f(r l (f(A))) - f(A) = f(A) - f(A) = 0 
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et ceci montre que / 1 (f(A)) - A = 0, d’ou / *(/(A)) = A, ce qui prouve le rdsultat 
voulu. 

6 => 1 Prenons A = { x }, x e X. Alors, f~ 1 (f({x})) = {a;} et de meme 
/ _1 (/({!/})) = {'*/}• Si f( x ) = f(v)> ° n en d^duit que x = y, c’est-&-dire que / est 
injective. 

EXERCICE 1.3.2 

Soit x un point de X , notons Ri,j(x) la relation x G Xi tj . L’inclusion proposee equivaut 
alors a l’implication 

(3» G I)(Vj e J)R it j(x) => (Vj € J)(3i e I)Rij(x) t 
implication v^rifi^e quelle que soit la relation R it j(x). 

Montrons par un exemple que 1* inclusion peut etre stride. Prenons 

X = R,I = J = Z et Xij = [ij] si i < j, X itj = [ j , i] si j < i. 

On a alors 

uri jf «j= zet nu^=R. 

iel jeJ j€Ji€l 


EXERCICE 1.3.3 

On peut supposer que (Xij)^ it j^ eIx j est une famille de parties d’un ensemble X . Soit 
x = ( Xi)i£i , Xi G I. Alors, dire que x appartient & Hjejdlie/ Azj) signifie que, pour 
tout j G J,x G n^/^^c’est-^direque, pour tout j G Jettouti G /,#* G Aij.Deux 
quantificateurs de mSme nature peuvent etre commutes, la relation prdc^dente signifie done 
que, pour tout i G /, Xi G fl^ € j Atj, soit x G rLe/G^e j A^), ce Q u i P rouve le i£sultat 
voulu. 

EXERCICE 1.3.4 

D’une fa^on generate, notons Xi le terme de gauche et Xi le terme de droite de chacune 
des egalites h d&nontrer. 

1. Soit x G Xu alors (Vi G I)(3j G Ji)(x G X it j). Pour tout i G /, Pensemble 
{j £ Ji\ x G } est non vide ; d’apres l’axiome de choix, il existe done une application 
a G A telle que x G X pour tout i G /, ce qui prouve que x appartient h Xi. 

R&iproquement, soit x G X 2t alors (3a G A)(Vi G I)(x G X i >a (i)) et par conse- 
quent, pour tout i G /, il existe un j G J*, & savoir a(i), tel que a: G Xij ce qui prouve que 
rr G Ai. 

2. r^sulte de 1. en passant au comptementaire. 

3. Soit a; = (xi)i e i G Xu alors (Vi G I)(3j G */*)(£* G A*j) ; d’apres Paxiome de 
choix, il existe done a G A tel que Xi G X pour tout i G /, soit a: G flier A iia(i ) et 
a: G Xi. 

Reciproquement, soit x = ( Xi) ie i G A 2 , alors il existe a G A tel que Xi G 
pour tout i G /, d’ou Xi £ Ujg j- et a: G Ai. 

4. Soit a: = ( Xi ) <€/ e Ai, alors pour tout i G / et tout j G J*, x% G A ij et par 
consequent, pour tout aGAaijG X i>0c ^) y d’ou x e n*e/ x i, o(i) et a? G A 2 . 

Reciproquement, soit x = (xi)iei G A 2 , alors pour tout a G A et tout i G /, 
Xi G A i>a ( i ) ; etant donne un i G / et un j G Ji, il existe a G A tel que a(i) = j, d’ou 
Xi G Ai,j pour tout i G / et tout j G Ji ce qui prouve que x G X\. 
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1.11 Exercices du chapitre 1 .B 

EXERCICE 1.5.1 PRINCIPE DE RECURRENCE TRANSFINIE 

II s’agit de ddmontrer que l’ensemble A = {x G X ; non /?(#)} est vide. Raisonnons par 
l’absurde. Si A est non vide, A admet un plus petit dldment a, alors R(y) est vrai quel que 
soit y < a et par consequent R{a) est vrai d’apfes l’hypoth&se, ce qui est absurde et ce qui 
prouve que R(x) est vrai quel que soit x. 

Note En prenant N pour ensemble bien ordonnd, on obtient le fesultat suivant : soit R(ri) 
une relation telle que, pour tout entier n G N, R(n) soit vrai dbs que R(p) est vrai pour 
tout p < n, alors R(n) est vrai pour tout n. On pourra comparer ce fesultat k celui de la 
proposition 1.7.2. 

EXERCICE 1.5.2 THEOREME DE KRULL 

Rappelons qu’une partie m de A est appefee un iddal si m est un sous-groupe additif (on 
note additivement la loi de groupe pour l’anneau) et si xm C m pour tout x G A, c’est-&- 
dire si 

(x G A et y G m) => x y G m. 

Ceci revient k dire que m est une partie non vide de A telle que 

(u, v G A et y G m) => ux + vy G m. 

Si e ddsigne lfefement unit 6 de l’anneau, dire qu’un iddal m est different de A signifie 
simplement que e £ m. Montrons que 1’ ensemble M des iddaux de A differents de A t 
ordonnd par inclusion, est inductif lorsque M est non vide, c*est-&-dire lorsque A n’est 
pas feduit k lfefement neutre {0} pour la loi de groupe, l’ensemble {0} dtant dvidem- 
ment un iddal. Soit (mi) ie i une famille de M totalement ordonnde par inclusion, alors 
m = (Jie/ m * est un iddal » en e ^ et » s °i ent u,v € A et x,y e m, alors la famille (m*) 
dtant totalement ordonnde, il existe i € I tel que x ) y G m* d’oit ux + vy G m* C m. Cet 
iddal est different de A vu qu’il ne contient pas e ; ceci montre que m est un majorant de 
la famille L’ ensemble M est done inductif et d’apfes le lemme de Zorn tout iddal 

est contenu dans un iddal maximal. 

EXERCICE 1.5.3 

1. Notons / : X -* Y Implication x h-» T x . Cette application surjective par definition est 
injective : en effet, soient a;, x ' G X tels que T x = T x > y alors y < x equivaut k y < x' et il 
en fesulte que x = x'. Montrons que / est un isomorphisme d’ensembles ordonnds, e’est- 
&-dire que / et / -1 sont des applications croissantes. Il s’agit de ddmontrer que x < x' 
dquivaut k T x C T x > ; supposons x < x' et soit y G T x , alors y < x, d’ofi y < x\ soit 
y G T x t ; feciproquement, supposons T x c T x alors x G T x c T x * 9 soit x < x '. Ceci 
prouve que / est un isomorphisme. 

2. La proprfefe (M) nfetant qu’un cas particulier du lemme de Zorn (thdofeme 1 .5. 1 ), il 
s’agit de ddmontrer que (M) => ( Z 0 ). Soit X un ensemble inductif, d’apfes 1. 
/ : X — > Y est un isomorphisme. Toutes les notions ddfinies uniquement k l’aide de la 
structure d’ensemble ordonnd sont dvidemment invariantes par / ; en particulier, Y est un 
ensemble inductif et / induit une bijection de 1’ ensemble des dfements maximaux de X sur 
l’ensemble des dfements maximaux de Y. L’ ensemble Y dtant un ensemble de parties or- 
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donne par inclusion, la propri£te (M) montre que Y admet au moins un element maximal, 
il en est done de m6me de X, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 1.5.4 LEMME DE TUKEY 

Montrons que X est inductif, la conclusion rdsultera alors du lemme de Zorn. Soit ( Ai)iei 
une famille totalement ordonnee de X. Montrons que A = (J iG/ Ai appartient a X, A sera 
alors un majorant de la famille (Ai). II s’agit de demontrer que toute partie finie M de A 
appartient h X. La famille (Ai) etant totalement ordonnee par inclusion et M etant fini, il 
existe i E I tel que M c Ai ; Ai appartenant a X et M etant une partie finie de Au on en 
deduit que M appartient & X, ce qui prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 1.5.5 

1. Soit F un element maximal de X. Alors, il existe une partie A de X telle que T soit le 
graphe d’une application g : A — » Y verifiant g(x) E f(x) pour tout x E A. Montrons 
que A = X, ceci prouvera que g est une fonction de choix associde a /. Raisonnons par 
l’absurde. Supposons A ± X, choisissons un point aeX-A dun ye f(a) ; posons 
T' = T U {(a, j/)}, alors T' appartient a X et est strictement plus grand que T, ce qui 
contredit le fait que T est un element maximal. 

2. Montrons que X vdrifie les hypotheses du lemme de Tlikey, e’est-a-dire qu’une partie 
T de (P(X x Y) appartient h X si, et seulement si, toute partie finie de T appartient a X. On 
observe d’abord que, si T appartient h X, alors toute partie de T appartient encore h X. 

Reciproquement, supposons que toute partie finie de T appartient a X et montrons que 
T appartient & X. Posons 

A = pr\(F) ou pri : X x Y -> X 

designe la premiere projection et montrons que T est le graphe d’une application 
g : A — ► y, e’est-^-dire que 

((x,y) e T et (x,y) e T) => y = y ; 

or Fensemble {(a;, 2 /), (x,y f )} est une partie finie de T, done appartient a X et par conse- 
quent y = y* et y € /(&•), ce qui prouve que T e X. 

3. D’apr&s le lemme de T\ikey, X admet un element maximal et, d’apres 1 ., tout element 
maximal definit une fonction de choix associee a /. Ceci prouve que dans la theorie des 
ensembles (ZF) y le lemme de T\ikey implique l’axiome de choix ; le lemme de T\ikey et 
l’axiome de choix sont done equivalents. 


1.12 Exercices du chapitre 1 .C 

EXERCICE 1.8.1 UNE AUTRE DEMONSTRATION DU THEOREME DE BERNSTEIN 

1. On peut effectivement se ramener a la situation indiquee dans l’enonce. En effet, si 
f : X Y et g : Y —> X sont des injections, posons Z = g(Y) t alors g definit une 
bijection de Y sur Z et g o f est une injection de X sur Z, e’est-a-dire sur une partie de X. 
Si dans ces conditions on sait construire une bijection h: X Z, g~ 1 o h : X Y sera 
une bijection et le theoreme de Bernstein sera demontre. 

2. Reprenons les notations de l’enonce et verifions que l’application g est bijective. 
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Montrons que g est surjective. On a, d’aprEs la definition de g y g{X) = B U f(X - B) 
oil B = A U f(B) vu que f(B) = (J^ f n (A) ; on en dEduit que 

g(X) = A U f(B) U f(X - B) = A U f(X) = (Y - f(X)) U f(X) = Y, 
ce qui prouve le rEsultat voulu. 

Montrons ensuite que g est injective. Etant donn E que les restrictions de g & B et k 
X — B sont injectives, il s’agit de dEmontrer que, si x G X — B et x' G B, alors x ' ^ /(#), 
c’est-it-dire (Vz G X)(x £ B => f(x) B ), soit 

(VxeX)(f(x)eB=>xeB). 

Supposons done f(x) G B , il existe un entier n tel que f(x) G f n (A) et cet entier n ne 
peut Etre nul, car on aurait f(x) e A = Y - f(X). Ceci montre que f(x) G f(f p (A)) ou 
P G N ; il existe done y G f p (A) tel que f(x) = f(y) et, / etant injective, x = y> ce qui 
prouve que x G f p (A) c B. 

Note Cette demonstration presente l’inconvenient (aux yeux de certains) d’utiliser l’en- 
semble N des entiers. 

EXERCICE 1.8.2 

Raisonnons par l’absurde. Supposons que toute partie de X soit un element de X , alors 
X ) C X t d’ou Card y(X) < Card X , ce qui est absurde vu le theoreme de Cantor 
(theoreme 1.8.5). 

EXERCICE 1.8.3 

On raisonne par 1’ absurde, supposons qu’il existe un ensemble X tel que tout ensemble X 
soit equipotent il un ensemble appartenant h X. Prenons en particulier X = {J A€X A* il 
existe B G X tel que Card X = Card B. L’ensemble 9(B) est Equipotent & un ensemble 
CgX. D’aprfcs le thEorfcme de Cantor, on a 

Card X = Card B < Card 9(B) = Card C, 
d’ou Card X < Card C, ce qui est absurde vu que C C X. 

Note Cet exercice montre qu’on ne peut pas parler de l’ensemble des cardinaux. On notera 
que ce rEsultat est plus fin que le paradoxe de Cantor (remarque 1.1 .3). 

EXERCICE 1.9.1 

Si X est un ensemble infini, il existe une injection / : N X ; posons a n = f(n) et 
D = /( N) = Un=o{ a ”}- constru it a l° rs une bijection g : X -» X — {ao} en posant 
g(x) = x si x G X — D et g(a n ) = a n + 1 pour tout entier n > 0. Ceci prouve que X est 
Equipotent aX - {ao}. 

REciproquement, supposons que X soit Equipotent h une partie A de X distincte de X ; 
notons / : X A une bijection de X sur A. Choisissons un point ao G X - A et posons 
a n + i = /(a n ) pour tout entier n > 0. On dEfinit ainsi par rEcurrence une suite (a n ) de X. 
Montrons que l’application n4a n est injective, e’est-fc-dire que a p = a q impliquep = q , 
ceci prouvera qu’il existe une injection de N dans X , done que X est infini. Raisonnons par 
l’absurde, supposons a p = a q ou 0 < p < q. On a alors 

f p (ao) = f q (ao) = f p (f- p (ao)), 

d’oil / Etant injective ao = f q ~ p (ao) G A et ceci est absurde vu que ao appartient k 
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X - A. 

EXERCICE 1.9.2 

Supposons P ensemble X infini et soit / : X — > X une application. Choisissons un 
point ao E X (X est infini, done non vide) et posons a n +i = f(a n ) pour n > 0, 
A = U^Li( a n}- II est clair que A est non vide et que f(A) C A. Montrons que A 
est different de X. Si ao n’appartient pas a A , le fesultat est acquis et si ao 6 A , il existe un 
entier n > 1 tel que ao = a n et il en fesulte que A = U P =o( a p} * I’ensemble A est done 
fini et par consequent different de X. 

Rdciproquement, si X est fini, construisons une application f : X X telle que, pour 
toute partie A de X non vide et differente de X , f(A) (£_ A. Si Card X < 1, la proprfefe 
est feriffee quelle que soit Papplication /, vu qu’il n’existe pas de partie A non vide et 
distincte de X. On peut done ecrire X sous la forme 

71 

X = IK a p } oun > 1 et a p ± a q si p ^ q. 

p = o 

On definit / en posant 

f(a p ) = ci p +i si 0 < p < n et /(a n ) = ao. 

Soit A e ?( X ), A ± 0 et A ^ A, alors il existe un entier 0 < p < n tel que a p G A et 
a p + 1 ^ A en convenant que a n+ i = ao et ceci montre que f(A) <£. A , ce qui prouve le 
fesultat voulu. 

EXERCICE 1.9.3 

On a N C Q, d’ou Card N < Card Q. Inversement, Papplication 

(p,g)eZxN*H>p/g eQ 

est surjective, d’ou Card Q < Card (Z x N*). Les ensembles Z et N* 6tant ^quipotents h N, 
Pensemble Z x N* est 6quipotent & N 2 , done a N d’apres la proposition 1.9.2. Ceci prouve 
que Card Q < Card N et on a done lfegalife : Q est un ensemble infini d&iombrable. 

EXERCICE 1.9.4 

L’ ensemble A est n^cessairement infini, done d’apfes le lemme 1.9.4 et le tlfeoreme 1.9.9, 
on a 

Card X = Card (Au5)< Card (Ax A) = Card A> 
soit Card X < Card A , d’ou lfegalife vu que A C X. 

EXERCICE 1.9.5 

1. Soit n un entier > 1, dire que A e y(X) admet n 6fements signifie qu’il existe une bi- 
jection de [1, n] sur A ; & tout A 6 ^(A"), on peut done associer une injection Ja de [1, n] 
dans X ; on d^finit ainsi une application A i->> /a de J n (X) dans 
5([l,n];X) = X n telle que //i([l,n]) = A ; cette application est done injective ce qui 
prouve que Card 5F n ( X) < Card A n , d’ou Card J n (A) < Card X d’apres le tlfeoreme 
1.9.9. 

Montrons qu’on a en fait lfegalife. D’apfes l’axiome de choix, il existe une application 
/ : 5 n ( X) X telle que f(A) e A pour tout A e J n (A"). Posons M = A-/(3 r n (A)), 
alors M admet au plus n— 1 6fements, sinon M contiendrait un ensemble A a n ^fements 
et on aurait alors f(A) e A C A/, ce qui est absurde. Il en fesulte que 
Card 2n(X) > Card (A: - M) = Card X 
d’apfes l’exercice 1.9.4. Ceci prouve que Card J n (A) = Card X. 



48 CHAPITRE 1 THEORIE DES ENSEMBLES 


2. Notons d’abord que l’application x i-> {x} est une injection de X dans 3(X) et 
par consequent Card X < Card J(X). Etant donnd que J( X ) c U^Li 5 n (X), le lemme 
1.9.4 et le theoreme 1.9.9 prouvent que 

Card 7{X) < Card (X x X) = Card X 
et ceci prouve que Card = Card X. 



Chapitre 2 

TOPOLOGIE 




Sommaire 


Ce chapitre presente la theorie des espaces topologiques. II s’agit essentiellement 
de construire une theorie permettant de traiter les problemes de convergence qu’on 
rencontre en Analyse. La construction meme de l’ensemble des nombres reels, en 
tant que complete de Q, repose sur des notions de convergence ; il nous a semble 
utile de rappeler cette construction, d’etablir les proprietes fondamentales de R 
et d’introduire dans ce cadre les premieres notions de la topologie (paragraphe 
2.5). II est utile d’etudier avec soin ces notions et de refiechir aux demonstrations ; 
l’espace R est en el'fet l’espace topologique le plus simple et constitue done un 
modele fondamental : la demonstration de certains theoremes generaux s’ inspire 
directement de ce qui peut etre fait sur R, modulo un langage plus sophistique. 

Une structure topologique est avant tout une structure de convergence et seule 
la notion de filtre (definition 2.8.1) introduite par H. Cartan permet d’obtenir une 
theorie satisfaisante. Une structure topologique est done definie en se donnant les 
filtres des voisinages de chaque point (definition 2.8.2), e’est-a-dire en se donnant 
(remarque 2. 1 1 . 1) les fibres qui convergent. Un ensemble ouvert est alors par defi- 
nition un ensemble qui est un voisinage de chacun de ses points et ceci permet de 
donner une definition equivalente des structures topologiques (proposition 2.9.3). 
Dans le meme esprit, une fonction continue sera par definition une fonction trans- 
formant un fibre convergent en un fibre convergent (definition 2.13.1) ; un espace 
separe sera un espace sur lequel la limite d’un filtre convergent est unique (defini- 
tion 2.17.1). 

La seule consideration des suites ne suffit pas en general pour caracteriser cer- 
taines proprietes topologiques et des hypotheses de denombrabilite sont neces- 
saires si on veut dviter l’usage des fibres. Le paragraphe 2.12 etudie une classe 
d’espaces topologiques de cette nature et qui est importante dans la pratique car 
elle contient la classe des espaces metriques (paragraphe 2.7). 

Apfos avoir introduit les espaces metriques, les paragraphes 2.8 a 2.17 pre- 
sented les notions de base de la topologie ; toutes ces notions sont importantes et 
d’un usage constant. 

Les espaces metriques complets sont introduits au paragraphe 2.18 : dans un 
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tel espace, on dispose d’un critere (le critere de Cauchy) permettant d’affirmer 
qu’un filtre converge sans connaitre a priori la limite. Ces espaces jouent un role 
important en analyse ; parmi les applications, signalons le theoreme de prolonge- 
ment des applications uniformement continues (theoreme 2.25.2) dont la version 
lineaire etudiee ulterieurement est d’un usage constant, le theoreme du point fixe 
(theoreme 2.26.1) et une version locale (proposition 2.26.4) qui nous permettra de 
demontrer tr&s simplement le theoreme des fonctions implicites. 

Les paragraphes 2. 19 a 2.24 sont consacres aux topologies initiales ou finales. 
En particulier, on etudiera avec soin les topologies produits (paragraphe 2.21) ; ces 
topologies sont tr&s importantes. II est par exemple essentiel de comprendre que la 
topologie de la convergence simple etudiee au paragraphe 2.23 est une topologie 
produit ; comme nous le verrons, on en deduira des propri&es fondamentales des 
topologies faibles. 

Le paragraphe 2.28 etudie le theor&me de Baire (theor&me 2.28.1) ; il s’agit 
sans aucun doute d’un theoreme plus difficile a comprendre. Ce theoreme est in- 
dispensable pour £tablir par exemple que la limite simple d’une suite de formes 
lineaires continues sur un espace de Banach est toujours continue. 

La partie C est consacr^e k l’etude des espaces compacts. Ces espaces sont 
tres importants dans la pratique car des techniques de compact conduisent k des 
theoremes d’existence en l’absence d’unicite (un exemple £l£mentaire est explicit^ 
alaremarque2.33.1). 

La notion d’ultrafiltre est introduite au paragraphe 2.30. Le lemme de Zorn 
permet d’obtenir de suite le theoreme fondamental 2.30.2 affirmant l’existence 
d’ultrafiltre plus fin que tout filtre donne a priori ; on en deduit une caracterisation 
(theoreme 2.30.4) des espaces compacts qui est la clef de la demonstration du 
theoreme 2.32.5 de Tychonoff. 

Toutes les proprietes etudiees au paragraphe 2.31 sont importantes. Signalons 
en particulier le corollaire 2.31.12 qui est le seul th£or£me de ce chapitre permet- 
tant d’affirmer qu’une bijection continue est un homeomorphisme. 

Le theoreme de Tychonoff est demontre au paragraphe 2.32 ; on en deduit 
(theor&me 2.32.7) la caracterisation des parties compactes pour la topologie de la 
convergence simple. 

La caracterisation des espaces metriques compacts (theor&me 2.33.4) est fon- 
damentale. Elle utilise la notion d’ espace precompact ; il s’agit d’une notion tres 
utile dans la pratique pour verifier que des espaces metriques complets sont com- 
pacts. 

Le paragraphe 2.34 est consacre a la demonstration du theor&me 2.34.5 d’As- 
coli caracterisant les parties compactes pour la topologie de la convergence uni- 
forme ; la demonstration repose d’une part sur le theoreme de Tychonoff, d’autre 
part sur le fait que la topologie de la convergence simple et la topologie de la 
convergence uniforme coincident sur une partie equicontinue (proposition 2.34.3). 
Il est important de comprendre quelles sont les grandes etapes qui conduisent au 
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theoreme d’Ascoli 

Zorn => Tychonoff => Ascoli. 

II s’agit en effet d’un theoreme fondamental a l’origine de la caracterisation des 
parties compactes de nombreux espaces fonctionnels. 

Les espaces localement compacts (paragraphe 2.35) seront utilises lors de l’etude 
des mesures de Radon, en particulier le theoreme 2.36.7 de partition de l’unite. 

Les espaces projectifs presentes au paragraphe 2.38 constituent des exemples 
excellents d’espaces compacts et permettent de tester l’efficacite des outils mis en 
place. 

La partie D presente la theorie elementaire des espaces connexes ; les proprie- 
tes de ces espaces (paragraphes 2.39 a 2.4 1 ) s’obtiennent aisement et ne n&essitent 
aucun commentaire. Le paragraphe 2.42 s’interesse a des proprietes plus subtiles 
concernant les espaces connexes compacts ; elles nous permettront de caracteriser 
les ouverts simplement connexes de C, c’est-a-dire les ouverts sans trou (exemple 
2.42.1). 




A - Nombres reels 


2.1 Construction des nombres reels 

Rappelons que Q designe le corps des nombres rationnels, que ce corps est com- 
mutatif et que la relation d’ordre usuelle sur ce corps est une relation d’ordre total. 
Ces deux structures sur Q, a savoir la structure de corps et la structure d’ensemble 
ordonne, sont reliees par les proprietes suivantes : pour tout a:, y, z de Q, on a 

(2.1.1) x<y=>x + z<y + z> 

(2.1.2) 0<a:,0<y=>0< xy. 

On exprime ces proprietes en disant que Q est un corps totalement ordonne. 
Toutes les regies elementaires de calcul sur Q se deduisent de ces proprietes. D’une 
fagon generate, si K est un corps totalement ordonne, on definit la valeur absolue 
de tout a: G Ken posant |x| = max(x J — x)> c’est-a-dire \x\ = x si x > 0 et 
\x\ = — x si x < 0 ; pour tout x, y € K, on a alors 

(2.1.3) \x + y\ < \x\ + |y| (inegalite triangulaire), 

(2.1.4) \xy\ = \x\ x \y\. 

Exercice 2.1.1 Verifier ces proprietes. 

Exercice 2.1.2 Soit K un coips totalement ordonne, montrer que pour tout x, y G K 

|l*l - It/I | < l*-wl- 

La construction de Q est purement algebrique : si Z designe l’anneau des en- 
tiers relatifs, Q est par definition le corps des fractions de cet anneau Z qui est 
integre. Cette remarque est importante du point de vue des idees car la construc- 
tion de R qui va suivre est d’une nature completement differente. 

Introduisons maintenant la notion de suite convergente. 

Definition 2.1.1 On dit qu’une suite (x n ) de Q converge vers xgQ si 

(2.1.5) (Ve G Q, e > 0)(3n e N)(Vp € N )(p >n=> \x — x p \ < e). 

On dit alors que x est la limite de la suite (x n ) et on ecrit x = lim n _>oo x n . 
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Si une suite (x n ) est convergente, sa limite est determinee de fa^on unique. 
Supposons en effet qu’une telle suite converge vers x € Q et y £ Q. Soit e G Q, 
e > 0, il existe ni e N et ri 2 G N tel que \x — x n \ < e/2 pour tout n > n\ et 
\y — x n \ < e/2 pour tout n > n 2 , d’ou (in^galite triangulaire) 

\x - y\ = \x - x n - (y - x n )\ <\x- x n \ + \y - x n \ < e 
pour n = max(ni, 712 ), soit \x — y\ < e et on a done necessairement x = y. 

Exemple 2.1.1 La suite x n = 1/n (n > 1) converge vers 0. En effet, soit e G Q, 
e > 0, alors e = p/q oixpetq sont des entiers > 0 et on a 0 < 1/n < p/q des que 
n>q, ce qui prouve le r&ultat voulu. 

Les suites convergentes de Q possedent une propriety tres importante dont 
voici la definition. 


Definition 2.1.2 On dit qu’une suite (x n ) de Q est une suite de Cauchy si 
2 16 f (V£ G Q, e > 0)(3n G N)(Vp G N)(Vq G N) 

[ (p> net q>n=> \x p - x q \ < e). 

Proposition 2.1.1 Toute suite de Q qui converge est une suite de Cauchy. 


Preuve Soit ( x n ) une suite de Q qui converge vers x. Soit e € Q, e > 0, il existe 
n e N tel que \x — x p \ <e/2 pour p > n, d’ou 


\x p - X q \ = \x - X p - (x - X q )\ <\x- X p \ + \x - X q \ < £ 

pour p > n et q > n. Q.E.D. 

Pour verifier qu’une suite est convergente, la connaissance de la limite est abso- 
lument indispensable si l’on s’en tient a la definition 2.1.1. Par contre, pour verifier 
qu’une suite est de Cauchy, il suffit de connaitre les divers termes x n de la suite ; 
ceci explique pour quelles raisons on porte un interet tout particulier aux suites 
de Cauchy. Il est dvidemment assez naturel de se demander si la reciproque de la 
proposition 2.1.1 est vraie, e’est-a-dire si toute suite de Cauchy de Q est conver- 
gente. En fait, cette reciproque est fausse : il existe des suites de Cauchy qui ne 
convergent pas. 

Voici un exemple de telle suite (la suite que nous allons construire converge en 
fait vers le nombre irrationnel y/2 ). Pour tout entier n > 1, soit l = l(n) le plus 
grand entier tel que l 2 < 2 n 2 ; considerons la suite de terme general x n = /(n)/n, 
n > 1. La suite (x^) converge vers 2 : on a en effet Z 2 /n 2 < 2 < (l + 1 ) 2 /n 2 et 
n < l < 2n, d’ou 


0 < 2 - l - < £±2)! _ il = ?L±1 < ^ = i 

n 2 n 2 n 2 n 2 n 2 n 

et ceci prouve que lim n _*oo x\ = 2. La suite (x 2 ) est done de Cauchy et, vu que 
x n > 1, on en d^duit que 


\x p 


x„\ = 




Xn “I" Xq 


< «l X p~ X > 
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et ceci montre que la suite ( x n ) est de Cauchy. Supposons la suite ( x n ) convergente 
de limite x ; vu que 1 < x n < 2, on a alors 

\x 2 - x 2 \ = \x + x n \ x\x- x n \ < (|x| + 2) x \x - x n \ 
et il en resulte que la suite (x 2 ) converge vers x 2 , d’ou x 2 = 2 ce qui est absurde, 
etant donne qu’il n’existe pas de nombre rationnel dont le carre est egal a 2. Ceci 
prouve que la suite (x n ), qui est une suite de Cauchy, ne converge pas. 

Les considerations precedentes conduisent a considerer l’ensemble X de toutes 
les suites de Cauchy de Q. Sur cet ensemble X, on peut definir une structure 
d’anneau commutatif de la fagon suivante. Soient x = ( x n ) G X et y = ( y n ) G X 
deux suites de Cauchy de <Q>, on pose x + y = ( x n +y n ) ; on verifie aisement que 
x -f y est une suite de Cauchy vu que 

I(»P + Vp) - (Xg + Vq ) | < \X P - Xg\ + I y p - y q \. 

Cette loi de composition definit une structure de groupe abelien sur X : 1’ element 
neutre est la suite dont tous les termes sont nuls, l’oppose de la suite x = ( x n ) etant 
la suite — x = (—x n ). On definit ensuite le produit des suites x et y par la formule 
xy = ( x n y n ). Pour verifier que xy est une suite de Cauchy, nous utiliserons le 

Lemme 2.1.2 Toute suite de Cauchy x = (x n ) est bornee : il exist e M G Q tel 
que \x n \ < M pour tout n G N. 

Preuve Soit x = ( x n ) G X. D’apres (2.1.6), il existe no G N tel que 
| x P - x m | < 1 pour p > n 0 , 

d’ou \x n \ < max(l + |x no |, |x 0 |, . . . , |x no _i|). Q.E.D. 

Si x = (x n ) et y = (y n ) sont deux suites de Cauchy, il existe done MgQ tel 
que \x n \ < M et \y n \ < M pour tout n G N, d’ou 

I x p y p - x q y q | = | x p {y p - y q ) + y q (x p - x g )| < Af( \x p - x q \ + \y p - y q |) 
et il en resulte que la suite xy est de Cauchy. Il est alors immediat de verifier qu’on 
definit ainsi une structure d’anneau commutatif sur X ; cet anneau possede un 
element unite, a savoir la suite dont tous les termes sont egaux a 1. 

On definit ensuite une relation d’equivalence R sur X : si x = ( x n ) G X et 
suites de Cauchy, on note x = y (mod. R) la relation 
(2.1.7) (Ve G Q, e > 0 )(=3n G N )(Vp G N )(p > n => \x p - y p \ < e). 

Cette relation est trivialement reflexive et symetrique ; quant a la transitivite, 
si x = y (mod. R) et y = z (mod. R.) oil z = ( z n ) G X, pour tout e G Q, e > 0, il 
existe des entiers n\ et n 2 tels que \x p — y p \< e/2 pour p > n\ et \y p — z p \ < e/2 
pour p > n 2 , d’ou \x p - z p \ < e pour p > max(ni, ^ 2 ), ce qui prouve le resultat 
voulu. 

Exemple 2.1.2 Soit x = ( x n ) G X et soit l e N, on considere la suite y = (y n ), 
y n = x/+ n . Les suites x et y sont equivalentes. En effet, soit e G Q, e > 0, il existe 
n G Ntelque \x p -x q \ < epour p >netq> n,d’ou \y p -x p \ = \xi+ p -x p \ < e 
et | y p - y q \ = \ xi+ p — xi+ q \ < e pour p > n et q > n, ce qui prouve que y est 
une suite de Cauchy equivalente a la suite x. Ceci montre qu’on ne modifie pas la 
classe d’equivalence d’une suite en supprimant ses l premiers termes. 
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On notera que deux suites convergentes ( x n ) et ( y n ) sont congrues modulo R 
si, et seulement si, leurs limites x = lim n _>oo x n et y = lim n _>oo y n sont egales : 
en effet, supposons x = y et soit e G Q, e > 0, alors il existe n G N tel que 
\x - x p \ < e/2 et | y - y p \ < e/2 pour p > n, d’ou \x p — y p \ < e , ce qui 
prouve que les suites ( x n ) et ( y n ) sont equivalentes ; rdciproquement, supposons 
(x n ) = (y n ) (mod. R), alors il existe n G N tel que \x-x p \ < e/3, \y — y p \ < e/3 
(convergence des suites) et \x p - y p \ < e/3 (congruence des suites) pour p > n, 
d’ou \x — y\ <eet ceci etant vrai quel que soit e > 0, on a necessairement x = y. 
Ceci montre qu’il est naturel d’introduire l’espace quotient X/R, toutes les suites 
de Q qui convergent vers le meme nombre rationnel ayant dans l’espace quotient 
la meme image par la surjection canonique ; en d’autres termes, lorsqu’on passe a 
l’espace quotient X/R la seule information qui est conserve est la valeur limite 
des suites convergentes, mais cet espace quotient va etre beaucoup plus riche que 
Q, car une suite de Cauchy de Q non convergente n’est congrue a aucune suite 
convergente de Q. 

L’ ensemble quotient X/R not € R est appete 1’ ensemble des nombres rdels ; 
on dit aussi que R est la droite rdelle. On notera n : X -» R la surjection cano- 
nique et, six € X est une suite de Cauchy de Q, on notera [x] = 7r(x) sa classe 
d’equivalence. 

2.2 Structure de corps totalement ordonne 

Notre premier objectif est de munir R d’une structure de corps commutatif. 

Voici un premier lemme. 

Lemme 2.2.1 La relation d* equivalence R est compatible avec la structure d’an- 
neau de X : soient x, x f , y et y f des suites de Cauchy de Q telles que x = x' et 
y = y' (mod. R), alors x + y = x f + y* (mod. R) et xy = x'y ' (mod. R). 

Preuve Soit e € Q, e > 0, il existe n G N tel que 

\x P - x'p\ < e/2 et \y p -y ' p | < e/2 pourp > n, 
d’ou \(x p + y p ) — (x f p + y p ) | < e, soit x + y = x' + y' (mod. R). On a d’autre 
part x p y p - x' p y p = x p (y p - y' p ) + y p (x p - x p ) et il existe (lemme 2. 1 .2) M G Q 
tel que \x p \ < M et \y p \ < M pour toutp, d’ou 

\x P y P - x' p y p | < M(\y p - y' p \ + \x p - x' p \) < Me pourp > n, 
ce qui prouve que xy = x'y ' (mod. R). Q.E.D. 

On peut alors definir la somme et le produit de deux nombres reels £, rj G R en 
posant 

(2.2.1) f + V = [x + y]y & = [i xy ], ou xe^yGrj, 

la classe d’equivalence de x + y et xy ne dependant pas du choix des representants 

x et y d’apres le lemme 2.2. 1 . 

On verifie aisement qu’on definit ainsi sur R une structure d’anneau commuta- 
tif ; l’element neutre (note 0) pour l’addition est la classe d’equivalence de la suite 
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(x n ) ou x n = 0 pour tout n G N, l’oppose — £ d’un nombre reel £ est la classe 
d’equivalence de la suite —x = (- x n ) si x = (x n ) G £ et l’element unite (note 
1 ) de l’anneau est la classe d’equivalence de la suite ( x n ) ou x n = 1 pour tout 
n G N. Verifions & titre d’exemple l’associativite de l’addition : soient £ 77 , £ des 
nombres r£els, si x G £ y G 17 , 2 ; € on a d’apr&s les definitions 

£ + (77 + 0 = M + ([2/] + M) = M + [j/ + z] 

= [1 + (y + 2)] = [(a: + J/) + z] 

= [x + y] + [z] = ([s] + [y]) + [z] 

= (£ + v) + Ci 

ce qui prouve le resultat voulu. Toutes les autres verifications sont de meme nature 
et sont laissees au soin du lecteur. 

Nous allons ensuite verifier que cette structure d’anneau sur R est en fait une 
structure de corps, c’est-a-dire que tout nombre r£el ^ 0 admet un inverse. 

Lemme 2.2.2 Soit ( G 1, ^ 0 etx = (x n ) G £ II existe e G Q, e > 0, et n G N 
tel que Von ait soit x p >£ pour tout p> n, soit x p < —e pour tout p>n. 

Preuve Etant donne que £ est non nul, la suite x n’est pas congrue a la suite 
identiquement nulle, soit 

(2.2.2) (3e gQ ,0 0)(\/n G N)(3p G N)(p > n et \x p \ > 2e). 

La suite ( x n ) etant de Cauchy, il existe no € N tel que \x p — x q \ <e pour p > no 
et q > no. D’aprfcs (2.2.2), il existe n \ > no tel que \x ni \ > 2e ; supposons par 
exemple x ni > 0 done x ni > 2 e, on a alors pour n > n\ 

Xfi tXfi \Xfi | ^ £ £ j 

lorsque x ni < 0, on v^rifie de meme que x n < —£ pour n > m. Q.E.D. 

Considerons alors un nombre reel £ ^ 0, vu le lemme precedent et l’exemple 
2.1.2, on peut trouver une suite x = ( x n ) G £ tel que \x »l> £ pour tout n G N. 
Posons y n = x ~ l , y = ( y n )> on a 

\X P Xq | 


\Vp Vq I 


Xj)X, 


< £ I Xp - Xq | 


p u,q 


et par consequent la suite y est de Cauchy. Etant donne que x n y n = 1 pour tout 
n, on a [x][y] = 1 d’apres la definition du produit de deux nombres reels et ceci 
prouve que £ = [x] admet pour inverse le nombre reel [y]. On a done bien une 
structure de corps sur R. 

Plongeons Q dans R de la fagon suivante. Si r est un nombre rationnel, soit 
x = ( x n ) la suite constante definie par x n = r ; on definit alors une application 
i : Q -)> R en posant i(r) = [x]. 

Lemme 2.2.3 L’ application i : Q -> R est un homomorphisme injectifde corps, 
e'est-a-dire 

i(r + s) = i(r) + i(s), i(rs) = i(r) i(s) pour tout r, s G Q. 
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Preuve Soient r, s G Q, notons x = ( x n ) et y = ( y n ) les suites telles que x n = r, 

Vn = $• 

1 . L’ application z est injective : supposons r ^ s y les suites x et ?/ convergent 
vers des nombres rationnels differents, done ne sont pas £quivalentes, ce qui prouve 
que z(r) ^ z(s). 

2 . On a d’autre part d’apres ( 2 . 2 . 1 ) 

i(r + s) = [x + y] = [x] + [y] = z(r) + z(s), 

z(rs) = [xy] = [x] [y] = i(r)i(s). Q.E.D. 

L’homomorphisme injectif z permet d’ identifier Q h. un sous-corps de E, a sa- 
voir z( Q) ; autrement dit, on ne distinguera pas le nombre rationnel r et le nombre 
r£el z(r). Ceci revient en fait a identifier le nombre r et la classe d’6quivalence de 
n’importe quelle suite de Q qui converge vers r. 

La relation d’ordre sur <Q> peut 6tre prolongee a E de la fa$on suivante. Si f et 
77 sont deux nombres r^els, on note f < rj la relation 

(2 2 3) / P ° Ur t0Ut X = ^ Xn ^ e Z' y = ( yn ) € V ' 11 existe £ € 6 > 0 et 

^ ‘ * ' \n G N tel que y p — x p >e pour tout p>n. 

Remarque 2.2.1 La propriety ( 2 . 2 . 3 ) est v 6 rifi 6 c des qu’elle Test pour un repr6- 
sentant 

x = ( x n ) G £ et un repr&entant y = (y n ) G rj. En effet, supposons y p — x p > 3 e 
pour p > n et soit x' = ( x' n ) G £, t/ = ( y ' n ) € rj ; les suites x et x', y et y f 6tant 
dquivalentes, il existe n\ G N tel que \x p — x p \ < £, \y p — y p \ <e pour p > ni, 
d’oii 

y p - x P = y p -y P + y P -x P + x p - x' p 

^ y P ~ % P — \% P ~ x P \ ~ I y P ~ y p I 

> 3 e - 2 e = € 

pour p > max(n, 72 i), ce qui prouve le resultat voulu. 

Proposition 2.2.4 La relation (£ < y ou £ = rj) est une relation d’ordre total 
sur E qui prolonge la relation d’ordre sur Q. Le corps E est un corps totalement 
ordonne. 

Preuve Soient £, 77 et £ trois nombres r£els, x = (x n ) G £, y = (7/ n ) G 77 et 
z = (z n ) G C des representants des classes £, 77 et £. 

1. Montrons que la relation £ < 77 est une relation d’ordre strict. Si £ < 77, on a 
bien £ ^ 77 : en effet, d’apres ( 2 . 2 . 3 ) les suites x et y ne peuvent dtre 6quivalentes. 
Quant h la transitivite, supposons £ < 77 et 77 < £ ; d’apr&s ( 2 . 2 . 3 ), il existe £\ G Q, 
£1 > 0 , 7ii G N tels que y p - x p > £1 pour p > 721 et de m6me, il existe 
£2 G Q, £2 > 0 , 722 G N tels que z p - y p > £2 pour p > 722 . On a alors 
z p — x p = z p -y p + y p -x p > £1 +£2 pourp > max(72i, 722 ), ce qui prouve que 
4 < 77. 

2 . Montrons que l’ordre £ < 77 ainsi defini sur E est total. Si £, 77 sont deux 
nombres reels distincts, il s’agit de verifier que £ < 77 ou 77 < £. Etant donne que 
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£ — 77 ^ 0, il existe, d’apres le lemme 2.2.2, e G Q, e > 0 et n G N tel que Ton 
ait soit y p — x p > £ pour tout p > n, soit x p - y p > e pour tout p > n. Dans le 
premier cas, on a £ < 77 et dans le second cas 77 < £. 

3. Soient r et s deux nombres rationnels tels que r < s ; posons 

x = (x n ) et y = ( y n ) avec x n = r, y n = s pour tout n. 

Etant donn 6 que y n —x n = s — r> 0, on a (remarque 2.2.1) [x] < [y], c’est-a-dire 
i(r) < i ( s ) , ce qui prouve que l’ordre sur R prolonge celui de Q. 

4. Verifions enfin les proprietes (2.1.1) et (2.1.2). Supposons f < 77 , c’est- 

a-dire (2.2.3). Alors, y p + z p - ( x p + z p ) = y p - x p > e pour tout p > n , 
d’ou ^ + C < 77 + C Supposons 0 < £, 0 < 77 ; le nombre reel 0 etant la classe 
d’equivalence de la suite identiquement nulle, il existe e G Q, e > 0 et n G N tel 
que x p > e 9 y p > £ pour p > n, d’oit x p y p > £ 2 pour p > n> ce qui prouve que 
£77 > 0. Q.E.D. 

Comme sur <Q>, les regies usuelles de calcul sur R resultent du fait que R est un 
corps totalement ordonne : definition de la valeur absolue, megalith triangulaire, 
etc. 

Si a et b sont deux nombres reels tels que a < 6 , on definit l’intervalle ouvert 
]a, 6 [ en posant ]a, b[ = {x G R; a < x < 6 } ; un tel intervalle est evidemment 
non vide : il contient par exemple le reel (a + b)/ 2. Nous allons montrer que 
l’intervalle ]a, b[ contient en fait un nombre rationnel : T interpretation de cette 
propri&e sera donnee ulterieurement. 

Proposition 2.2.5 Soit a, b £ R tel que a <b, alors ]a, b[ fl Q est non vide . 

Preuve Soit x = ( x n ) € a, y = ( y n ) G 6 , il existe e G Q, e > 0, et n$ G N tel 
que y p -x p >£ pour p > n$. Par ailleurs, il existe ni > no tel que 

| x p - x q \ < e/3 et \y p - y q \ < e/3 pour p >n\tiq> n\. 
Considerons alors le nombre rationnel c = x ni 4- e/2. On a pour p > ni 
c-x p = x ni - x p + e/2 > e/2 - \x ni - x p \ > e/2 - e/3 = e/6, 
d’oit a < c ; de meme, 

Vp - C = y p - y ni + y ni - x ni - e/2 > e - \ y p -y ni | - s/2 > e/2 - e/Z = e/6, 
d’oil c < b et ceci prouve que c € ]a, 6 [ fl Q. Q.E.D. 

Exercice 2.2.1 La relation d’ordre sur R n’est pas une relation de bon ordre, M n’admettant pas de 
plus petit element. On considere une partie bien ordonnee A de M et on se propose de ddmontrer que 
A est ddnombrable. 

1. Construire d’abord une application / : A — » R telle que, pour tout a E A, a < f(a) et 
]a, f(a)[C\A = 0 [si A admet un plus grand dldment a, prendre /(a) = a + 1 par exemple et, si a 
n’est pas l’dventuel plus grand dldment de A, poser /(a) = min M oil M — {x E A\ x > a}]. 

2. Soit a, b E A, a ^ 6, montrer que ]a, /(a)[n]6, /(&)[= 0. 

3. Conclure en utilisant la proposition 2.2.5 et le fait que Q est ddnombrable. 
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2.3 Suites convergentes de R 

Nous allons effectuer sur R la meme analyse que celle faite sur Q et nous consta- 
terons qu’une suite est convergente si, et seulement si, elle est de Cauchy ; c’est 
ce resultat qui justifie a posteriori la construction prdcedente de R. 

Definition 2.3.1 On dit qu’une suite ( x n ) de R converge vers x G R si 

(2.3.1) (Ve > 0)(3 In G N)(Vp G N)(p > n => \x - x p \ < e). 

On dit alors que x est la limite de la suite (x n ) et on ecrit x = lim n _*oo x n . 

Dans cette definition, e est un nombre reel > 0 ; on peut se contenter d’un 
e rationnel : en effet tout intervalle ]0, e[ ou e G R, e > 0, contient un nombre 
rationnel d’apres la proposition 2.2.5. Ceci montre que les suites convergentes de 
Q convergent sur R vers la meme limite. 

Si une suite ( x n ) est convergente, sa limite est determinee de fagon unique. La 
demonstration de cette propriete sur <Q> ne repose que sur l’inegalite triangulaire et 
vaut done sur R. 

Definition 2.3.2 On dit qu’une suite (x n ) de R est une suite de Cauchy si 

( (Ve > 0)(3n G N)(Vp G N)(Vg G N) 

(2.3.2) { 

[ (p > n et q > n => \x p — x q \ < e). 

Dans cette definition, e est un nombre reel > 0, mais comme ci-dessus on peut 
se contenter d’un e rationnel ; les suites de Cauchy de Q le sont encore sur R. On 
verifie comme sur <Q> la 

Proposition 2.3.1 Toute suite convergente de R est de Cauchy \ 

Pour d^montrer la r^ciproque, nous utiliserons les resultats suivants. 

Lemme 2.3.2 So it x = (x n ) G X une suite de Cauchy de Q. S’il existe un entier 
n G N et des rationnels a, b G <Q> tels que a < x p < b pour tout p>n, on a alors 
a < [x] < b. 

Preuve Verifions par exemple que a < [x]. Raisonnons par l’absurde. Supposons 
[x] < a, il existe alors e G Q, e > 0, et n G N tel que a — x p > e pour tout 
p > n, d’ou x p < a-e < a ce qui contredit l’hypothese. On verifie de meme que 
[*] < b. Q.E.D. 

Lemme 2.3.3 Soit x = (x n ) G X une suite de Cauchy de Q, alors la suite (x n ) 
converge vers le nombre reel [x\. 

Preuve Soit e G Q, e > 0, il existe n G N tel que \x p — x q \ < e pour p > net 
q > n, e’est-a-direx^-e <x v < x g +6:,d’oii (lemme 2.3.2) x q —e < [x] < x q +e , 
soit \ [x]- x q \ <e pour q > n , ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Corollaire 2.3.4 Tout nombre riel est la limite d’ une suite de rationnels : on ex- 
prime cette propriete en disant que Q est dense dans R. 

Theoreme 2.3.5 Toute suite de Cauchy de R converge : on dit que R est complet. 
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Preuve Soit ( x n ) une suite de Cauchy de R ; d’apres le corollaire precedent, il 
existe des rationnels r n G Q tels que \x n — r n \ < l/(n + 1). La suite r = (r n ) est 
de Cauchy : en effet, soit e > 0, il existe un entier n G N tel que l/(p + 1) < e/3 
pour p > n et \x p - x q \ < e/3 pour p et q > n, d’ou 

\r p -r q \ < \x p — r p \ + \x p — x q \ + \x q — r q \ 

< l/(p + 1) + l/(tf + 1) + \x p - x q \ 

^ ej 3 - \-e/3-\-e/3 = e 

pour p et q > n. D’apres le lemme 2.3.3, la suite (r n ) converge done vers le 
nombre reel x — [r]. Montrons alors que la suite ( x n ) converge vers x : soit e > 0, 
il existe n € N tel que l/(p + 1) < e/2 et \x - r p \ < e/2 pour p > n, d’ou 

\x - x p \ <\x - r p | + \x p - r p \ <\x- r p \ + 1 /(p + 1) < e/2 + e/2 = e 

pour p > n, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Ce theoreme fondamental etant etabli, il est utile de revenir a la notion de 
convergence des suites afin d’ examiner les relations existant entre cette structure 
de convergence d’une part et la structure de corps ordonne d’autre part. 

Notons d’abord que le lemme 2.1.2 vaut sur R avec la meme demonstration. 

Lemme 2.3.6 Toute suite (x n ) de R convergente est bomee : il existe M € R tel 
que \x n \< M pour tout n G N. 

Proposition 2.3.7 Principe du prolongement des inegalites Soient ( x n ) et (y n ) 
deux suites convergentes telles que x n < y n pour tout n G N, alors 

lim x n < lim y n . 

n-t oo n— >oo 

Preuve Posons x = lim n _*ooa; n , y = limn^oo^n et raisonnons par l’absurde. 
Supposons y < x ; soit 0 < e < (x - y)/2, il existe n G N tel que \x - x p \ < e et 
\y -y P | <£ pour p > n, e’est-a-dire x - e < x p < x + e et y — e<y p <y + e. 
D’apres le choix de e 9 y + e < x - e, d’ou y p < y + e < x - e < x p pour p > n, 
soit y p < x p , ce qui est absurde. Q.E.D. 


Proposition 2.3.8 Soient (x n ) et (y n ) deux suites de R convergentes. Alors les 
suites 

(x n + y n ), (xnVn) sont convergentes ainsi que la suite (x~ l ) si x n ^ 0 pour 
tout n G N et lim^oo x n ^ 0 ; on a en outre 

(2.3.3) lim ( x n +y n ) = lim x n + lim y n , 


(2.3.4) 


lim ( x n y n ) = lim x n 

'n >oo n— >oo 


x lim j/„, 

n— > oo 


(2.3.5) 


( lim x n ) 


Note Ces proprietes signifient, comme nous le verrons ulterieurement, que M est 
un corps topologique. 

Preuve Posons x = lim n ^oo x n ,y = lim„_>oo y n et soit e > 0. 



64 CHAPITRE 2 TOPOLOGIE 


1. II existe n 0 E N tel que \x - x n \ < e/2 et \y - y n \ < e/2 pour n > no, 
d’ou | (x + y) - (x n + y n )\ < \x-x n \ + \y-y n \ < epourn > n 0 ,cequi prouve 
(2.3.3). 

2. II existe M > 0 tel que \y n \ < M pour tout n € N et |x| < M ; posons 
5 = e/2 M, il existe no E N tel que \x - x n \ <5 et | y - y n \ < S pour n > no, 
d’ou 

\xy - x n y n | = | x(y - y n ) + y n (x - x n )\ 


< \x\ | y - y n I + \y n I \x - x n \ < 2 MS = e 
pour n > no, ce qui prouve (2.3.4). 

3. II existe no £ N tel que \x — x n \ < \x\/2 pour n > no, d’ou 
\x n \ = \x-(x- x n )\ > \x\ -\x- X n \ > |x|/2, 
d’ou \xx n \ > \x\ 2 /2 pour n > no ; il existe n\ > no tel que \x - x n \ < e\x\ 2 /2 
pour n > ni, d’ou 


1 _ J_ 

X Xfi 

ce qui prouve (2.3.5). 


\X - Xn 

\xx n \ 


. kl 2 

< x 
_ 2 


|x|V2 


= epourn > ni, 


Q.E.D. 


2.4 Le theoreme de Bolzano-Weierstrass 

Voici un premier resultat important. 

Theoreme 2.4.1 Toute partie de E non vide et majoree ( resp . minoree) admet une 
borne super ieure (resp. inferieure). 

Preuve Soit A une partie non vide de E, supposons A majoree par exemple et 
notons M l’ensemble (non vide) des majorants de A. Nous allons faire un raison- 
nement par dichotomie. Soit a € A, m € M ; pour tout entier n € N, on pose 

in,k = O + — fe Oil 0 < & < 2 n . 

L’ application k h* est £videmment croissante : 

& = £n,0 — ^n,l ^ ^ 2“ = 

par consequent, si est un majorant de A, il en est de meme de £ n> / pour l>k\ 
etant donne que ^ n> 2 » est un majorant, il existe un entier k(n) G [0, 2 n ] tel que 
£ n> k & M pour k < k(n) et £ nyk € M pour k > k(n) ; posons x n = £ nfk ( n) : on 
construit ainsi une suite (x n ) de majorants. 

Nous allons montrer que cette suite converge, c’est-a-dire qu’elle est de Cau- 
chy. Soit p un entier > n ; notons que tout reel £ Ufk (0 < k < 2 n ) peut s’ecrire £ Pi i 
(0 < l < 2 P ) : on a en effet £ Uik = si l = 2 p ~ n k ; etant donne que x n G M et 
que x n — 2~ n ^ M, on a necessairement x n — 2~ n < x p < x n pour p > net par 
consequent \x p — x q \ < 2~ n pour p et q > n, ce qui prouve que la suite ( x n ) est 
de Cauchy. 
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Notons l la limite de cette suite ( x n ) ; / est un majorant de A car, si x £ A, 
on a x < x n pour lout n, done x < l d’apres le principe du prolongement des 
inegalites. Notons egalement que l < x n pour tout n vu que x p < x n pour p>n. 

Montrons enfin que l est la borne superieure de A. Raisonnons par l’absurde. 
Supposons qu’il existe un majorant x de A tel que x < 1. Etant donne que x n —2~ n 
n’est pas un majorant, on a x n - 2~ n < x < l < x n , d’ou 0 < l — x < 2~ n pour 
tout n, ce qui est absurde. Q.E.D. 

Note Cette demonstration utilise de fa$on essentielle le fait que R est complet ; le 
theoreme est d’ailleurs faux sur Q. 

Remarque 2.4.1 La droite achevee Une partie de R n’est pas necessairement ma- 
joree ou minoree, car R n’admet ni plus grand element, ni plus petit Element. II est 
alors commode d’adjoindre a R deux ensembles distincts et n’appartenant pas a R 
(de tels ensembles existent d’apres le paradoxe de Cantor) que nous noterons +oo 
et —oo ; on obtient ainsi la droite achevee R = RU {+oo} U {— oo}. On prolonge a 
R la relation d’ordre^de R en posant -oo < x < +oo pour tout x € R. On obtient 
ainsi un ensemble R totalement ordonne dont toute partie est bornee superieure- 
ment et inferieurement ; de plus, une partie A de R est bornee superieurement 
dans R si, et seulement si, sup^^4 appartient a R, auquel cas sup K A = supjj A 
Ces remarquent sont tres utiles dans la pratique : par exemple, dans R la formule 

(1.4.2) est vraie sans hypothese ; si l’application de cette formule a une partie de 
R conduit a une borne superieure sup^A finie, alors A est bornee superieurement 
dans R et sup K A = sup^A Cette remarque s’applique egalement aux formules 

(1.4.3) et (1.4.4) lorsque / est a valeurs reelles. 

Corollaire 2.4.2 Une suite (x n ) croissante (resp. decroissante) de R converge si, 
et seulement si, elle est majoree (resp.minoree) auquel cas 
lim x n = sup x n (resp. inf x n ). 

n->oo nEN 

Preuve Vu le lemme 2.3.6, il s’agit de verifier par exemple qu’une suite crois- 
sante majoree est convergente. D’apres le theoreme precedent une telle suite admet 
une borne superieure l = sup neN x n . Pour tout e > 0, il existe n £ N tel que 
l — e < x n < /, d’ou l — £ < x p < l pour p > n, ce qui prouve que la suite ( x n ) 
converge vers 1. Q.E.D. 

Voici une autre consequence du theoreme 2.4.1. Rappelons ce qu’on entend 
par intervalle : si a et b sont deux nombres reels tels que a < 6, il peut s’agir de 
l’intervalle ouvert ]a,6[, de l’intervalle ferme [a, 6], des intervalles semi-ouverts 
]a, b], [a, b[ ou bien encore des intervalles illimites ] - oo, a], ] — oo, a[ , ]a, +oo[ , 
[a, +oo[ et ] - oo, +oo[. 

On a alors la caracterisation suivante. 

Corollaire 2.4.3 Pour qu’une partie I de R soit un intervalle, il faut et il suffit 
que, pour tout x,y G 1, 1’ intervalle [x, y] soit contenu dans I. 

Preuve La condition est evidemment necessaire. Pour demontrer la reciproque, 
il faut distinguer differents cas selon que I est majore ou minors. Si I n’est ni 
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majore, ni minore, pour tout reel me R il existe x,y e I tel que x < m < y, 
d’ou m e [x,y] C / ce qui prouve que I = R. Supposons ensuite I non vide, a 
la fois majore et minore ; posons a = inf I et b = sup I ; si m e ]a, b[ , il existe 
x, y G / tel que a<x<m<y<b , d’ou ra G [x, y] C / et ceci prouve que 
]a, 6[ C / ; etant donne que I est contenu dans [a, 6], I est un intervalle d’extremite 
a et b. On traite d’une fa^on analogue tous les autres cas. Q.E.D. 

Note On observera que ce corollaire est faux sur Q. Par exemple, l’ensemble 

{x e Q; x 2 < 2} 

n’est pas un intervalle de Q bien que le critere du corollaire soit verifie. 

Avant d’enoncer le theoreme suivant, indiquons les notations utilisees pour les 
sous-suites. Si ( x n ) est une suite d’elements d’un ensemble X et si k est une 
application strictement croissante de N dans N, la suite ( x nk )keN est appelee une 
sous-suite (extraite) de la suite ( x n ) et elle sera notee simplement (x nA; ). Si (x n ) 
est une suite de R qui converge vers x , toute sous-suite converge vers x. Si la suite 
(x n ) ne converge pas, il n’existe pas necessairement de sous-suite convergente (par 
exemple x n = n). Par contre, on a le 

Theoreme 2.4.4 Bolzano- Weierstrass De toute suite bornee de nombres reels , 
on peut extraire une sous-suite convergente. 

Preuve Soit ( x n ) une suite bornee ; posons y n = sup p > n x p , on construit ainsi 
une suite ( y n ) decroissante et minoree, done convergente, notons l sa limite. Cons- 
truisons alors une sous-suite ( x nk ) telle que |Z — x nk \ < 1/k pour k > 0. On 
effectue cette construction par recurrence sur k. Prenons par exemple no = 0 et 
supposons defini m, . . . , iik-i- Alors, il existe n > n^-i tel que \l — y n \ < 1/2 k 
et, d’apres la definition de y n , il existe rik > n tel que \y n — x nk | < 1/2A;, d’ou 
|/ - Xn k | < 1 /k. La sous-suite ( x nk ) ainsi construite converge vers 1. Q.E.D. 


2.5 Ouverts, fermes et compacts de R 

Introduisons sur R les premieres notions de topologie afin d’ interpreter certaines 
proprietes de R et en particulier le theoreme de Bolzano- Weierstrass. 

Etant donne une partie A de R, soit ( x n ) une suite de A ; si une telle suite 
converge, sa limite n’appartient pas necessairement k A et on est done conduit a la 
definition suivante. 

Definition 2.5.1 Une partie A de R est dite fermee si la limite de toute suite 
convergente de A appartient a A. 

Dire que A est ferme signifie done que, pour toute suite convergente (x n ) de 
R, alors lim^oo x n G A des que x n G A pour tout n G N. D’apres le principe du 
prolongement des in^galites tout intervalle ferme [a, 6] est effectivement ferme, il 
en est de meme des intervalles illimites ] — oo, a], [a, +oo[ et R = ] — oo, +oo[ ; 
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en particulier, les ensembles reduits a un element {a} = [a, a] sont fermes : on dit 
que les points sont fermes. 

Voici une premiere utilisation de cette notion d’ensemble ferme. 

Proposition 2.5.1 Une partie de R non vide , fermee et majoree (resp. minoree) 
admet un plus grand (resp. petit) element. 

Preuve Soit A une partie non vide, fermee et majoree ; A admet une borne 
superieure m (theoreme 2.4.1). Pour tout n G N, il existe x n G A tel que 
m — l/(?i + 1) < x n < m ; on construit ainsi une suite ( x n ) de A qui converge 
vers m et, A etant ferme, on a m G A , ce qui prouve que m est le plus grand 
element de A. Q.E.D. 

Nous noterons O' P ensemble de toutes les parties fermees de R ; cet ensemble 
O' possede les proprietes que voici. 

Proposition 2.5.2 Soit 0' l’ ensemble des parties fermees de R, on a alors 
(Oi) Toute intersection d y ensembles de 0' est un ensemble de O'. 

(Og) La reunion de deux ensembles de 0' est un ensemble de O'. 

(0' 3 ) 0 G 0' ef R G O'. 

Preuve 1. Soient (Fi) ie j une famille de parties fermees, F = P| i6/ ^ et ( x n) une 
suite de F qui converge vers x. Alors, pour tout i G /, x n appartient a Fi , done 
x G Fi vu que Fi est ferme et il en resulte que x G F, ce qui prouve (Oi). 

2. Soient i*i,f 2 G O', F = F\ U F 2 et (x n ) une suite de F qui converge 

vers x ; Pun des deux ensembles Ni = {n G N; x n G i^}, i = 1,2, est infini ; 
supposons par exemple N\ infini, alors si designe le k 4- 1-ieme element de N\, 

la sous-suite ( x Uk ) converge vers x et, F\ etant ferme, x G F\ C F, ce qui prouve 

m. 

3. L’ensemble vide est ferme d’apres (1 . 1 .6) et R est trivialement ferme. Q.E.D. 
On notera qu’une intersection quelconque de fermes est fermee, mais que 0' 

est stable seulement par reunion finie. 

Si A est une partie quelconque de R, Pintersection A de tous les fermes cove- 
nant A est une partie fermee d’apres (Oi) qui contient A ; A s’appelle Padherence 
de A et un point de A est dit adherent a A ; Padherence de A est done le plus petit 
ferme contenant A et il en resulte que A est ferme si, et seulement si, A = A. 

On peut caracteriser les points adherents comme suit. 

Proposition 2.5.3 Soit A une partie de R et x G R. Les proprietes suivantes sont 
equivalentes 

1. x G A 

2. Pour tout e > 0, Vintervalle ouvert )x — e y x + e[ rencontre A. 

3. 1 1 existe une suite (x n ) de A qui converge vers x. 

Preuve 1 => 2 Soit x G A ; supposons 2. en defaut. Il existe e > 0 tel que 

]x — e>x + e[(l A = 0, 

soit A c ] - 00 , x - e] U [x + e, + 00 [ ; ce dernier ensemble etant ferme et contenant 
A , il contient A et par consequent x $ A, ce qui est absurde. 
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2 => 3 D’apres 2., pour tout n G N, il existe 

x n g]x — l/(n + l),x + l/(?2 + 1)[ C\A ; 

on construit ainsi une suite de A qui converge vers x . 

3 => 1 On a x n G A, d’ou x n £ A et, A dtant fermd, x G A. Q.E.D. 

On dit qu’une partie A de R est dense dans R si A = R : le corollaire 2.3.4 

signifie bien que Q est dense dans R. La proposition 2.2.5 a dgalement la meme 
signification, vu la 

Proposition 2.5.4 Une partie A de R est dense dans R si, et seulement si, pour 
tout a y b € R, a < b, Tintervalle ouvert ]a, b[ rencontre A. 

Preuve La condition est necessaire. Si A est dense dans R, le point x = (a + b)/2 
appartient a A , done ]x — e, x + e[ , e = (b — a)/ 2, e’est-a-dire ]a, b[ rencontre A. 
La condition est suffisante, tout point x etant adherent h. A d’aprfcs la proposition 
preeddente. Q.E.D. 

Venons-en a la notion importante de partie compacte. 

Definition 2.5.2 Une partie A de R est dite compacte si toute suite de A admet 
une sous-suite qui converge vers un point de A. 

Le theor&me de Bolzano- Weierstrass peut alors s’enoncer comme suit. 

Theoreme 2.5.5 Une partie A de R est compacte si, et seulement si, A est une 
partie fermee et bornee. 

Preuve 1 . Toute partie compacte est fermee. En effet, soit ( x n ) une suite de A qui 
converge vers a ; montrons que a G A ; il existe une sous-suite ( x nk ) qui converge 
vers un point 6 G A ; or, la sous-suite ( x Uk ) converge vers a, done a = b (unicite 
de la limite) et ceci prouve que a G A. 

2. Toute partie compacte est bornde. Raisonnons par l’absurde, supposons par 
exemple A non majoree ; alors pour tout entier n G N, il existe x n G A, x n >n ; 
on construit ainsi une suite de A qui n’admet aucune sous-suite convergente, car 
aucune sous-suite n’est bornee vu que x Uk >nk>k. 

3. Rdciproquement, soit A une partie fermee et bornee et soit ( x n ) une suite de 

A. Cette suite est bornee, done (theoreme 2.4.4) elle admet une sous-suite (x Uk ) 
qui converge et sa limite appartient a A vu que A est ferme et ceci prouve que A 
est compact. Q.E.D. 

Exemple 2.5.1 Les intervalles fermes [a, 6], a, b G R, sont compacts. 

De la proposition 2.5.1, on obtient le 

Corollaire 2.5.6 Toute partie compacte non vide Ade R admet un plus grand et 
un plus petit element : il existe a,b G A tel que a <x <b pour tout x G A. 

Aprfcs avoir defini la notion de partie fermee, on definit les parties ouvertes : 
une partie A de R est dite ouverte si son complementaire est ferme. Le compld- 
mentaire d’un ouvert est done fermd et le complementaire d’un ferme est une partie 
ouverte. 
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Exemple 2.5.2 Tout intervalle ouvert }a y b[ est ouvert, son complementaire etant 
ferme en tant que reunion de deux intervalles fermes ; de meme, les intervalles 
illimites ] — oo, a[ et ]a, +oo[ sont ouverts. 

On note 0 1* ensemble de toutes les parties ouvertes de M ; la proposition 2.5.2 
s’ecrit alors 

Proposition 2.5.7 Soit 0 l' ensemble des parties ouvertes de R, on a alors 

(01) Toute reunion d y ensembles de 0 est un ensemble de 0. 

(0 2 ) L’ intersection de deux ensembles de 0 est un ensemble de 0. 

(03) 0eO^MeO. 

On notera que 0 est stable par reunion quelconque et intersection finie. 

Note Comme nous le verrons ulterieurement, une structure topologique peut etre 
definie en se donnant une famille 0 de parties, dites ouvertes, verifiant les proprie- 
tds (Ox), (O2) et (0 3 ). 

La description des ouverts est assez simple. 

Proposition 2.5.8 Une partie O de R est ouverte si, et seulement si, pour tout 
x e O, il existe e > 0 tel que ]x — £,x + e[c O. 

Preuve Si O est ouvert et si x 6 O, x n’appartient pas au ferm6 R — O, done 
x n’est pas adherent a R — O et il existe done (proposition 2.5.3) e > 0 tel que 
}x - e, x + e[ ne rencontre pas R — O, e’est-a-dire tel que ]x-e y x+e[ soit contenu 
dans O. 

Reciproquement, s’il existe e > 0 tel que ]x — e,x + e[ soit contenu dans O, 
done ne rencontre pas R — O, la proposition 2.5.3 montre que x n’est pas adherent 
a R - O et ceci prouve que R - O coincide avec son adherence, done est ferme et 
par consequent O est ouvert. Q.E.D. 

Corollaire 2.5.9 Une partie O de R est ouverte si, et seulement si, O est une 
reunion d } intervalles ouverts. 

Preuve La condition est suffisante d’aprfcs (Oi), tout intervalle ouvert etant ou- 
vert. Reciproquement, si O est ouvert, pour tout a: E Oil existe e x > 0 tel que 
]x - £ x ,x + e x [c O, d’ou O = \Jxeo\x ~ £ x > x + e x [. Q.E.D. 


2.6 Developpement par rapport a une base 

Nous allons rappeler tres brievement ce qu’on entend par developpement decimal 
et plus generalement par developpement par rapport a une base b. Ces developpe- 
ments utilisent la notion de serie, notion qui sera etudiee ulterieurement dans le 
cadre des espaces de Banach ; nous n’avons besoin ici que de considerations tr£s 
elementaires. 

A toute suite ( x n ) de nombres reels, on associe la suite ( s n ) des sommes par- 
tielles definies par s n = X)p=o x v et on ^ li Q ue l a s ^ r i e terme general x n 
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est convergente et de somme s si la suite (s n ) converge vers s ; on ecrit alors 
s = !C^o x n et on dit encore que la serie J2™=o x n est convergente. Lorsque les 
x n sont positifs, la suite (s n ) etant croissante, la serie Y^Lo x n converge si, et 
seulement si, la suite ( s n ) est majoree. 

Par exemple, si x est un nombre r£el tel que \x\ < 1, on a 


s n 


n 




1 — X n + 1 
1 - X 


d’oii lim n ^oo s n = 1/(1 — x) ce qui prouve que la sdrie xU est convergente 
de somme 1/(1 —x). Donnons-nous alors un entier b > 2 (appele base) et une suite 
( a n ) de nombres entiers tels que 0 < a n < b — 1. On peut ecrire 

n n i - n— 1 , - oo 

£ a r b ~ p < £(& - = -^- £ &- p < -^- £ *- p = i 

p=l p=l p= o p= o 


et ceci prouve que la serie a nb n est convergente et que sa somme est un 
nombre reel x € [0, 1]. Reciproquement, on a le 


Theoreme 2.6.1 Soit b un entier > 2, tout nombre reel x de Vintervalle [0, 1 [peut 
s* ecrire sous la forme 

oo 

(2.6.1) x = a n b ~ n , ou a n £ N, 0 < a n < b - 1 ; 

n= 1 

cette ecriture de x, appelee developpement de x en base b> est unique sauf pour 
les x de la forme X) n =i a nb~ n ou N > 1, aw ^ qui admettent un second 
developpement en base b, a savoir 

N-l oo 

£ a n b~ n + (a N - l)b~ N + £ (6-1)6-". 

n=l n=iV+l 


Preuve 1. Montrons d’abord que tout x € [0, 1[ admet un developpement de la 
forme (2.6.1). On construit les a n par recurrence de telle sorte que 

N 

(2.6.2) x = a nb~ n + x N b~ N , ouO < xn < 1. 

71=1 

Pour N = 1, on a 0 < bx < b ; notons a\ = [bx] la partie enti&re de bx et posons 
Xl =bx- oi, soit x = a\b~ l + x x 6 _1 ou 0 < x\ < 1 ; ceci prouve (2.6.2) pour 
N = 1. De la meme fagon, posons aw+i = [te;v]> £n+i = bx^ — aw+i, on a 
alors x N = aw+i& _1 + xn+i 6 _1 , d’ou (2.6.2) pour AT + 1. Etant donne que 

l x_ £ a n* r "l < 6 _iV 

71=1 

et que b~ N tend vers 0 quand N tend vers l’infini, la serie a> n b~ n est conver- 
gente de somme x. 
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2. Supposons que x admette deux developpements differents 

OO oo 

x = ^2 a n b~ n -- ^2 a' n b~ n ; 

71=1 n= 1 

notons TV le plus petit entier tel que a N ^ a' N et pour fixer les idees, supposons 
a! N < (in- On peut ecrire 

N N 

X = J2 a nb~ n + r N = S a n b ~ n + r N> 

71=1 71=1 

0<r' N = £ a' n b~ n <(b-l)b-^'£ b ~ P - b ~ N ’ 

n=N+l P = 0 

soit 0 < r’ N < b~ N ; en outre r f N = b~ N si, et seulement si, tous les o! n sont 
egaux a b - 1 pour n > N + 1 . On a alors a,Nb~ N + = of N b~ N + r' N , d’ou 

0 < aw - o! n = b N (r f N - tn) < 1 

et il en resulte que a N - a' N = 1, r' N = b~ N et vn = 0. Ceci prouve d’une part 
que x = Yln = l a nb~ n ou aN ^ 0, d’ autre part que 
N - 1 

x = ^ ^ a n b 71 + (ajv — 1)6 ^ 

71=1 

ou r' N = b~ N , done a' n = b - 1 pour n > TV + 1, ce qui prouve le r&ultat desire. 

Q.E.D. 

On notera que de toute fa$on un nombre reel x e [0, 1 [ admet un unique deve- 
loppement (2.6. 1 ) ou les a n G {0, . . . , b - 1 } ne sont pas tous egaux a b - 1 a partir 
d’un certain rang. Quant au nombre 1, il ne peut s’ecrire que ~ l)6 -n . 

Note Un developpement en base 2 est appele developpement dyadique, en base 3 
developpement triadique, en base 10 developpement decimal. 

Voici une consequence importante du theoreme precedent 

Proposition 2.6.2 L'ensemble Ra la puissance du continu. 

Preuve Etant donne que R = + 1[ et 9 ue tout intervalle [n,n + 1[ 

est equipotent a [0, 1[, il suffit de demontrer que [0, 1[ a la puissance du continu 
d’apres la proposition 1.9.8. A toute application (a n ) n eN de N dans {0,1} 
associons le nombre reel a n3“^ n+1 ) ; on obtient ainsi une injection de 

5F(N; {0, 1}) dans [0, 1[ ; il en resulte que 

Card [0,1[> Card 3>(N). 

Inversement, tout nombre reel x £ [0, 1[ admet un developpement dyadique et 
un seul an2“( n+1 \ ou les a n G {0, 1} ne sont pas tous egaux hi h partir 
d’un certain rang ; on definit ainsi une injection de [0, 1[ dans ^(N; {0, 1}), d’ou 
Card [0, 1 [ < Card 3>(N) . Q.E.D. 

On en deduit que R n , n > 1, a la puissance du continu, que l’ensemble 
!F(N; R) de toutes les suites ( x n ) de nombres reels a la puissance du continu. 
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Remarque 2.6.1 On peut considerer R comme un espace vectoriel sur le corps 
<Q>, soit B une base de R sur Q. Que peut-on dire du cardinal de B ? D’une fagon 
generate, soit E un espace vectoriel sur un corps K et soit B une base de E ; on 
definit une surjection / de (J^Li(^ n x B n ) sur E en P°sant 

n 

/(A,x) = ^ ^ A jXj OU A = (A*)i<.j< n G IK , X — ( ^i)\<i<n £ B . 

i=l 

Ici, K = Q est un ensemble ctenombrable ; par suite, si on avait Card B < Card N, 
on aurait Card R < Card N d’apres les propositions 1 .9.5 et 1 .9.6. Ceci montre que 

Card B > Card N 

et par consequent, Card N < Card B < Card R ; modulo l’hypothese du continu 
(remarque 1.9.1), on a done dimQR = Card R. 

Exercice 2.6.1 Montrer que l’ensemble E — Q des nombres irrationnels a la puissance du continu 
[utiliser l’exercice 1 .9.4]. 

Exercice 2.6.2 Ensemble triadique de Cantor De 1’ intervalle fermd [0, 1], on enlfcve le tiers cen- 
tral ouvert Ei = En =]^, |[. L’ensemble [0, 1] — E\ est la reunion des deux intervalles fermds 
[0, et [|, 1] dont on enlfcve les tiers centraux ouverts En = ]§>§[ et E 22 =]|, |[. On pose 
E 2 = E 21 U E 22 et on procede de meme avec [0, 1] — E\ U E 2 . Par recurrence, on definit ainsi, pour 

tout n > 1, 2 n_1 intervalles (^m)i<i< 2 «-i * on P ose E n = U*=i E m et 

00 

C = [0, 1] - [J E n ( ensemble de Cantor.) 

71=1 

1 . Montrer que 1’ensemble de Cantor est compact. 

2. Tout nombre rdel x G [0, 1] admet au moins un developpement triadique <* n 3 _n 0 & 

olu G {0, 1,2}, qu’on dcrira x = O.qi . . . a n — Si x admet un developpement triadique ne conte- 
nant pas le chiffre 1, alors ce developpement est unique. Montrer que l’intervalle E n i est de la forme 
]0.ai . . . a n -i 1, 0.ai . . . a n _i2[ avec aj G {0, 2} et qu’inversement tout intervalle de cette forme 
est un intervalle Eni • En deduire que x G [0, 1] appartient a C si, et seulement si, x admet un deve- 
loppement triadique ne contenant pas le chiffre 1. 

3. En deduire une bijection de l’ensemble {0, 2} N * sur C et que C a la puissance du continu. 
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2.7 Topologie definie par une distance 

La definition 2.3.1 d’une suite convergente sur R fait intervenir essentiellement la 
distance usuelle d(x,y) = \x - y\ de deux nombres reels. Cette distance possede 
des proprietes qui ont ete constamment utilisees precedemment telles que l’inega- 
lite triangulaire ; nous allons prendre ces proprietes comme axiomes d’une dis- 
tance sur un ensemble quelconque X, ce qui nous permettra de definir une notion 
de convergence sur X. On obtient ainsi la notion d’espaces metriques. 

Definition 2.7.1 Sur un ensemble X, on appelle distance une application 

d : X x X -> R + verifiant 

(Di) Pour tout x,y E X, d{x,y) = d(y,x). 

(D 2 ) Pour tout x, y E X , d(x , y) = 0 si, et seulement si, x = y. 

(Ds) Pour tout x,y,z E X, d(x, z) < d(x , y) + d(y , z). 

L’inegalite (D3) s’appelle l’inegalite triangulaire. 

Un ensemble X muni d’une distance est appele un espace metrique ; le nombre 
d(x , y) est appel^ la distance de x et y. 

On appelle boule ouverte (resp. boule fermee, sphere) de centre 
a G X et de rayon r > 0, l’ensemble B(a;r) = {x e X ; d(a y x) < 7’} 
(resp. B'(a;r) = {x G X ; d(a,x) < r}, S(a;r) = {x E X ; d(a/x) = r}). 

Definition 2.7.2 On qu'une suite ( x n ) de X converge vers x E X si 
(2.7.1) (Ve > 0)(zta E N)(Vp E N)(p > n => d(x y x p ) < e). 

On dit alors que x est la limite de la suite (x n ) et on ecrit x = linin-^oo x n . 

Si une suite (x n ) est convergente, sa limite est d&erminee de fagon unique. En 
effet, si la suite ( x n ) converge a la fois vers x et y , pour tout e > 0, il existe n E N 
tel que d(x, x p ) < e/2 et d(y , x p ) < e/2 pour p > n , d’oii (inegalite triangulaire) 
d(x , y) < e et, ceci etant vrai quel que soit e > 0, d(x, y) = 0 d’ou a: = y d’apres 
(0a). 

Exemple 2.7.1 On definit sur R une distance en posant d(x, y) = |x— y| ;ladroite 
reelle sera toujours, sauf mention expresse du contraire, munie de celte distance. 
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La definition 2.7.2 des suites convergentes sur R pour cette distance coincide avec 
la definition anterieure 2.3.1. On notera par ailleurs que 

B(a\ r) = ]a — r, a + r[ et B f (a ; r) = [a — r, a + r\. 

Exemple 2.7.2 Espace discret Etant donn6 un ensemble X> on ddfinit une dis- 
tance sur X , appelee mdtrique discrete, en posant d(x,y) = 1 si x ^ y et 
d(x,x) = 0. Muni de cette distance, X est appeld un espace discret. II n’est 
pas difficile de caractdriser les suites convergentes d’un tel espace. En prenant 
0 < e < 1, on constate qu’une suite ( x n ) converge vers x si, et seulement si, il 
existe n € N tel que x p = x pour p > n ; les suites convergentes sont done les 
suites stationnaires h partir d’un certain rang. 

Comme nous l’avons fait sur R, on peut d^finir les notions de parties fermees, 
puis de parties ouvertes. 

Definition 2.7.3 Une partie A de X est dite fermee si la limite de toute suite 
convergente de A appartient a A. Une partie Ade X est dite ouverte si son com- 
plementaire X — A estferme . 

Notons O' l’ensemble des parties fermees de X ; la proposition 2.5.2 vaut en- 
core : la demonstration de cette proposition n’utilise en effet qu’une seule propriete 
des suites convergentes, h savoir que toute sous-suite d’une suite convergente vers 
x converge aussi vers x. L’ensemble 0 des parties ouvertes de X possfcde done les 
proprietes (Oi), (O2) et (O3) de la proposition 2.5.7. 

Voici des exemples importants de parties ouvertes et de parties fermees. 

Proposition 2.7.1 Dans un espace metrique, toute boule ouverte est ouverte et 
toute boule fermee est fermee ainsi que toute sphere. 

Preuve 1 . Soit £'(a; r), r > 0, une boule fermee. Soit ( x n ) une suite convergente 
vers x telle que d(a,x n ) < r pour tout n € N ; montrons que d(a,x) < r , 
ceci prouvera qu’une telle boule est fermee. Soit e > 0, il existe n E N tel que 
d(x, x p ) < e pour p > n , d’ou 

d(a, x) < d(a , x p ) + d(x Pi x) < r + e, 

soit d(a, x) < r + e pour tout e > 0, ce qui prouve que d(a, x) < r. 

2. Montrons que toute boule ouverte B(a\r) y r> 0, est ouverte. Il s’agit de ve- 
rifier que X — B(a , r) est ferme, e’est-a-dire que pour toute suite (x n ) convergente 
vers x telle que d(a, x n ) > r alors d(a, x) > r. Avec les notations precedentes, on 
a en effet 

r < d(a , x p ) < d(a, x) -I- d(x, x p ) < d(a y x) + e pour p > n, 

d’ou d(a,x) > r - e pour tout e > 0, soit d(a,a;) > r, ce qui prouve le rdsultat 
voulu. 

3. On en deduit que toute sphere est fermee vu que 

S(a; r) = B'(a; r)n(X- B(a ; r)). 


Q.E.D. 
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Exemple 2 . 7.3 Si X est un espace discret, on a 

B(a\ r) = {a} lorsque 0 < r < 1 ; 

il en resulte que {a} est ouvert ; en utilisant (Oi), toute partie de X est done 
ouverte. Autrement dit, 0 = P( X ) et par suite O' = 3>(X) : toute partie est a la 
fois ouverte et ierm^e. 

On peut alors donner une description des ouverts d’un espace m&rique ana- 
logue a celle des ouverts de R. 

Proposition 2 . 7.2 So it O une partie d’un espace metrique X, les proprietes sui - 
vantes sont equivalentes. 

1. O est une partie ouverte. 

2. Pour tout x G O, il existe r x > 0 tel que B(x\ r x ) C O. 

3 . O est une reunion de boules ouvertes. 

Preuve 1 => 2 Soit O un ouvert de X et soit x G O, montrons que O contient 
une boule ouverte (non vide) centree au point x en raisonnant par l’absurde. Sup- 
posons que, pour tout e > 0, B(x;e) rencontre X - O ; en prenant e = 1/n 
(n > 1), B(x ; 1/n) fl (X - O) est non vide et il existe done x n G X — O tel que 
d(x , x n ) < 1/n ; on construit ainsi une suite ( x n ) de X — O qui converge vers x 
et, X - O etant ferme, on a done x G X - O, ce qui est contraire a l’hypothese. 

2 => 3 On a en effet O = Lbeo r ^)* 

3 => 1 vu la proposition precedente et (Oi). Q.E.D. 

Notons 0(x) Tensemble (non vide) des ouverts de X qui contiennent un point 

x. La definition 2.7.2 d’une suite convergente vers x est alors equivalente a 

(2.7.2) (VO G 0(x))(3n G N)(Vp >n=>x p €0). 

En effet, si la suite (x n ) converge vers x et si O G 0(x) t il existe r x > 0 tel que 
B(x\r x ) C O d’ofi B'(x]e) C B(x\r x ) C O si e = r x /2 ; d’apres (2.7.1), on a 
d(x,x p ) < e pourp > n, e’est-a-dire x p G B'fae), d’ou x p G O pourp > n. 
Reciproquement, supposons (2.7.2) verifie, en prenant O = B{x\e) i on obtient 
x p G B{x\e) pourp > n , d’ou d(x,x p ) < e 9 ce qui prouve (2.7.1). 

Ceci montre que la definition d’une suite convergente vers x n’utilise que les 
ouverts qui contiennent x. En outre, on constate que la propriete (2.7.2) est encore 
vraie si on substitue a l’ouvert O G O(x) toute partie de X contenant un tel ouvert. 
Ceci nous amene a la definition suivante. 

Definition 2 . 7.4 Soit X un espace metrique et soit x un point de X. Une partie V 
de X est appelee un voisinage de x si V contient un ouvert O qui contient x. 

Dire que V est un voisinage de x signifie done que V contient une boule ou- 
verte non vide centree au point x. On notera V(x) (’ensemble de tous les voisinages 
de x. La definition d’une suite convergente vers x peut alors s’ecrire 

(2.7.3) (W G V(x))(3n G N)(Vp >n=>x p G V). 

La notion de voisinage permet de caracteriser les ouverts de X ; on a en effet 
la 
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Proposition 2.7.3 Une partie O de X est ouverte si, et settlement si, pour tout x 
de O, O est un voisinage de x. 

Preuve La condition est necessaire d’apres la definition meme d’un voisinage du 
point x. Reciproquement, supposons O e V(x) pour tout xGO; alors il existe 
un ouvert U x tel que x € U x C O, d’ou O = Lbeo Ux et, vu (Oi), ceci prouve 
que O est ouvert. Q.E.D. 

Exenople 2.7.4 Si X est un espace discret, on a V(x) = {A c X ; x e A} 
puisque {#} est ouvert. 

A ce stade de l’expose, il est utile de marquer une pause pour analyser la 
construction que nous venons de faire. La donnee d’une distance nous a permis 
de definir une notion de suite convergente ; bien entendu, il ne saurait etre ques- 
tion de reconstruire la distance a partir de la seule donnee des suites convergentes : 
deux distances differentes (par exemple d et 2d) peuvent conduire aux memes 
suites convergentes. En d’autres termes, un espace metrique possede une structure 
plus fine que la structure definie par la seule donnee des suites convergentes. C’est 
pourtant cette derniere structure qui nous interesse et qui a permis de definir les 
parties fermees et, ce qui est equivalent par passage au complementaire, les par- 
ties ouvertes ; enfin, nous avons exprime la convergence d’une suite uniquement 
en termes d’ouverts : c’est la definition (2.7.2). Par consequent, dans un espace 
metrique la donnee des suites convergentes determine la famille 0 des ouverts et 
reciproquement ; dans des espaces plus generaux, il n’est plus possible de definir 
les parties fermees d’une fa^on aussi simple. Par contre, les definitions (2.7.2) et 
(2.7.3) pourront toujours etre utilisees pour definir la notion de suite convergente. 
Ceci conduit a porter une attention speciale a l’ensemble V(x) des voisinages de x 
et il est en fait naturel, pour definir la convergence d’une suite vers x , de s’adresser 
a un objet attache au point x. La definition (2.7.3) n’est cependant guere satisfai- 
sante du point de vue structural, car elle etablit une relation entre deux objets d’une 
nature differente, a savoir la suite (x n ), c’est-^-dire une application de N dans X , 
et l’ensemble V(x ), c’est-a-dire une partie de V(X). En fait, l’objet de reference 
V(rr) devrait par excellence converger vers x ; nous verrons qu’il est possible en 
effet de developper un formalisme pour lequel les objets susceptibles de converger 
et les objets de reference sont de meme nature ; ces objets, appeles filtres, seront 
des ensembles de parties : la notion de convergence d’une suite apparaitra alors 
comme un cas particulier d’une notion plus generale, celle de convergence des 
filtres. 


2.8 Le filtre des voisinages 

Definition 2.8.1 Un filtre sur un ensemble X est un ensemble 3 de parties de X 

verifiant les proprietes suivantes 

(Fi) Pour tout AeJet tout B D A, on a B e 3r. 
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(F 2 ) Pour tout A E 3 et B E 3, on a A D B E 3. 

(F 3 ) <b£3etXe3. 

II resulte de (F 3 ) qu’un filtre est un ensemble non vide de parties non vides 
de X ; il n’existe done pas de filtre sur l’ensemble vide. La propriety ( F 2 ) montre 
que toute intersection finie d’ ensembles appartenant a 3 appartient encore & 3 ; 
une telle intersection est done non vide d’apres (F 3 ). 

Exemple 2.8.1 Si A est une partie non vide d’un ensemble X> l’ensemble des 
parties de X qui contiennent A constitue un filtre sur X ; en particular, si X est 
non vide, 3 = {X} est un filtre. 

Exemple 2.8.2 Le filtre de Frechet Si X est un ensemble infini, l’ensemble des 
compldmentaires des parties finies de X est un filtre sur X. Lorsque X = N, ce 
filtre est appele filtre de Frechet ; cet exemple est important car il permettra de 
faire le lien entre la notion de suite et la notion de filtre. 

Exemple 2.8.3 Soit X un espace metrique et soit x E X t alors l’ensemble V(a?) 
des voisinages de x est un filtre sur X. En effet, soit V E V(a;) et W D V ; il 
existe un ouvert O tel que x E O C V, d’ou x E O C W , ce qui prouve que W 
est un voisinage de x ; {F\) est done verifie. Quant h. (F 2 ), soit Vi, V 2 E V(x), il 
existe des ouverts O* tels que x E Oi C Vi, t = 1, 2, d’ou x E 0\ fl O 2 C V\ D V 2 
et, 0\ fl O 2 etant ouvert d’apres (O 2 ), V\ n V 2 est un voisinage de x , ce qui 
prouve (F 2 ). Enfin, il est clair que 0 0 V(x) car tout voisinage de x contient x et 
X E V(x) car X est ouvert d’apres (O 3 ). 

Exercice 2.8.1 Construire tous les fibres sur un ensemble fini [si *5 est un tel filtre, remarquer que 
ClMe'jMen 

Nous sommes maintenant en mesure de donner la definition generale d’une 
structure topologique. 

Definition 2.8.2 Une structure topologique 7 sur un ensemble X est definie par 
la donnee, pour tout x E X, d'un filtre V(x), appele filtre des voisinages du point 
x, verifiant les proprietes suivantes 
(Vi) Pour tout V E V(x), on ax E V. 

(V 2 ) Pour tout V E V(x), il existe W E V(x) tel que , pour tout y eW, on ait 
V E V(»). 

Si X est muni d’une structure topologique 1, on dit aussi que X est muni d’une 
topologie 7 et X est appele un espace topologique ; les ensembles de V(.t) sont 
appeles les voisinages du point x. 

Voici quelques commentaires sur cette definition. L’axiome (F\) montre que 
toute partie contenant un voisinage de x est encore un voisinage de x ; (F 2 ) montre 
que toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x ; (F 3 ) montre 
que l’espace X lui-meme est un voisinage de tout point ; l’axiome (Vi) lie le filtre 
V(x) et le point x. 
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Quant a l’axiome (V 2 ), il etablit un lien entre les fibres des voisinages de points 
differents ; cet axiome est evidemment esentiel pour l’obtention d’une structure lo- 
cale interessante. Pour mieux comprendre cet axiome (V 2 ), introduisons la termi- 
nologie suivante. Donnons-nous sur un espace topologique X une relation R(x) ; 
nous dirons que la relation R(x) est vraie lorsque x est suffisamment voisin d’un 
point a G X s’il existe un voisinage Fdea tel que R(x) soit vraie pour tout 
x G V. L’axiome (V 2 ) peut alors s’exprimer de la fagon suivante : soit V un voi- 
sinage de x, alors V est encore un voisinage de tout point suffisamment voisin du 
point x. 

Exemple 2.8.4 Une structure topologique est done definie par la donnee d’une 
application V : X -» T(?(X)) vfrifiant des axiomes de la forme 

(Vx)(xgX =>...). 

Si X est l’ensemble vide, la seule application de X dans ^(^(X)), k savoir la 
fonction vide (exemple 1 .2.1), satisfait a ces axiomes ; il existe done une topologie, 
et une seule, sur l’ensemble vide. 

Exemple 2.8.5 Topologie grossiere On definit une topologie sur un ensemble X 
en posant V(x) = {X}; cette topologie est appelee topologie grossi&re ou topolo- 
gie chaotique. Pour cette topologie le seul voisinage d’un point x est done l’espace 
X tout entier. 

Exemple 2.8.6 Soit X un espace metrique, montrons que l’application x V(x) 
definit une topologie sur X. Nous savons dej& (exemple 2.8.3) que V(x) est un 
filtre. La propriete (Vi) est trivialement vdrifiee. Quant a (V 2 ), soit V G V(x) ; 
alors il existe € > 0 tel que B(x\e) C V ; on peut prendre W = B{x\e) vu 
que cette boule est ouverte. On definit ainsi une structure topologique sur X ; un 
espace metrique sera toujours muni de cette topologie, dite assoctee a la distance. 
Par exemple, la droite reelle K sera toujours munie, sauf mention expresse du 
contraire, de la topologie associee a la distance d(x> y) = \x — y\ ; muni de cette 
topologie, R est parfois appele la droite numdrique. On notera que deux distances 
differentes (par exemple d et 2d comme nous l’avons deja indique) sur un meme 
ensemble peuvent ddfinir la meme topologie, on dit alors que ces distances sont 
topologiquement equivalentes, mais tant qu’on ne s’interesse qu’aux proprietes 
topologiques de l’espace, le choix particulier de la distance compatible avec la 
topologie (e’est-a-dire definissant la topologie de l’espace) importe peu. 

Exemple 2.8.7 Topologie discrete Soit X un espace discret (exemple 2.7.2). La 
topologie associee a la mdtrique discrete est appelee topologie discrete. 

Remarque 2.8.1 Dans un espace topologique, il n’existe pas en general d’outil 
pour mesurer la proximite de deux points de l’espace : dire qu’un point y est plus 
voisin ou plus pres d’un point x qu’un autre point z n’a a priori aucune signifi- 
cation. La notion de distance permet de remedier a ce defaut, mais n6cessite de 
restreindre la categorie des espaces Studies : une topologie donnee ne pourra pas 
toujours etre ddfinie par une distance. Par exemple, si Card X > 2, la topologie 



2.8 LE FILTRE DES VOISINAGES 79 


grossiere sur X ne peut etre definie par une distance ; en effet, s’il existait une 
telle distance d, prenons deux points y £ X, x ^ y, alors r = d(x , y) > 0 et 
la boule ouverte B(x\ r) est un voisinage de x distinct de X , ce qui est absurde, 
X etant le seul voisinage de x. Ceci conduit a la definition suivante : un espace 
topologique sera dit metrisable, si sa topologie peut etre definie par une distance. 
Comme nous le verrons a diverses reprises, les espaces metrisables posstdent des 
proprietes topologiques particulieres. 

La notion de voisinage d’un point se generalise aisement de la fagon suivante. 

Definition 2.8.3 Soit A une partie non vide d y un espace topologique X, une partie 
V de X est appelee un voisinage de A si V est un voisinage de tout point de A. 

Nous noterons V(A) l’ensemble des voisinages de A. On a alors la 

Proposition 2.8.1 U ensemble V(A) des voisinages d’une partie non vide A d’un 
espace topologique X est un filtre. 

Preuve Verifions (Fi). Soient V £ V(A) et W D V, V est un voisinage de 
tout point a £ A et il en est done de meme de W vu que V(a) verifie (Fi), ceci 
prouve que W £ V(A) et il en resulte que V(A) verifie (Fi). Verifions (F 2 ). 
Soient Vi, V 2 £ V(A), alors pour tout a £ A, V 1 et V 2 sont des voisinages de 
a, done Vi D V 2 est un voisinage de a car V(a) verifie (F 2 ) ; ceci prouve que 
Vi D V 2 £ V(A) et il en resulte que V(A) vdrifie (F 2 ). Enfin, on a 0 ^ V(A) car 
tout voisinage de A contient A d’apr&s (V\) et X £ V(A) car X est un voisinage 
de chacun de ses points d’apres (F 3 ). Q.E.D. 

Dans l’utilisation pratique des filtres, on peut tres souvent se restreindre a la 
consideration de sous-ensembles convenables, appeles bases de filtre, dont void la 
definition. 

Definition 2.8.4 Soit *5 un filtre , on dit qu ’un sous-ensemble 23 de *5 est une base 
du filtre S si tout ensemble de *5 contient un ensemble de 23. 

La connaissance d’une base $ d’un filtre *3 permet de reconstruire le filtre ; on 
a en effet d’apres (Fi) 

(2.8.1) 3 = {M c X ; (3B)(B £ ¥> et B C M)}. 

Si 23 est une base du filtre 3 , on dit que 23 engendre 3. Deux bases de filtre diffe- 
rentes 23 et 23' peuvent evidemment engendrer le meme filtre ; on dit alors que ces 
bases de filtre sont equivalentes. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que tout 
ensemble de 23 contienne un ensemble de 23' et que tout ensemble de 23' contienne 
un ensemble de 23. 

Le filtre defini a l’exemple 2.8.1 admet pour base l’ensemble {A}. Une base 
du filtre de Frechet est constitute par l’ensemble (S(n)) n£ n ou 

(2.8.2) S(n) = {p£N;p>n}. 

Dans un espace topologique, une base du filtre V(x) est appelee un systeme fon- 
damental de voisinages de x ; par exemple, pour la topologie discrete, l’ensemble 
{x} est un systeme fondamental de voisinages de x. 
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Dans un espace metrique, l’ensemble (B(x\r )) r> o des boules ouvertes cen- 
tres au point x constitue un systeme fondamental de voisinages du point x ; il en 
est de meme de l’ensemble des boules fermees (B'(x\r)) r> o, vu les inclusions 
B(x\r) C B'(x;r) et B'(x;r/ 2) C B(x\r). On peut preciser ceci de la fagon 
suivante. 

Proposition 2.8.2 Dans un espace metrique , r ensemble denombrable des 
boules ouvertes (B(x\ l/n))n>i et Vensemble denombrable des boules fermees 
(B'(x\ l/n)) n >i constituent des systemes fondamentaux de voisinages du point x. 
Preuve En effet, pour tout e > 0, il existe un entier n > 1 tel que 0 < 1/n < e, 
d’ou B(x ; 1/n) C B(x ; e) et B'(x\ 1 /n) c B f (x; e) ; tout voisinage de x contient 
done une boule ouverte de la forme B(x\ 1/n) et une boule fermee de la forme 
B f (x; 1/n). Q.E.D. 

Il est evidemment utile d’ avoir une caracterisation des bases de filtre. 
Proposition 2.8.3 Soit 3 un ensemble non vide de parties non vides d f un en- 
semble X. Pour qu'il existe un filtre (il est alors unique) sur X dont 3 en soit 
une base, ilfaut et il sujfit que 

(2.8.3) Vintersection de deux ensembles de 3 contienne un ensemble de 3. 

Preuve Observons d’abord qu’une base de filtre est necessairement un ensemble 
non vide de parties non vides d’apr&s ( Fs ). Notons ensuite que la condition (2.8.3) 
est n&essaire d’apres ( F 2 ). Reciproquement, supposons cette condition realisee ; 
s’il existe un filtre S' tel que 3 en soit une base, ce filtre est necessairement donne 
par la formule (2.8.1). Verifions que cette formule definit bien un filtre 7 : ( F \ ) 
est verify d’apres la definition m6me de S', (F 2 ) resulte de la condition (2.8.3) et 
S' est un ensemble non vide de parties non vides, car il en est ainsi de 3 , ce qui 
prouve (Fs). Il est clair enfin que 3 est une base de ce filtre S'. Q.E.D. 

Exemple 2.8.8 Filtre des sections Soit I un ensemble ordonne filtrant, c’est-&- 
dire tel que toute partie a deux elements soit majoree ; supposons en outre / non 
vide. Considerons alors l’ensemble des sections 

S(i) = [i y -» [ = {j e I ; j > i} ou i ddcrit I. 

Verifions que cet ensemble est une base de filtre sur I : cet ensemble est un en- 
semble non vide (car I est non vide) de parties non vides (car i £ S(i)) et, etant 
donn6 z, j £ /, il existe k £ I tel que i < k et j < k, d’ou S(i) fl S(j) D S(k) 
ce qui prouve (2.8.3). L’ensemble (S(i))i^i est done une base de filtre engendrant 
un filtre appele filtre des sections assocte k l’ensemble filtrant I. On notera que le 
filtre de Fr^chet est exactement le filtre des sections associe a l’ensemble filtrant N 
muni de l’ordre usuel. 


2.9 Parties ouvertes, parties fermees 

Nous avons defini la notion d’espace topologique en introduisant les filtres des voi- 
sinages des points ; nous allons introduire maintenant la notion d’ensemble ouvert 
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et montrer comment cette notion permet de donner une definition gquivalente des 
structures topologiques. Nous prendrons comme definition la caracterisation des 
ouverts d’un espace metrique de la proposition 2.7.3 ; dans un espace metrique, 
cette definition sera done coherente avec la definition anterieure. 

Definition 2.9.1 Dans un espace topologique X, une partie O est dite ouverte si 
elle est un voisinage de chacun de ses points . 

Ceci s’ecrit simplement 

(2.9.1) (Vx)(« g O => O g V(x)). 

Nous noterons 0 1’ ensemble de tous les ouverts de X ; cette famille de parties 
possede les memes proprietes (Oi), (O 2 ) et (0 3 ) que l’ensemble des ouverts d’un 
espace metrique. 

Proposition 2.9.1 Soit 0 1’ ensemble des ouverts d’un espace topologique X, on 
a alors 

(01) Toute reunion d’ensembles de 0 est un ensemble de 0. 

(0 2 ) L* intersection de deux ensembles de 0 est un ensemble de 0. 

(0 3 ) QeOetXeO. 

Preuve Notons d’abord que 0 G 0 d’apres (1.1.6) et que X G 0 d’apres (F 3 ) : 
ceci prouve (O 3 ). Verifions (Oi) : soit (O*)^/ une famille d’ouverts de reunion 

0 et soit x G O, alors il existe i G I tel que x G Oi , d’ou Oi G V(x) car Oi 
est ouvert et, vu que O D O it (Fi) montre que O est encore un voisinage de x ; 
ceci prouve que O est un voisinage de chacun de ses points, done est un ensemble 
ouvert. Wrifions enfin (O 2 ) : soient Oi, O 2 deux ouverts et soit x G O 1 OO 2 , alors 

01 et O 2 sont des voisinages de x , done 0\ fl O 2 est un voisinage de x d’apres 

(F 2 ) et ceci prouve que 0\ fl O 2 est un voisinage de chacun de ses points, done 
est un ensemble ouvert. Q.E.D. 

On notera qu’une reunion quelconque d’ensembles ouverts est un ensemble 
ouvert, alors qu’une intersection quelconque d’ensembles ouverts n’est pas en ge- 
neral un ensemble ouvert : (O 2 ) affirme seulement la stabilite de 0 par intersection 
finie. 

Nous avons d^fini la notion d’ensemble ouvert a partir de celle de voisinages ; 
la proposition suivante permet de reconstruire le filtre des voisinages d’un point, 
et plus generalement d’une partie non vide, connaissant 1’ ensemble des ouverts. 

Proposition 2.9.2 Soit A une partie non vide d’un espace topologique X. Une 
partie V de X est un voisinage de A si, et seulement si, V contient un ouvert 
contenant A. Autrement dit, V ensemble des voisinages ouverts de A est une base 
du filtre V(A). 

Preuve 1. Conskterons d’abord un voisinage V d’un point a et montrons qu’il 
existe un ouvert contenant le point a et contenu dans V. Nous poserons a priori 
(en fait O est l’int£rieur d e V) O = {x e X ; V G V(x)}. Alors, a G O car 
V G V(a). Si x G O, on a par definition V G V(x ), d’ou x G V d’apres (Vi), ce 
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qui prouve que O C V. Montrons enfin que O est ouvert, c’est-a-dire que O est 
un voisinage de chacun de ses points. Considerons done un point x de O ; d’apres 
la definition de O, on a V G V(x) ; utilisons alors (V 2 ), il existe un voisinage 
TV G V(x) tel que, pour tout y G TV, on ait V G V(y), c’est-a-dire y G O vu la 
definition de O ; autrement dit, il existe un voisinage TV G V(a;) tel que TV C O et, 
d’apres (Fi), il en resulte que O est un voisinage de x , ce qu’il fallait demontrer. 

2. Considerons ensuite un voisinage V d’une partie A non vide. D’apres 1 . 
il existe, pour tout a G A, un ouvert O a tel que a G O a C V. Posons alors 
O = U aeA O* ; cet ensem ble est ouvert d’apres (Oi) etAcOcF. 

3. Reciproquement, soit V une partie de X contenant un ouvert O contenant 

A ; alors O etant un voisinage de chacun de ses points, O est en particulier un 
voisinage de A et il en est done de meme de V qui contient O, car V(A) est un 
filtre. Q.E.D. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la 

Proposition 2.9.3 Soit 0 une famille de parties d’un ensemble X verifiant les 
axiomes (Oi), (O 2 ) et (O 3 ). Alors, il existe une unique topologie sur X telle que 
0 soit V ensemble des ouverts pour cette topologie. 

Preuve S’il existe une topologie repondant aux exigences voulues, le filtre V(x) 
des voisinages d’un point x ne peut etre que le filtre engendre par l’ensemble 

0(x) = {O G 0; x G O}. 

Ceci prouve done l’unicite d’une telle topologie. 

1. Verifions avant toutes choses que 0(a:) est une base de filtre. Or, 0(x) est 
un ensemble non vide (car X G 0(x) d’apres (O 3 )) de parties non vides (car 
tout ensemble de 0(x) contient x) qui est evidemment stable par intersection finie 
d’aprds ( 02 )- La proposition 2.8.3 montre que 0(x) est une base de filtre. 

2. Notons V(x) le filtre engendre par 0(x) et montrons qu’on definit ainsi une 
topologie J sur X. L’axiome (Vi) est trivialement verifie. Quant a l’axiome (V 2 ), 
soit V G V(x) ; il existe done un ensemble O G 0 tel que x G O c V ; prenons 
TV = O et soit y G TV ; d’apres la definition de 0(y), on a O G 0 (y), d’ou 
V G V(y) d’apres la definition de V(y). Ceci prouve (W)- 

3. Montrons que tout O G 0 est ouvert pour cette topologie T. Il faut mon- 
trer que O est un voisinage de chacun de ses points. Soit x € O, on a alors 
O G 0(x) C V(x), ce qui permet de conclure. 

4. Montrons que tout ensemble U ouvert pour la topologie 7 appartient a 0. 
Soit x G U, U est un voisinage de x , done il existe, d’apres la definition de V(ar), 
un ensemble O x G 0 tel que x G O x C U et il en resulte que U = |J x eu 
appartient a 0 d’apres (Oi). 

Les points 3. et 4. prouvent que 0 est l’ensemble de tous les ouverts pour la 
topologie 7. Q.E.D. 

Ceci prouve qu’il est equivalent, pour definir une structure topologique, de se 
donner, ou bien le filtre des voisinages de chaque point, ou bien l’ensemble de tous 
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les ouverts, le lien entre la notion de voisinage et celle d’ouvert etant assure par la 
definition 2.9. 1 et la proposition 2.9.2. 

Pour definir une topologie il n’est pas necessaire de se donner la famille de 
tous les ouverts, il suffit de se donner une sous-famille convenable dont void la 
definition. 

Definition 2.9.2 Dans un espace topologique X, un ensemble B de parties ou- 
vertes est appele une base de la topologie de X si tout ouvert est une reunion 
d’ ensembles de B. 

Vu la propriete (Oi), l’ensemble 0 est alors l’ensemble de toutes les reunions 
d’ensembles de B. Il en resulte ceci : sur un ensemble X> soit B un ensemble de 
parties ; s’il existe sur X une topologie telle que B en soit une base, alors cette 
topologie est parfaitement determinee, un ensemble sera ouvert si, et seulement 
si, c’est une reunion d’ensembles de B ; nous dirons alors que B est une base de 
topologie. On a le critere suivant. 

Proposition 2.9.4 Soit B un ensemble de parties d’un ensemble X , pour que B 
soit une base de topologie il faut et il suffit que 

( B\ ) l* intersection de deux ensembles de B soit une reunion d’ensembles de B. 
(B 2 ) X = l) Be vB. 

Preuve Ces conditions sont necessaires d’apres (0 2 ) et (Os). Montrons qu’elles 
sont suffisantes. Soit 0 l’ensemble des reunions d’ensembles de B et soit (Oi)i € j 
une famille d’ensembles de 0 ; on a done Oi = (Jj eJ L °u B j € d’oii 
U<€/ B o € 0, avec J = (j ieI Ji d’apres (1.3.5) et ceci prouve (Oi). 

Soient Oi, 0 2 € 0, on a done 0\ = |JiG/ B u O 2 = U jej B j, ou B iy Bj e 
d’oii Oi D 0 2 = U (ij)eixJ B i n B v d’apres (1.3.6) ; en utilisant (£ 1 ), puis 
1’ associative (1.3.5) de la reunion, on en deduit que 0\ fl 0 2 € 0, ce qui prouve 
(0 2 ). Enfin, on a 0 = (J.. G0 B { € 0 et X e 0 d’apres ( B 2 ) 9 ce qui prouve (Os). 

Q.E.D. 

Voici quelques exemples de ces notions. 

Si X est un ensemble muni de la topologie grossiere, on a 0 = {0, X}. Si X 
est muni de la topologie discrete, on a 0 = B(X) et une base de la topologie est 
donnee par la famille ({x}) x€ x* La proposition 2.7.2 montre que, dans un espace 
metrique, l’ensemble des boules ouvertes constitue une base de la topologie ; en 
particulier, sur M l’ensemble des intervalles ouverts ]a, 6[, ou a et b decrivent M, 
est une base de la topologie de R. 

Indiquons enfin une derniere notion importante. 

Definition 2.9.3 Dans un espace topologique , un ensemble est dit ferme si son 
complementaire est ouvert. 

Nous noterons O' l’ensemble des parties fermees de X. On notera que dans 
un espace topologique, la partie vide et la partie pleine sont des parties h la fois 
ouvertes et fermees ; il peut y en avoir d’autres : par exemple, pour la topologie 
discrete toutes les parties sont k la fois ouvertes et fermees. 
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D’apres la proposition 2.9.1, l’ensemble O' possede les proprietes suivantes. 
Proposition 2.9.5 Soit O' V ensemble des parties fermees d’un espace topologique 
X, on a alors 

(OJ) Toute intersection d y ensembles de 0' est un ensemble de O'. 

(0' 2 ) La reunion de deux ensembles de 0' est un ensemble de O'. 

(Of/) 0eO'etXe O'. 

D’apres la proposition 2.9.3, on a le r&ultat suivant. 

Proposition 2.9.6 Soit 0' un ensemble de parties d'un ensemble X verifiant les 
proprietes (OJ), (0 2 ) et (O 3 ), alors il existe sur X une unique topologie telle que 
0 ' soit V ensemble de tous les fermes pour cette topologie. 

Exercice 2.9.1 Montrer que la topologie d’un espace mdtrique fini est la topologie discrete. 

Exercice 2.9.2 Construire toutes les topologies sur un ensemble a deux ou trois dldments [on doit en 
trouver 4 et 29 respectivement]. 

Exercice 2.9.3 Topologie de l’ord re Soit X un ensemble totalement ordonne, montrer que 1’en- 
semble des intervalles ouverts (limitds ou non), c’est-a-dire l’ensemble des intervalles ]a, 6[, ] , a[, 

]a, — ► [ et X, est une base de topologie sur X, dite topologie de l’ordre. Montier que tout intervalle 
fermd est fermd pour cette topologie. La topologie de l’ordre sur R ou R (exemple 2.13.5) est la topo- 
logie usuelle. 

Exercice 2.9.4 Soit X un espace topologique, montrer qu’un ensemble !B de parties ouvertes est une 
base de la topologie de X si, et seulement si, pour tout x G X l’ensemble S x = {O £ !B ; x G O} 
est un systfcme fondamental de voisinages de x. 

Exercice 2.9.5 Soit X un espace topologique, on dit qu’une application / : X -»• R prdsente un 
minimum local en un point a E X s’il existe un voisinage V de a tel que /(a) < f(x) pour tout 
x E V ; un minimum local est dit strict si /(a) < f(x) pour tout 26 V - {a}. 

On suppose que X ad met une base de topologie ddnombrable. 

1. Montrer que l’ensemble A des points a € X ou / prdsente un minimum local strict est ddnom- 
brable [soit ( B n ) une base de la topologie, pour tout a e A il existe n tel que a e B n et /(a) < f(x) 
pour x G £ n , x # a ; en ddduire une injection de A dans N]. 

2. Soit B l’ensemble des points a e X oil / prdsente un minimum local, montrer que f(B) est 
ddnombrable. 


2.10 Interieur, adherence 

Definition 2.10.1 Soit X un espace topologique et soit A une partie de X. 

7. Un point x de X est dit interieur a A si A est un voisinage de x ; l y ensemble 
A des points interieurs a A s’appelle V interieur de A. 

2. Un point x de X est_ appele un point adherent a A si tout voisinage de x 
rencontre A ; V ensemble A des points adherents a A s y appelle V adherence de A. 

L’ interieur de A sera egalement note Int A. 

Etudions d’abord la notion de point interieur. Dire que le point x est interieur 
a A signifie qu’il existe un ouvert O tel que x e O C A ; un ouvert dtant un 




2.10 INTERIEUR, ADHERENCE 85 


voisinage de chacun de ses points, tout point de O est interieur a A et, par suite, 
l’interieur de A est la reunion de tous les ouverts contenus dans A. D’apres (0 1 ), 
l’interieur de A est un ensemble ouvert et c’est le plus grand ouvert contenu dans 
A. 

On en deduit de suite les proprietes suivantes. 

(2.10.1) A C B => A C B, pour tout A, B G 7{X). 

o 

(2.10.2) Une partie A est ouverte si, et seulement si, A = A. 

Proposition 2.10.1 Soit (Ai) ie j une famille de parties , on a 

(2. 10.3) Int p| Ai C n Int A i et (J Int A t C Int (J A { . 

iel iel i€l i€l 

En outre, la premiere inclusion devient une egalite lorsque I est un ensemble fini. 

Preuve Ces inclusions resultent de (2.10.1) car tout Ai contient l’intersection de 
la famille et est contenu dans sa reunion. Montrons ensuite que 

Int A fl Int B C Int (A fl B), 

° O 

ceci prouvera la derniere assertion. Or, A fl B est un ouvert contenu dans A fl B, 
done contenu dans l’interieur de A Pi B, ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Exercice 2.10.1 Donner un exemple (sur R) oii I’ inclusion A U B c Int (A U B) est stricte. 

Nous obtiendrons les premieres proprietes de 1* adherence grace a la proposi- 
tion suivante. 

Proposition 2.10.2 Pour toute partie A, on a 

(2.10.4) X - A = Int (X - A) et X - Int A = T^A. 

Preuve II suffit de demontrer la premiere egalite, la seconde s’en deduisant en 
substituant X - A a A. Or, dire qu’un point x n’est pas adherent a A signifie qu’il 
existe un voisinage V de x ne rencontrant pas A , soit V fl A = 0 ou bien encore 
V C X - A, ce qui signifie que X — A est un voisinage de x et ceci veut dire 
precisement que x est un point interieur a X — A. Q.E.D. 

On en deduit les proprietes suivantes. L’ adherence de A est Intersection de 
tous les fermes contenant A (sur M, Tadherence de A avait ete definie ainsi) et 
c’est le plus petit ferme contenant A. On a, en outre 

(2.10.5) A C B => A C £, pour tout A, B G 7(X). 

(2.10.6) Une partie A est fermee si, et seulement si, A = A. 

(2.10.7) (J ^ c |J At et p| Ai c p| T h 

iei iel iei %ei 

la premiere inclusion devenant une egalite si / est fini. 

Definition 2.10.2 Soit A une partie d’un espace topologique X, un point x est 
appele un point front ie re de A si tout voisinage de x rencontre a lafois A et son 
complementaire ; V ensemble Fr A des points frontieres s’appelle la frontie re de 
A . 
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Un point frontiere est done un point adherent aAeta son complementaire et 
par consequent Fr A = An X - A = A - A ; la frontiere de A est done un 
ensemble ferm£. La relation precedente peut s’ecrire d’apres (2.10.4) 

X - Fr A = Int A U Int (X -A); 

les ensembles Int A et Int (X-A) 6tant disjoints, on en deduit la proposition sui- 
vante. 

Proposition 2.10.3 So it A une partie d’un espace topologique X , alors la fron- 
tiere de A, l’ interieur de A et V inter ieur de son complementaire constituent une 
partition de X. 

Note L’ interieur de X - A est appete l’ext&ieur de A. 

D’apres la relation Fr A = A - A, on notera egalement que 

A = A U Fr A 

ou les ensembles A et Fr A sont disjoints : un point adherent est soit un point 
interieur, soit un point frontiere. 

Proposition 2.10.4 Soit A une partie d’un espace topologique X, alors A — A 
est d’ interieur vide. Si A est un ensemble ouvert ouferme , la frontiere de A est 
d’ interieur vide. 

Preuve Soit O 1’ interieur de A — A. Supposons cet ouvert O non vide : soit 
a G O, alors a est un point adherent a A et O est un voisinage de ce point, done O 
rencontre A, ce qui est absurde. Ceci prouve que 1’ interieur de A - A est vide. 

Si A est ouvert, la frontiere de A, Fr A = A — A, est done d’ interieur vide et 
il en est de meme lorsque A est ferme, vu que Fr A = Fr (X-A). Q.E.D. 

Exercice 2.10.2 Soient AetB deux parties d’un espace topologique telles que AC\B = ~AnB = 0, 
montrer que A U B = Int (A U B). 

Exercice 2.10.3 Soient A et B deux parties d’un espace topologique, si A est ouvert montrer que 
AnBCi4fl5et donner un exemple sur R ou 1’inclusion est stricte. En ddduire que 

An~B = An B. 

Exercice 2.10.4 Famille localement finic de fermes Une famille {Ai)i^j de parties d’un espace 
topologique X est dite localement finie si, pour tout x G X, il existe un voisinage de x ne rencontrant 
qu’un nombre fini de A*. 

1. Montrer alors que (J i€l Ai = \J ieI Ai. 

2. En ddduire qu’une reunion localement finie de fermds est fermde. 

Exercice 2.10.5 Soit A une partie d’un espace topologique, montrer que 

Fr (A) C Fr (A) et Fr (A) C Fr (A) 

et donner un exemple sur M ou ces inclusions sont strictes. 

Exercice 2.10.6 Soient A et B deux parties d’un espace topologique. 

1 . Montrer que 

Fr (A) U Fr (B) = Fr (A U B) U Fr (AH5)U (Fr (A) n Fr (B)) 
et en ddduire que Fr (AUB) = Fr (A) U Fr (B) siAflB = 0. 
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2. En utilisant 1’exercice 2.10.2, montier que 

Fr (A U B) = Fr (A) U Fr (£) 

des que AnB = AC\B = ®. 

Exercice2.10.7 Axiomes de fernieture de Kuratowski Soit X un espace topologique, on pose 
c*(A) = A, montrerque 1’ application a : CP(X) — v T(X) vdrifie les propridtes suivantes 

1. a(0) = 0, 

2. pour tout A G 0>(X), A C <*(A), 

3. pour tout A G ^(X), a(a(A)) = a(A), 

4. pour tout A,B e CP(X), a(A U B) = ol(A) U a(B). 

Rdciproquement, soient X un ensemble et a : CP(X) ->• 1P(X) une application vdrifiant les 
propridtds precedentes, montrer alors qu’il existe une unique topologie sur X telle que a(A) = A 
pour tout A G y{X). 

Sur un espace metrique la notion de distance permet de donner une caractdri- 
sation tres simple des notions de point interieur, point adherent et point frontiere. 
Etant donne une partie non vide A d’un espace metrique X et un point a de X , on 
ddfinit la distance de a a A par la formule 

(2.10.8) cl(a,A) = inf d(a y x). 

x€A 

Proposition 2.10.5 Soit A une partie non vide d'un espace metrique X et soit a 
un point de X. Alors 

1. Le point a est interieur a A si, et seulement si, d(a, X — A) > 0. 

2. Le point a est adherent a A si, et seulement si, d(a, A) = 0. 

3. Le point a est un point frontiere de A si, et seulement si, 

d(a,A) = d(a,X-A)=0. 

Preuve Dire que a est un point intdrieur a A signifie que A est un voisinage de a, 
c’est-a-dire qu’il existe r > 0 tel que B(a;r) C A et cette condition equivaut a 
d(a ) X - A) > r, ce qui prouve 1. Dire que a est un point adherent h. A signifie 
que a n’est pas interieur au compl&nentaire de A d’apr&s (2.10.4) done que 
d(a, A) = 0 d’apres 1. Enfin 3. resulte de 2. d’apres la definition 2.10.2 des points 

frontieres. Q.E.D. 

Note On a evidemment B(a\ r) C B'( a ; r) ma is l’inclusion peut etre stricte : pour 
la metrique discrete, on a par exemple B(a\ 1) = {a} et B f (a ; 1) = X. De meme, 
l’inclusion B(a\ r) C Int B'(a\ r) peut etre stricte, etc. 

Definition 2.10.3 Une partie A d’un espace topologique X est dite dense dans X 
ou partout dense si A = X. L’ espace X est dit separable s’il existe une partie 
denombrable partout dense. 

On verifie de suite la proposition suivante. 

Proposition 2.10.6 Une partie Ade X est partout dense si, et seulement si, tout 
ouvert non vide rencontre A. 

Exemple 2.10.1 L’ espace R est separable car Q est dense dans R. 
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Voici une condition suffisante pour qu’un espace soit separable, cette condition 
etant necessaire et suffisante dans le cas des espaces metrisables. 

Proposition 2.10.7 Un espace topologique X admettant une base de topologie 
denombrable est separable. La reciproque est vraie si X est metrisable. 

Preuve Soit (B n ) n eN une base denombrable de la topologie de X ; on peut sup- 
poser ces B n non vides ; en prenant un point x n dans chaque B n , on construit une 
suite ( x n ) partout dense d’apres la proposition 2. 10.6. Reciproquement, supposons 
X metrisable et separable ; soit d une distance sur X definissant la topologie de 
X et soit (a n ) une suite partout dense. Verifions alors que l’ensemble des boules 
ouvertes B(a n \ 1/m), ou n £ N, m £ N*, est une base de la topologie. Soit O un 
ouvert de X, x £ O ; il existe une boule ouverte B{x\r) ( r > 0) contenu dans 
O. Montrons qu’il existe n £ N, m £ N* tels que x £ B(a n \ 1/m) C B(x\r) : 
choisissons d’abord m £ N* tel que 1/m < rj 2, puis n tel que d(x> a n ) < l/m\ 
si d(a n) y) < 1/m, on a alors 

d(x , y) < d(x, a n ) + d(a n ,y) < 2/m < r, 
ce qui prouve le resultat annonce. II en resulte que Touvert O est une reunion de 
boules B(a n ; 1/m) ce qui prouve l’assertion. Q.E.D. 

Pour un exemple d’espace separable n’admettant pas de base de topologie de- 
nombrable, voir l’exercice 2.17.6. 

Definition 2.10.4 Soit A une partie d’un espace topologique X, un point x £ A 
est appele un point isole de A s y il existe un voisinage de x ne rencontrant A qu’au 
point x. Un point d y accumulation de A est un point adherent a A qui n y est pas un 
point isole de A. 

En particulier, en prenant A = X, dire qu’un point x est isold dans X signifie que 
{x} est un voisinage de x , c’est-a-dire que {x} est un ensemble ouvert. 

Exercice 2.10.8 Soit X un espace topologique, on considfcre les propridtds suivantes 
(D\) X admet une base de topologie denombrable. 

(£> 2 ) X est separable. 

(£> 3 ) Toute partie A de X, dont tous les points sont isol^s dans A , est ddnombrable. 

( £> 4 ) Toute famille d’ouverts non vides disjoints deux h deux est ddnombrable. 

Montrerque (£>i) => (£> 2 ) => (£> 4 ) et (£> 1 ) => (£> 3 ) => (^ 4 )- 
Exercice 2.10.9 Soit X un espace mdtrique, pour tout n £ N* on note A n l’ensemble des parties 
A de X vdrifiant la propridtd 

pour tout x,y £ A,x ^ y, on a d(x, y) > 1/n. 

1 . Montrer que A n ordonnd par inclusion est inductif. 

2. Soit A n un dldment maximal de A nt montrer que U^Li A n est partout dense. 

3. En ddduire que {Da) =^> (£> 2 ) (exercice 2.10.8) et que dans un espace mdtrique les propridtds 
(£) x ) k (D 4 ) sont dquivalentes. 

Exercice 2.10.10 1. Soit A une partie d’un espace topologique X, montrer que tout point isold de 
A est un point isold de A. 

2. Soit Xi la reunion de tous les sous-espaces de X sans point isold, montrer que X\ est un 
sous-espace ferm6 sans point isold et que toute partie non vide de X — X\ admet au moins un point 
isold. 
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Exercice 2.10.11 Ensemble derive Soit A une partie d’un espace topologique X, l’ensemble A' 
des points d’accumulation de A est appeld l'ensemble ddrivd de A. Montrer que A C B => A' C £', 
A = AuA', (AU BY = A' U B 1 et A ' = (/l)'. En outre, si tout point de X est fermd, A " c A 1 
et A' = A F = (A)'. 

Exercice 2.10.12 Theoreme de Cantor-Bendixon Soit A une partie d’un espace topologique X , 
on dit qu’un point x € X est un point de condensation de A si, pour tout voisinage V € V(a;), V fl A 
est non ddnombrable. On note A * l’ensemble des points de condensation de A. 

1. Montrer que A C B =$> A* C B*, A* C A’ (exercice 2.10.1 1), A * = A*, 

(A U B)* =A*UB* et A** C A*. 

2. Si X admet une base de topologie ddnombrable, montrer que A — A* est ddnombrable ; en 
ddduire que (A - A*)* = 0 et que A* = A **. 

3. En ddduire que tout espace a base de topologie ddnombrable s’dcrit comme la reunion disjointe 
de deux sous-espaces X\ et X 2 ou X\ est ferme sans point isole et X 2 est ddnombrable (thdordme de 
Cantor-Bendixon). 


2.11 Limites 

Nous nous proposons de definir une notion de convergence pour un filtre sur un 
espace topologique ; les filtres de reference seront les filtres des voisinages des 
points et il s’agit done de comparer des filtres entre eux. Or, un filtre sur un en- 
semble X est une partie de y(X) ; on peut done munir l’ensemble des filtres sur X 
de l’ordre induit par l’inclusion entre parties de 7 (X ). Ceci conduit a la definition 
suivante. 

Definition 2.11.1 Soient 7 et J' deux filtres sur un ensemble X, on dit que J est 
moins fin que 7' si 7 C S 7 , c ' est-a-dire si 

( 2 . 11 . 1 ) 

Si J C S'', on dit que y' est plus fin que y ; en outre, si y ^ y', on dit que J est 
strictement moins fin que y' ou que y' est strictement plus fin que y. 

Exercice 2.11.1 Soit f J un filtre sur un ensemble X tel que fU/ey ^ = montl ‘ er 9 ue X est 
infini et que f J est plus fin que le filtre des compldmentaires des parties finies de X. 

Pour comparer des filtres engendres par des bases de filtre, on utilisera la pro- 
position suivante. 

Proposition 2.11.1 Soient $ et 23' deux bases de filtre engendrant des filtres y et 
y', alors y est moins fin que y' si, et seulement si, tout ensemble de T> contient un 
ensemble de !B'. 

Preuve Si y est moins fin que y', tout ensemble de 7> appartient a y 7 , done contient 
un ensemble de 7'. Reciproquement, si tout ensemble de 7> contient un ensemble 
de !B', tout ensemble de !B, et par consequent tout ensemble de y, appartient & T. 

Q.E.D. 
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Exemple 2*11.1 Soit 7 un filtre sur un espace topologique X, alors l’ensemble 
(M) mgj est une base de filtre sur X (car M n N D M n N d’apr&s (2. 10.7)) qui 
engendre un filtre moins fin que 7. 

Les filtres convergeant vers un point x seront alors les fibres plus fins que le 
filtre V(x) des voisinages du point x. Ecrivons explicitement la definition. 

Definition 2.11.2 Soit 7 un filtre sur un espace topologique X. On dit que 7 
converge vers un point x E X, ou que x est un point limite du filtre 7, si 7 est plus 
fin que le filtre V(x) des voisinages du point x. On ecrit alors x = lim 7. 

Dire que le filtre 7 converge vers x signifie done que tout voisinage V de x appar- 
tient a 7. 

Remarque 2.11.1 Ddfinir une topologie sur un ensemble X 6quivaut done a de- 
finir l’ensemble de tous les filtres qui convergent. La definition 2.1 1.2 signifie en 
effet que le filtre V(x) est le plus petit element de l’ensemble de tous les filtres qui 
convergent vers x. 

Si B est une base du filtre 7 , on dira bien sur que B converge vers x, ou que x 
est un point limite de B, si 7 converge vers x. D’apres la proposition 2.1 1.1, on a 
evidemment la proposition suivante. 

Proposition 2.11.2 Soit B une base de filtre sur un espace topologique X. Alors 
B converge vers un point x E X si, et seulement si, tout voisinage V de x ap- 
partenant a un systeme fondamental de voisinages de x contient un ensemble de 
B. 

Donnons quelques proprietes et exemples de ces notions. Observons d’abord 
que le filtre V(x) lui-meme converge vers x et que tout filtre plus fin qu’un filtre 
convergeant vers x converge aussi vers x. Pr&isons qu’un filtre n’a pas necessai- 
rement de point limite ; par exemple, sur un espace discret les seuls filtres conver- 
gents sont les filtres des voisinages des points : en effet, si 7 est un filtre plus 
fin que le filtre V(x), etant donne que {x} appartient a V(x) done a 7 , tout en- 
semble de 7 doit rencontrer {x} d’apres (F 2 ), e’est-a-dire contenir le point x, ce 
qui prouve que 7 = V(x). 

Pr^cisons egalement qu’un filtre peut avoir plusieurs points limites ; par exem- 
ple, sur un ensemble X muni de la topologie grossi&re, tout filtre converge vers 
tout point puisque V(x) = {X}. II faut done prendre garde a la signification de 
x = lim 7 qui dit simplement que x est “un” point limite de 7. Lorsque X est un 
espace metrisable, de telles pathologies ne se produisent pas ; on a en effet la 

Proposition 2.11.3 Soit X un espace metrisable et soit 7 un filtre sur X, alors 7 
admet au plus un point limite : on exprime cette propriete en disant que X est un 
espace separe. 

Preuve Soit d une distance sur X definissant la topologie de X. Supposons qu’il 
existe un filtre 7 sur X convergeant a la fois vers x et y, x ^ y. Posons 
r = d(x>y) > 0 ; les boules ouvertes B(x;r/ 2) et B(y;r/2) sont des voisinages 
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de x et y respectivement, done appartiennent a 5F. Ceci est absurde car 1’ intersec- 
tion de ces boules est vide : s’il existait 2 e B(x\rj 2) n B(y;r/ 2), on aurait 
d(x , 2 ) <r/2 et cl(y , 2 ) < r/2, d’ou d(x, y) < r, ce qui contredit la definition de 
r. Q.E.D. 

Pour ecrire qu’une base de filtre 23 converge vers x dans un espace metrique, 
on peut utiliser comme systeme fondamental de voisinages du point x l’ensemble 
des boules fermees centrees en ce point ; cette convergence s’ecrit done 

(2.11.2) (Ve > 0)(3P € ®)(P c B'(x;e)) 

Nous venons de definir une notion de convergence pour ce qui concerne les 
filtres. Ceci permet d’en deduire une notion de convergence pour des suites. Le 
procede est tres simple ; observons qu’une suite est une application de N dans X 
et que sur N nous avons defini un filtre, le filtre de Frechet ; si nous apprenons 
a prendre l’image (directe) d’un filtre par une application, il suffira d’examiner si 
l’image du filtre de Frechet par la suite converge. 

Considerons done deux ensembles non vides X et Y et une application 
/ : X -»* Y. Si J est un filtre sur X, l’image de J par /, e’est-a-dire l’ensemble 
de parties f(J) = {f(M) ; M £ J}, n’est pas en general un filtre sur Y ; si / 
n’est pas surjective, Y n’appartient pas a /( J) ; nous allons montrer que f(3) est 
une base de filtre. Plus generalement, on a la proposition suivante. 

Proposition 2.11.4 Soit 23 une base de filtre sur X engendrant un filtre alors 

f(‘- B) est une base de filtre sur Y engendrant un filtre J 1 qui ne depend que de 3 ; 
on a en outre 

(2.11.3) = {M f c Y ; £ y}. 

Le filtre 5* est appele le filtre image du filtre 3 par V application /. 

Preuve En effet, f(*B) est un ensemble non vide (car 3 est non vide) de parties 
non vides (car Y est non vide et tout ensemble de 23 est non vide) ; en outre, soit 
M,N £ !B, alors il existe P £ tel que MnN D P, d’ou f(M)nf(N) D /(P), 
ce qui prouve que /(23) est une base de filtre. Une partie M' de Y appartient au 
filtre engendrd T si, et seulement si, il existe M £ ! B tel que f(M) C M\ e’est- 
a-dire tel que M C /“ 1 (M / ), ce qui signifie simplement que appartient 

au filtre Ceci prouve la formule (2. 1 1 .3) et la proposition. Q.E.D. 

Exercice 2.11.2 Soient X et Y des ensembles et f : X —> Y une application surjective, montrer 
que Timage par / de tout filtre sur X est un filtre sur Y. 

Remarque 2.11.2 Si 23i et $2 sont deux bases de filtre sur X et si 23i engendre 
un filtre moins fin que 232, il est clair que /(®i) engendre un filtre moins fin que 
/(» 2 ). 

Exemple 2.11.2 Soient X un ensemble, A une partie de X et i : A -> X l’injec- 
tion canonique de A dans X. Si 23 est une base de filtre sur A, i( 23) est une base 
de filtre sur X ; le filtre engendre par i( ( . B) n’est autre que le filtre engendre par 23 
considere comme base de filtre sur X. 
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Exemple 2.11.3 Filtre elementaire associe a une suite Soit (x n ) une suite d’ElE- 
ments d’un ensemble X et soit / : N X l’application dEfinie par f(n) = x n . 
L’ image du filtre de Frechet par cette application est appelEe filtre Elementaire 
associe a la suite ( x n ). Une base de ce filtre est done donnee par la famille d’en- 
sembles 

(2. 1 1 .4) B n = [J { x p }, ou n decrit N, 

p>n 

et une partie M de X appartient k ce filtre si, et seulement si, 

(2.11.5) (3n G N )(Vp G N )(p > n => x p G M), 

ce qu’on exprime en disant que M contient tous les termes x n de la suite sauf 
peut-etre un nombre fini d’entre eux. Si X est un espace topologique, on dit que la 
suite ( x n ) converge vers x, si le filtre ElEmentaire associE a la suite ( x n ) converge 
vers x ; on dit aussi que la suite ( x n ) tend vers x quand n tend vers l’infini et on 
Ecrit x = lim^oo x n . Si S(x) est un systEme fondamental de voisinages de x, 
ceci signifie done que 

(2.11.6) (VF G S(x))(3n G N)(Vp € N)(p > n => x p G V). 

Lorsque X est un espace mEtrique, on notera que cette dEfinition coincide bien 
avec la dEfinition 2.7.2. 

ConsidErons une sous-suite (x n/ J de la suite (x n ), alors le filtre ElEmentaire 
associE a cette sous-suite est plus fin que le filtre ElEmentaire associE a la suite 
(x n ) comme le montre (2.11.5). II en rEsulte que toute sous-suite extraite d’une 
suite convergente vers x converge aussi vers x. 

Exercice 2.11.3 Filtre intersection 1. Montrer que toute famille non vide de (litres sur un 

ensemble X admet une borne infdrieure 5 = inf ie / appelde filtre intersection de la famille [prendre 
'J = Hie/ = {M C X\ M e f Ji pour tout i E /}]. 

2. Si X est un espace topologique, montrer que a = lim(infi € / 3^) si, et seulement si, 

a = lim Ji pour tout i E I. 

Donnons maintenant la dEfinition gEnErale de valeur limite d’une application 
suivant un filtre. 

Definition 2.11.3 Soit f : X —>Y une application definie sur un ensemble X eta 
valeurs dans un espace topologique Y et soit J un filtre sur X. On dit qu’un point 
y GY est une valeur limite ou simplement une limite de f suivant le filtre J si la 
base de filtre /(J) converge vers y. 

On Ecrit alors y = limy /. Ceci signifie que la base de filtre f(J) est plus fine 
que le filtre V(y) ; si $ est une base du filtre et §(y) un systEme fondamental de 
voisinages du point y , ceci s’Ecrit done 

(2.11.7) (VF G S(y))(3M G B)(/(M) C V). 

L’ inclusion f(M) C V Etant Equivalente k M C / -1 (^)> il est Equivalent de dire 
que l’image rEciproque par / de tout voisinage V G S(y) appartient a J. 

Voici trois exemples particuliErement importants de cette notion. 
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Exemple 2.11.4 Si X est un espace topologique, dire qu’une suite ( x n ) converge 
vers x signifie done que x est une valeur limite de l’application x n suivant le 
filtre de Frechet. 

Exemple 2.11.5 Suite generalisee Dans un ensemble X , une famille d’elements 
(xi)iei indexde par un ensemble filtrant (exemple 2.8.8) est appelee une suite ge- 
neralisee. Si X est un espace topologique, on dit qu’une suite gendralisee converge 
vers x si x est une valeur limite de l’application i Xi suivant le filtre des sections 
associe a l’ensemble filtrant I. Si S(x) est un systeme fondamental de voisinages 
de x , ceci signifie vu la definition du filtre des sections 
(2.1 1.8) (VV G S(x))(3 i G J)(Vj G I)(j >i=>XjG V). 

Cette notion de convergence generalise celle de convergence des suites ordinaires. 
Nous allons montrer que la connaissance de toutes les suites generalisees conver- 
gentes determine parfaitement la topologie de l’espace. A cet effet, montrons qu’un 
point x est adherent a une partie A si, et seulement si, il existe une suite ge- 
neralisee de A qui converge vers x. D’apres (2.11.8), il est clair que la condi- 
tion est suffisante. Reciproquement, soit x G A ; pour tout V G V(x)> V fl A 
est non vide ; choisissons un point xy G V fl A. On construit ainsi une suite 
gendralisee (xy)y e v( x ) de A en prenant pour relation d’ordre sur V(x) l’oppo- 
see de l’inclusion, autrement dit V < W signifie V D W ; l’ensemble V(x) 
est alors un ensemble filtrant d’apres ( F 2 ) et il est evident que cette suite ge- 
neralisee converge vers x , ce qui prouve le resultat annonce. Ce resultat montre 
qu’une partie A est fermee si, et seulement si, elle contient les limites de ses suites 
gendralisees qui convergent. Il en resulte que la donnee des suites generalisees 
convergentes determine O', done 0, e’est-a-dire la topologie de l’espace. Ce re- 
sultat devient en general faux si Ton se restreint a des suites ordinaires. On ob- 
tient un exemple en construisant sur un ensemble deux topologies differentes pour 
lesquelles les suites convergentes sont les memes. Prenons un ensemble X infini 
non ddnombrable. On peut definir sur X la topologie discrete : une suite ( x n ) 
converge vers x pour cette topologie si, et seulement si, il existe n G N tel que 
x p = x pour p > n. On construit une autre topologie J 2 sur X en prenant pour 
ensemble 0 l’ensemble vide et l’ensemble des complementaires des parties dd- 
nombrables de X ; on verifie de suite les axiomes des ouverts ; les topologies Ti 
et J 2 sont differentes car X n’est pas denombrable. Soit ( x n ) une suite conver- 
gente vers x pour la la topologie 7 2 ; posons / = {n G N ; x n ^ x} y l’ensemble 
A = U n £i{ x n) est ddnombrable, done X - A est un ouvert et, contenant x , e’est 
un voisinage de x ; il en resulte qu’il existe n G N tel que x p G X - A pour p > n 9 
e’est-a-dire x p = x pour p > n et ceci prouve bien que les suites convergentes 
pour cette topologie 7 2 sont, comme pour la topologie 7i, les suites stationnaires 
a partir d’un certain rang. 

Exemple 2.11.6 Soient X, Y des espaces topologiques et une application 
/ : X Y. Si / admet une limite y suivant le filtre V(a) des voisinages 
d’un point a G X 9 on dit que f(x) tend vers y quand x tend vers a et on ecrit 
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y = lim x -+ a f(x). En notant S(a) et §(y) des systemes fondamentaux de voisi- 
nages de a et y respectivement, ceci signifie done 

(2.11.9) (W <E S(y))(3W € §(a))(f(W) C V). 

On peut aussi exprimer cette convergence en disant que 1’ image reciproque par / 
de tout voisinage de y est un voisinage de a. 

Si /( x) tend vers y quand x tend vers a, alors, pour toute suite ( x n ) de X 
convergeant vers a, la suite ( f(x n )) converge vers y : en effet, le filtre dlementaire 
7 associe a la suite ( x n ) est plus fin que le filtre V(a), done le filtre engendre par 
/(J), qui n’est autre que le filtre elementaire associe a la suite ( f(x n )) est plus fin 
que /(V(a)), done converge a fortiori vers y. 

Exercice 2.11.4 1. Soient 3\ et 3 2 des bases de filtre sur des ensembles X\ et X 2 , notons 3i le 
filtre engendrd par 3^ montrer que 3i x X >2 = {B\ x ^ 2 ;^ E 3i} est une base de filtre sur 
X\ x X 2 engendrant un filtre 3 qui ne depend que de 3\ et 32. 

2. On prend X\ = X 2 = N et, pour fibres 3\ et 32, les fibres de Frdchet ; montrer que 
([n, +oo[ 2 ) n€ N est une base du fibre 3 et que ce fibre est strictement plus fin que le filtre 3' des 
compl£mentaires des parties finies de N 2 . 

3. Soil / : N 2 -> X une application & valeurs dans un espace topologique X, on pose 
/(m, n) = a c m , n et / = (x m)n )( m>n ) €N 2 est appel^e une suite double. Montrer qu’un point x € X 
est une valeur limite de / suivant 3 (resp. 3') si, et seulement si, 

(yy £ V(z))(3n e N)(V(p, q) E N 2 )(p > n et q > n => x Piq E V) 

et respectivement 

(VV E V(x))(3n E N)(V(p, q) E N 2 )(p > n ou q > n => x PtQ E V) 

Exercice 2.11.5 Soit 3 un fibre sur un ensemble X, on ddfinit une relation d’ordre sur 3 en posant 
M < N si M D N. 

1 . Montrer que 3 est un ensemble filtrant. 

2. Pour tout M E 3> soit x m un Element de M ; montrer que le filtre associd a la suite gdndralis^e 
(xA'^Mex est plus fin que 3. 


2.1 2 Espaces a base denombrable de voisinages 

Venons-en a une remarque tout a fait fondamentale qui montrera que pour certains 
espaces topologiques la consideration des suites est suffisante. 

Considerons d’abord sur un ensemble X un filtre J admettant une base denom- 
brable ( B n ) ne n et posons Co = Bo et C n = C n _ 1 fl B n pour n > 1 ; on obtient 
ainsi une base denombrable decroissante (C n ) n€ N du filtre J dont l’interet est le 
suivant ; choisissons un point x n dans chaque ensemble C ni on construit ainsi une 
suite ( x n ) dont le filtre elementaire est plus fin que vu que x p E C p c C n pour 
toutp > n, e’est-a-dire U p > n { x p} c c n- 

En particulier, dans un espace topologique X , si un point a admet un systeme 
fondamental denombrable de voisinages (V" n ) n€ N, qu’on peut supposer decrois- 
sant d’apres ce qui precede, en prenant un point x n dans chaque V ni on construit 
une suite qui converge vers a. 
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Exercice 2.12.1 1. Montrer qu’un filtre h base denombrable est 1* intersection (exercice 2.1 1.3) de 
tous les filtres dldmentaires plus fins que lui [si f J* est cette intersection, noter que ( S < f J' et pour 
ddmontrer l’dgalitd raisonner par l’absurde]. 

2. En ddduire qu’un filtre f S h base ddnombrable sur un espace topologique converge vers un point 
a si, et seulement si, toutes les suites, dont les filtres dldmentaires sont plus fins que ‘5, convergent vers 
a. 

Dans un espace topologique X , considerons alors une suite ( x n ) convergeant 
vers un point a ; si A est une partie de X qui contient tous les points x n , le point 
a est un point adherent a A : en effet, tout voisinage de a rencontre A puisqu’il 
contient tous les x n sauf peut-etre un nombre fini d’entre eux. Inversement, £tant 
donne un point a adherent a A, existe-t-il une suite de A qui converge vers a ? 
La reponse est en general negative ; comme nous l’avons vu (exemple 2.11.5), 
on obtient une reponse positive en acceptant des suites generalises. Nous allons 
nous interesser & une classe d’ espaces topologiques pour lesquels la reciproque est 
exacte. 

Definition 2.12.1 Un espace topologique est dit a base denombrable de voisi- 
nages si, pour tout point a , le filtre V(a) admet une base denombrable. 

Tout espace metrisable est a base denombrable de voisinages d’apres la propo- 
sition 2.8.2. 

Proposition 2.12.1 Soit X un espace topologique a base denombrable de voisi- 
nages, alors un point ade X est adherent a A si, et seulement si, il existe une suite 
de A qui converge vers a. 

Preuve Soit a un point adherent a A et soit (Ki)neN une base denombrable de- 
croissante du filtre V(a). Tout voisinage de a rencontrant A , on peut choisir un 
point x n dans V n D A et on construit ainsi une suite de A qui converge vers a. 

Q.E.D. 

La definition 2.7.3 des parties fermees dans un espace metrique vaut encore 
dans un espace a base denombrable de voisinages, soit 

Corollaire 2.12.2 Dans un espace a base denombrable de voisinages, une partie 
estfermee si, et seulement si, elle contient les limites de ses suites convergentes. 

Ce corollaire montre que, dans les espaces a base denombrable de voisinages, 
la notion de suite convergente determine la topologie de l’espace. Plus precise- 
ment, considerons une partie 6 de J(N;X) x X , c’est-a-dire un ensemble de 
couples ((x n ),x) constitues d’une suite de X et d’un point de X. On peut alors 
se demander s’il existe sur X une topologie telle qu’une suite ( x n ) converge vers 
x si, et seulement si, ((x n ),a:) G 6. Le corollaire precedent montre que s’il existe 
une topologie a base denombrable de voisinages solution de ce probleme, alors 
elle est unique : une partie A est fermee pour cette topologie si, et seulement si, 
(V((x n ),x) G e)((Vn G N)(x n G A) => x G A). 

Rien ne permet d’affirmer qu’il n’existe pas d’autres topologies solutions du pro- 
bleme ; on peut simplement dire que ces autres solutions eventuelles ne sont pas a 
base denombrable de voisinages. 
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Exercice 2.12.2 Soit A une partie d’un espace X a base ddnombrable de voisinages, montrer qu’un 
point x G A n’est pas isold dans A si, et settlement si, il existe une suite (x n ) de A convergente vers 
x telle que x n ^ x pour tout n. 

Exercice 2.12.3 Montrer que F ensemble de Cantor C (exercice 2.6.2) est un ensemble d'intdrieur 
vide sans point isote [utiliser le ddveloppement triadique de x E C pour construire une suite de C— {#} 
qui converge vers x). 

Exercice 2.12.4 Montrer que tout espace separable a base ddnombrable de voisinages a au plus la 
puissance du continu [soit D un ensemble d^nombrable partout dense, construire une injection de X 
dans D n ]. 

En ce qui concerne la notion generale de valeur limite, on a la caracterisation 
suivante lorsque le filtre est a base denombrable. 

Proposition 2.12.3 Soit f : X Y une application definie sur un ensemble 
X et a valeurs dans un espace topologique Y et soit £F un filtre sur X a base 
denombrable. Alors, un point y deY est une valeur limite de f suivant le filtre 3r 
si, et seulement si, pour toute suite (x n ) dont le filtre elementaire est plus fin que 
J, la suite ( f(x n )) converge vers y . 

Preuve La condition est nEcessaire, sans hypothese sur le filtre ^F, car le filtre 
Elementaire associE h. la suite ( f(x n )) est plus fin que la base de filtre /(?). Pour 
dEmontrer la rEciproque, raisonnons par l’absurde. Soit (-B n )nEN une base dEcrois- 
sante du filtre J ; alors, si y n’est pas une valeur limite de / suivant 5F, il existe un 
voisinage V de y tel que f(B n ) <£_ V , pour tout n € N ; choisissons alors un point 
x n dans chaque B n tel que f(x n ) &V;on construit ainsi une suite ( x n ) dont le 
filtre ElEmentaire est plus fin que ST et telle que la suite f(x n ) ne converge pas vers 
y. Q.E.D. 

Corollaire 2.12.4 Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X -» Y une 
application. Si X est a base denombrable de voisinages, f(x) tend vers y quand 
x tend vers a si, et seulement si, pour toute suite ( x n ) qui converge vers a, la suite 
(, f{x n )) converge vers y. 


2.13 Applications continues 

En termes de convergence une application continue sera simplement une applica- 
tion transformant les filtres convergents en des filtres convergents. 

Definition 2.13.1 Soient X, Y des espaces topologiques. Une application 
f : X Y est dite continue en un point a G X, si V image de tout filtre conver - 
geant vers a converge vers f(a). 

En particular, la base de filtre /(V(a)) converge vers /(a) et rEciproquement, 
si cette condition est rEalisEe, / est continue au point a : en effet, si 7 est un 
filtre sur X convergeant vers a, il est plus fin que le filtre V(a) et par suite la base 
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de filtre /(J) est plus fine que /(V(a)), done converge a fortiori vers f(a). En 
d’autres termes, / est continue au point a si, et seulement si, on a (exemple 2. 1 1.6) 
/(a) = lim^ a f(x), e’est-a-dire 

(2.13.1) (W € V(f(a))){3W e V(a))(f(W) C V). 

Pour exprimer la continuity de / au point a, il suffit d’ecrire (2.13.1) pour tout 
voisinage V de f(a) appartenant a un systeme fondamental de voisinages de /(a). 
En outre, / est continue au point a si, et seulement si, l’image rdciproque par / 
de tout voisinage de f(a) appartenant a un systeme fondamental de voisinages de 
f(a) est un voisinage de a. 

Enfin le corollaire 2.12.4 prouve ceci : si / est continue au point a, l’image 
par / de toute suite convergeant vers a est une suite qui converge vers f(a) ; 
reciproquement, si cette condition est realisee et si X est a base denombrable de 
voisinages (par exemple, si X est metrisable), alors / est continue au point a. 

Exercice 2.13.1 Soient X et Y des espaces topologiques, montrer qu’une application 
/ : X — ► Y est continue en un point a 6 X si, et seulement si, pour toute suite gdn£ralis£e 
qui converge vers a, la suite g£n£ralisde (f(xi)) ie i converge vers /(a). 

Exercice 2.13.2 Soient X un espace a base denombrable de voisinages et Y un espace tel que tout 
point soit ferme, montrer qu’une application / : X — > Y est continue en un point a de X si, et 
seulement si, pour toute suite (x n ) de X convergeant vers a, la suite (f(x n )) admet une limite. 

Nous dirons bien sur qu’une application / : X ->• Y est continue dans X ou 
simplement que / est continue, si / est continue en tout point de X. Nous noterons 
alors C(J£; Y) l’ensemble de toutes les fonctions continues de X dans Y. 

Donnons quelques exemples triviaux d’applications continues. Si X est un es- 
pace topologique, l’application identique lx ' X X est continue. Si X et Y 
sont deux espaces topologiques, toute application constante de X dans Y est conti- 
nue. Notons enfin que G(X; Y) = ^(X; Y) si X est un espace discret ou si Y est 
muni de la topologie grossiere. 

Vu la definition 2. 1 3. 1 , on a evidemment le 

Theoreme 2.13.1 Soient X , Y, Z des espaces topologiques, f : X -» Y et 
q : Y -> Z deux applications. Si f est continue en un point a e X et si g est 
continue au point f(a), V application g o f : X -» Z est continue au point a. Si 
f est continue dans X et si g est continue en tout point de f(X), alors g o f est 
continue dans X. 

Lorsque X et Y sont des espaces metriques dont les distances sont notees d 
(toutes les distances seront notees d lorsqu’aucune confusion ne peut en resulter), 
pour ycrire la continuity d’une application / : X — > Y en un point a G X, on peut 
utiliser comme base des fibres V(a) et V(/(o)) l’ensemble des boules fermees 
centrees en ces points ; la continuity au point a s’ecrit alors 

(2.13.2) (Vs > 0)(3 S > 0)(Vx* € X)(d{x y a) <5^ d(f(x)J(a)) < e). 
L’application / est done continue dans X si, et seulement si, pour tout a G X 
et tout e > 0, il existe un S > 0 tel que . . . ; dans cette definition le nombre S 
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depend de e et du point a £ X ; on peut done introduire une notion plus forte que 
la continuite. 

Definition 2.13.2 Soient X , Y des espaces metriques, une application f : X Y 
est dite uniformement continue si 

( > 0)(3<S > 0)(Vx G X)(yy G X) 

(2.13.3) < 

\ (d(x,y) < <5 =>• d(f(x), f(y)) < e). 

Toute application uniformement continue est dvidemment continue, mais la 
reciproque est en general fausse. 

On a un theoreme des fonctions composes. 

Proposition 2.13.2 La composee de deux applications uniformement continues 
est uniformement continue. 

Voici un exemple duplication uniformement continue. 

Exemple 2.13.1 Soit A une partie non vide d’un espace metrique X , l’application 

x i-» d(x y A) 

de X dans R est uniformement continue d’apres l’inegalite 

(2.13.4) | d(x ) A) -d(y,A)\ < d(x,y ), pour tout x y y G X. 

En effet, on a 

d(x y A) = inf d(x y z) < inf (d(x,y) +d(y,z)) < d(x,y) + inf d(y,z)> 

z6A zGA ' 7 zGA 

d’ou d(x , A) < d(x, y) + d(t/, A) y e’est-a-dire 

d(x y A) - d(y , A) < d(x , y ) ; 

de meme, on a c!(t/, A) — d(x, A) < d(x , y), ce qui permet de conclure. Lorsque 
A = {a}, a G X, on a d(x,A) = d(x y a) ; ce qui precede prouve done que 
Tapplication x ^ d(x y a) de X dans M est uniformement continue. 

Les fonctions continues ont ete definies en utilisant les filtres des voisinages 
des points ; nous allons maintenant caractdriser la continuite en utilisant la famille 
des ouverts ou des fermes. Nous nous appuierons sur la proposition suivante. 

Proposition 2.13.3 Soit f : X -*Y une application continue en un point a £ X. 
Si ce point a est adherent a une partie A de X> le point f(a) est adherent a f(A). 

Preuve Soit V un voisinage de f(a) ; / etant continue au point a, f~ x (V) est un 
voisinage de a qui rencontre done A ; il existe done un point x de A dont V image 
par / appartient a V , ce qui prouve que V rencontre f(A). Tout voisinage de f(a) 
rencontre done f(A). Q.E.D. 

Theoreme 2.13.4 Soient X , Y deux espaces topologiques et f : X -» Y une 
application. Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. f est continue dans X. 

2. Pour tout A C X, f(A) C f(A). 

3. V image reciproque par f de toutferme de Y est unferme de X. 

4. U image reciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X. 
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Preuve 1 => 2 d’apres la proposition 2.13.3. 

2 => 3 Soit F' un ferme de Y ; posons F = f~ x (F'). D’apres 2., on a 
f(F)c f(F ), d’ou /(F) C F 7 , or F 7 = F' car F' est ferme, done /(F) c F', 
soit F c / _1 (F') = F, ce qui prouve que F est ferme. 

3 => 4 Soit O' un ouvert de y ; on a / _1 (0 / ) = X — / _1 (y — O') ce qui 
permet de conclure, le complementaire d’un ouvert etant ferme et reciproquement. 

4 => 1 Soit a un point de X et soit O' un ouvert contenant /(a), alors f~ l (0') 

est un ouvert contenant /(a), done un voisinage de ce point, ce qui prouve la 
continuite de / au point a, car les ouverts contenant f(a) constituent un syst£me 
fondamental de voisinages de ce point. Q.E.D. 

Exercice 2.13.3 Soient X et Y des espaces topologiques et f : X Y une application, montrer 
1’ Equivalence des propriEtEs suivantes 

1. fest continue. 

2. Pour tout A € CP(K), f~ l (A) C Int (/“^ A )). 

3. Pour tout A € V(Y), f~ l (A) C 

Exercice 2.13.4 Une partie A d’un espace topologique est appelEe un 9s Oesp. un J a ) si A est 
une intersection dEnombrable d’ouverts (resp. une rEunion dEnombrable de fermEs). Soient X, Y des 
espaces topologiques et / : X — y Y une application continue, montrer que l’image rEciproque par / 
d’un Sa (resp. d’un f S a ) est un S s (resp. un f J a ). 

Exercice 2.13.5 Soient X et Y des espaces topologiques et f : X —>Y une application. 

1 . Si / est continue et sujective et si A est dense dans X, alors f(A) est dense dans Y . 

2. Si / est ouverte, c’est-£-dire si 1’ image directe de tout ouvert de X est un ouvert de Y , et si B 
est dense dans Y y alors f~ 1 (B) est dense dans X. 

Exemple 2.13.2 La continuite de l’application x i-» d(x, A) montre que 
V r (A) = {x € X ; d(x , A) < r}, (r > 0), 
est un voisinage ouvert de A ; on dit que V r (^4) est le voisinage ouvert de A d’ordre 
r ; de meme, l’ensemble 

V;{A) = {xeX;d(x,A)<r} 

est un voisinage ferme de A , appele voisinage ferme de A d’ordre r. Lorsque 
A = {a}, on a 

V r ({a}) = B(a;r) et ^({a}) = B’(a;r), 
on retrouve done le fait que les boules ouvertes sont ouvertes et que les boules 
ferm^es sont fermees. 

Exercice 2.13.6 Soient A et B deux parties d’un espace mEtrique telles que AnB = AC\B = Q y 
montrer que A et B admettent des voisinages disjoints. 

Note L’image directe par une application continue d’un ensemble ouvert (resp. 
ferme) n’est pas en general un ensemble ouvert (resp. ferme) : considerons par 
exemple sur un ensemble X la topologie discrete Ti et la topologie grossiere ^ 2 , 
l’application identique de ( X , Ti) sur (X, O 2 ) est continue, toute partie A de X est 
a la fois ouverte et ferm^e pour Ti, son image A par l’application identique n’est 
ni ouverte, ni ferm£e si A & {0,X}. 
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Dans l’exemple precedent, nous avons une bijection continue dont Implica- 
tion reciproque n’est pas continue ; nous poserons done la 

Definition 2.13.3 Soient X , Y des espaces topologiques,une bijection f :X ->Y 
continue , ainsi que la bijection reciproque, est appelee un homeomorphisme. 

S’il existe un homeomorphisme de X sur Y , on dit que X et Y sont homeo- 
morphes ; on definit ainsi une relation d’equivalence sur la collection des espaces 
topologiques. Une propriety d’un espace topologique invariante par homeomor- 
phisme est appelee une propriete topologique : l’objet essentiel de la topologie est 
d’etudier de telles proprietes. 

Note Si h est un homeomorphisme de X sur Y, la continuity de h~ 1 montre, vu 
le theoreme 2 . 13 . 4 , que 1 ’ image par h de tout ensemble ouvert (resp. ferme) de X 
est un ensemble ouvert (resp. ferm£) de Y. 

Exemple 2.13.3 Transport de structure Soient X et Y deux ensembles et 
f : X -+ Y une bijection. Une telle bijection permet de transporter sur Y toute 
structure topologique donnee sur X, En effet, soit 7 une topologie sur X et soit 
0 la famille des ouverts de X , alors /( 0) definit une topologie sur Y d’apres la 
proposition 2 . 9.3 ; Y etant muni de cette topologie, / est evidemment un homeo- 
morphisme de X sur Y. 

Soient X et Y des espaces metriques, une application f : X ->Y conservant 
les distances, e’est-a-dire telle que d(f(x)> f(y)) = d(x,y) pour tout x,y de X , 
est evidemment uniformement continue. Une telle application est injective ; si elle 
est surjective, on dit que e’est une isometrie de X sur Y ; 1’ application f~ l est 
alors uniformement continue. Toute isometrie est done un homeomorphisme. 

Exemple 2.13.4 Considerons une bijection f : X Y d’un ensemble X 
sur un espace metrique Y ; on definit alors une distance sur X en posant 
d(x,y) = d(f(x) y f(y)) pour tout x,y G X ; / est alors une isometrie de X 
sur Y. 

Exemple 2.13.5 La droite achevee On peut definir une distance sur R en utili- 
sant le proc&le d£crit a l’exemple precedent. Munissons l’intervalle [—1, 1] de la 
distance induite par celle de R, soit d(x , y) = \x - y\, x, y G [-1, 1]. On definit 
une bijection / : R -» [-1, 1] en posant 

f(x) = x/(l + |x|) si x G R et f(± oo) = ±1, 

d’ou une distance sur R, a savoir d(x , y) = \f(x) - f(y) |, x , y G_S ; l’application 
/ est alors une isometrie. Decrivons la topologie ainsi definie sur R. Les boules ou- 
vertes (resp. fermees) de R sont les images reciproques par / des boules ouvertes 
(resp. fermees) de l’espace [-1, 1]. Or, l’ensemble des boules ouvertes de [-1, 1] 
est constitue des intervalles [-1, 1], ]a, 6[, [-1, b[ et ]a, 1] oh -1 < a < b < 1 et 
l’ensemble des boules fermees des intervalles [a, b\ oh -1 < a < b < 1 ; la bi- 
jection / etant strictement croissante ainsi que la bijection reciproque, 1’ ensemble 
des boules ouvertes de R est constitue des intervalles [-oo, +oo], ]a, 6[, [— oo, b[ et 
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]a, +oo] ou -oo <a<b< +oo et l’ensemble des boules fermees des intervalles 
[a, b] ou — oo < a < b < +oo. L’ensemble des boules ouvertes contenant un point 
x de R constituant une base du filtre V(x) 9 on en deduit, si x appartient a R, que 
l’ensemble ( ]x — e y x + e[) e>0 est une base du filtre V(x) et il en est done de meme 
de 1’ ensemble ([x — e y x + e]) e >o ; on vdrifie de meme que le filtre V(+oo) est 
engendre par (]o, +oo]) a€K et par ([a,+oo]) a€ R et que le filtre V(-oo) est en- 
gendre par ([— oo,o[) a€ R et par ([-oo, a]) o€ R. Ceci permet de decrire les suites 
convergentes de R. Soit x G R, en utilisant le systeme fcmdamental de voisinages 
([x - e,x + e]) e >o> on constate qu’une suite ( x n ) de R converge vers x si, et 
seulement si, il existe no G N tel que x n G R pour n > no et la suite ( x n ) n > ni) 
converge vers x pour la topologie de R. De meme, on verifie qu’une suite ( x n ) 
converge vers +oo (resp. — oo) si, et seulement si, pour tout a € R, il existe n € N 
tel que x v >a (resp. x p < a ) pour tout p>n. 

Le principe du prolongement des inegalites (proposition 2.3.7) se generalise 
alors comme suit. 

Proposition 2.13.5 Principe du prolongement des inegalites Soient *5 un filtre 
sur un ensemble X et deux applications f y g : X -» R telles que f(x) < g(x) 
pour tout x G X. Si f et g admettent des limites suivant le filtre on a 

lim / < lim^. 

Preuve Posons y = limy f et z = limy g et supposons z < y \ il existe alors 
a G R tel que z < a < y. D’apres la definition d’une valeur limite d’une appli- 
cation, les ensembles / _1 ([— oo, a[) et / _1 (]a, +oo]) appartiennent h 5F, il en est 
done de meme de leur intersection ; cette intersection dtant vide, on obtient une 
contradiction. Q.E.D. 

En prenant pour filtre J le filtre de Frechet sur N, on en deduit le resultat 
suivant qui etend a R la proposition 2.3.7. 

Corollaire 2.13.6 Soient ( x n ) et ( y n ) deux suites convergentes de R telles que 
Xn yn pour tout n £ N, on a alors lim^oo x n < limn^oo y n • 

2.14 Fonctions semi-continues 

Les fonctions semi-continues jouent un role important dans les problemes de mini- 
misation de fonctionnelles ; nous allons indiquer ici les proprietes les plus simples 
de ces fonctions. 

Definition 2.14.1 Soit X un espace topologique, unefonction f : X — > R est dite 
semi-continue inferieurement (en abrege sx.i.) en un point a £ X si 
( SCIi ) Pour tout a G R, a < f(a), I’ensemble / _1 (]a, +oo]) est un voisinage 
de a. 

Il est equivalent de dire que, pour tout a G R, a < /(a), il existe un voisinage 
V de a tel que f(V) c]a, +oo]. 
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La fonction / : X R est dite s.c.i. si elle est s.c.i. en tout point de X. 
Si la fonction -/ est s.c.i. en un point a £ X, on dit que / est semi-continue 
superieurement (en abrege s.c.s.) au point a £ X ; nous etudierons les fonctions 
s.c.i., les proprietes des fonctions s.c.s. s’en deduisant aisement. 

Remarque 2.14.1 On dit que / : X -» R admet un minimum relatif au point a 
s’il existe un voisinage V de a tel que f(x) > f(a) pour tout x £ V. Une telle 
fonction est s.c.i. au point a, vu que f(V) C [/(a), +oo]. Cette remarque montre 
que dans des problemes de minimisation des hypotheses de semi-continuite sont 
naturelles. 

Proposition 2.14.1 So it X un espace topologique et soit a £ X. 

1. Soit f : X ->> M une fonction s.c.i. au point a et soit A > 0 (resp. A < 0), 
alors la fonction A / est s.c.i. (resp. s.c.s.) au point a. 

2. Soient f y g : X R deux fonctions s.c.i. au point a, alors la fonction f + g 
est s.c.i. au point a. 

3. Toute enveloppe superieure de fonctions s.c.i. au point a est s.c.i. au point a. 

4. Toute enveloppe inferieure finie de fonctions s.c.i. au point a est s.c.i. au 
point a. 

Preuve 1. II suffit de verifier l’assertion lorsque A > 0. Soit a < A /(a), c’est- 
a-dire aA -1 < f(a) ; il existe un voisinage V de a tel que f(V) c]aA _1 , +oo], 
d’ou (A f)(V) c]a, +oo] et ceci prouve que A / est s.c.i. au point a. 

2. Soit a < f(a) + g(a ), posons 2e = /(a) + g(a) - a > 0 et f) = f(a) - e , 
7 = 9( a ) - £ ; °n a alors a = (3 4- 7 , f3 < /(a), 7 < g(a). II existe done 
des voisinages V et W de a tels que f(V) c ]/?, +oo[ et g(W) c] 7 , +oo[, d’ou 
(/ + 9){V n WO c]a, +00 [, ce qui prouve le resultat voulu. 

3. Soient ( fi)iei une famille de fonctions s.c.i. au point a, / = sup ieI fa et 
a < /(a), il existe i £ I tel que a < fa(a) ; soit V un voisinage de a tel que 
fa(V) c]a, + 00 ] ; on a alors f(V) c]a, + 00 ], ce qui permet de conclure. 

4. On suppose l’ensemble I fini et on pose g = ini ie j fa. Soit a < g(a ), 

e’est-a-dire a < gi(a) pour tout i £ I ; il existe des voisinages Vi de a tels que 
fa(Vi) c]a, + 00 ] d’ou g(V) c]a, + 00 ] 011 ^ = Vi est un voisinage de a car 
I est fini, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Le lien avec les fonctions continues est assez simple a dtablir. 

Proposition 2.14.2 Une fonction f : X — > R est continue au point a si, et seule- 
ment si, elle est s.c.i. et s.c.s. au point a. 

Preuve Les conditions sont £videmment necessaires. Rdciproquement, supposons 
/ s.c.i. et s.c.s. au point a. Si f(a) est fini, pour tout a,/3 £ R tels que 
a < f(a) < /?, /~ 1 (]a,+oo]) et /” 1 ([- oo,/?[) sont des voisinages de a, il 
en est done de meme de l’intersection qui n’est autre que 1 (]or, /3[) ce qui 
prouve la continuity de / au point a, car l’ensemble des intervalles consideres 
]a y p[ constitue un systeme fondamental de voisinages de /(a). Si /(a) = + 00 , 
pour tout a £ R, / _1 ( ]a, + 00 ]) est un voisinage de a, ce qui permet de conclure, 
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Pensemble (]a, +oo]) ae iR etant un systeme fondamental de voisinages de +oo 
(exemple 2.13.5). On raisonne de meme lorsque f(a) = — oo. Q.E.D. 

Les fonctions s.c.i. en tout point admettent des caracterisations utiles. 
Proposition 2.14.3 Une fonction f : X — > R est s.c.i. si, et seulement si, elle 
satisfait a l’ une des proprietes suivantes 
(SCI 2 ) Pour tout a € R, / _1 (]a, + 00 ]) est ouvert. 

( SCI 3 ) Pour tout a € R, f~ 1 ([-oo,a\) estferme. 

Preuve L’ equivalence de ces deux proprietes est evidente d’apres la definition des 
parties fermees. Si / est s.c.i., soient a G Ret a € / _1 (]a,+oo]) ; la condi- 
tion ( SCIi ) au point a signifie que + 00 ]) est un voisinage de a ; cet 

ensemble est done ouvert en tant que voisinage de chacun de ses points. Recipro- 
quement, supposons la condition ( SCI 2 ) verifiee ; soit a e X et a < /(a), alors 
/ -1 (]a, + 00 ]) est un ouvert contenant a, done un voisinage de a. Q.E.D. 


Exemple 2.14.1 Soit A une partie d’un espace topologique et soit Ha la fonction 
caracteristique (remarque 1.8.2) de A. On a 


X , 

si a < 0, 

A , 

si 0 < a < 1 

0 , 

si 1 < a. 


*a (] a >+°°[) = 


II en resulte que la fonction Ha est s.c.i. si, et seulement si, A est ouvert et qu’elle 
est s.c.s. si, et seulement si, A est ferme. 


Exercice 2.14.1 Soient X un espace topologique, /, g : X R+ des fonctions s.c.i., montrer que 
la fonction / g est s.c.i.. 


Exercice 2.14.2 Soient X un espace topologique, / : X — > une fonction s.c.i., montrer que la 

fonction 1/f est s.c.s.. 

Exercice 2.14.3 1. Soiem X et Y des espaces topologiques, ip : X -> Y une fonction continue en 
un point a £ X, f :Y R une fonction s.c.i. au point <p(a), montrer que la fonction fo(p:X 
est s.c.i. au point a. 

2. Soient X un espace topologique, / : X -» R une fonction s.c.i. en un point a G X, 
ip : f(X) -» R une fonction continue et croissante, montrer que ip o / : X R est s.c.i. au 
point a. 

Exercice 2.14.4 1 . Soit X un espace metrique et soit O un ouvert de X , on pose 
fn(x) = min(n cl(x> X — O), 1) pour x e X &tn entier > 1. 

Montrer que les fonctions f n :X—> [0, 1] sont continues et que la suite (/ n ) est une suite croissante 
telle que U o = sup n / n . 

2. Soit / : X —> [0, 1] une fonction s.c.i., montrer qu’il existe une suite croissante de fonctions 

continues / n : X [0, 1[ telle que / = sup n / n [soient O n> *. = / _1 (]fc/n, +oo[), n > 1, 
1 < k < n — 1 , g n = (lA01C£=i *.» verifier que / = sup n p n ; d’apr^s 1 ., il existe, 

pour tout n > 1, une suite croissante (/in m)m>i fonctions continues de X dans [0, 1] telle que 
g n = sup m hum ; prendre alors f n = sup 1 < i < n> 1 < i < n hi j]. 

3. Soit / : X — > R une fonction s.c.i. telle que / > g ou g : X — > R est une fonc- 
tion continue, montrer que / est l’enveloppe sup^rieure d’une suite croissante de fonctions continues 
f n : X — ► R [on peut d’abord supposer g = 0, puis se ramener a 2. en considerant la fonction <pof ou 
tp : R+ [0, 1] est defini par (p(t) = t/( 1 + t) si t e R+ et y>(+oo) = 1 (exercice 2.14.3)]. 
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2.15 Comparaison de topologies 

Etant donnd un ensemble X , nous nous proposons de definir une relation d’ordre 
sur l’ensemble des topologies sur X ; considerons done deux topologies 7i,7 2 sur 
X ; nous noterons alors X\ et X 2 les espaces topologiques correspondants, Vi(x) 
et V 2 (x) les filtres des voisinages d’un point x pour les topologies Ti et 7 2i etc. 
En termes de convergence, il est evidemment interessant de pouvoir affirmer que 
tout filtre convergeant pour l’une des topologies converge a fortiori pour l’autre 
topologie. Nous sommes done conduits k poser la definition suivante. 

Definition 2.15.1 Soient 7\, 7 2 deux topologies sur un ensemble X. On dit que la 
topologie Ti est moins fine que la topologie ( J 2 si , pour tout x de X, tout filtre qui 
converge vers x pour la topologie 7 2> converge vers x pour la topologie 7\. 

On definit ainsi une relation d’ordre sur l’ensemble des topologies sur X : la 
relation est evidemment reflexive et transitive ; quant k l’antisymetrie, supposons 
Ti moins fine que 7 2 et 7 2 moins fine que 7 lt alors le filtre V 2 (x) convergeant 
vers x pour la topologie 7 2f converge vers x pour la topologie Ti, done est plus fin 
que le filtre V\(x) ; de mSme, on montre que le filtre Vi(x) est plus fin que V 2 (x) 
et par consequent V\(x) = V 2 (x) pour tout x € X, ce qui prouve que 7\ = 7 2 . 
Cette relation d’ordre sera notee 7\ <7 2 \ nous dirons aussi que 7 2 est plus fine 
que 7\ ; si, en outre 7\ ^ 7 2t nous dirons que 7 2 est strictement plus fine que 7\. 

L’ensemble ordonne des topologies sur un ensemble X admet un plus petit 
et un plus grand Element : la topologie grossiere est la moins fine, la topologie 
discrete est la plus fine. 

Theoreme 2.15.1 Soient 7 \ , 7 2 deux topologies sur un ensemble X. Les proprie- 
tes qui suivent sont equivalentes . 

7. La topologie 7i est moins fine que la topologie 7 2 . 

2. Pour tout x e X, tout voisinage de x pour la topologie 7\ est un voisinage 
de x pour la topologie 7 2 , soit Vi(x) C V 2 (x). 

3. Toute partie de X ouverte pour la topologie 7\ est ouverte pour 7 2 , soit 
Oi C 0 2 . 

4. Toute partie de X fermee pour la topologie Ti est fermee pour 7 2f soit 
Oi C 0' 2 . 

5. V application identique de X 2 dans X\ est continue . 

6. Pour toute partie A de X , V adherence de A pour 7\ contient V adherence 
de A pour 7 2 . 

7. Pour toute partie A de X , Vinterieur de A pour 7\ est contenu dans Vinte- 
rieur de A pour 7 2 . 

Preuve Nous avons verify ci-dessus que 1 => 2. L’ implication 2 => 3 resulte du 
fait qu’un ouvert est un voisinage de chacun de ses points. Montrons que 3 => 1 : 
soit 7 un filtre sur X convergeant vers x pour la topologie 7 2 , e’est-a-dire plus 
fin que V 2 {x) ; l’ensemble 0 2 (x) (resp. Oi(x)) des ouverts pour 7 2 (resp. 7\) 
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qui contiennent x constitue une base du filtre V 2 (x) (resp. Vi(x)) ; l’hypothese 3. 
implique Oi(z) C 02(#), d’ou V\(x) C V 2 (x)> ce qui prouve que 5F est plus fin 
que Vi(x), done converge vers x pour Les propridtds 3., 4. et 5. sont equiva- 
lentes d’apres le theoreme 2. 1 3.4 ; les proprietds 6. et 7. sont equivalentes d’apres 
(2.10.4). Enfin, on a 3 => 7 car l’interieur de A est le plus grand ouvert contenu 
dans A et on a 7 => 3 d’aprfcs (2. 10.2). Q.E.D. 

Note D’aprfcs le theor&me precedent la relation T x < 92 est done equivalente a 
Vi(x) C V 2 (z), aOi C ©2 et a 0 X C 0 2 : plus une topologie est fine, plus 
les filtres des voisinages sont fins, plus il y a d’ensembles ouverts et plus il y a 
d’ensembles fermes. 

Remarque 2.15.1 Soit f : X Y une application ddfinie sur un ensemble X a 
valeurs dans un espace topologique Y et soit J un filtre sur X . Alors, si / admet 
une limite y suivant le filtre J, cela reste vrai lorsqu’on substitue a la topologie de 
Y une topologie moins fine. En particulier, si X est un espace topologique et si / 
est continue en un point a e X, f reste continue lorsqu’on remplace la topologie 
de Y par une topologie moins fine ; en outre / reste continue lorsqu’on remplace la 
topologie de X par une topologie plus fine. L’ ensemble Q(X;Y) est done d’autant 
plus grand que la topologie de X est plus fine et celle de Y moins fine. 

Examinons le cas particulier des espaces metriques. Soient d\ et d 2 deux dis- 
tances sur un ensemble X, notons X\ et X 2 les espaces metriques correspon- 
dants. Comme nous l’avons deja indique, ces distances sont dites topologiquement 
equivalentes si elles definissent la meme topologie, autrement dit si l’application 
identique de X\ dans X 2 est un homeomorphisme. Cet homeomorphisme et l’ho- 
meomorphisme reciproque ne sont pas en general uniformement continus ; ceci 
conduit a la definition suivante. 

Definition 2.15.2 On dit que deux distances d\ et c/2 sur un ensemble X sont 
uniformement Equivalentes, ou qu ’ elles definissent la meme structure uniforme, si 
r application identique de X\ sur X 2 est uniformement continue ainsi que 1* appli- 
cation reciproque. 

L’interet de cette notion apparait deja dans la remarque suivante : soit Y un 
autre espace metrique, une application f : X\ Y (resp. / : Y -> Xi) 
est uniformement continue si, et seulement si, 1’ application / : X 2 -» Y (resp. 
f :Y X 2 ) est uniformement continue. Autrement dit, on ne modifie pas l’en- 
semble des applications uniformement continues en substituant aux distances ini- 
tiates des distances uniformement equivalentes. 

Bien entendu, des distances uniformement equivalentes sont topologiquement 
equivalentes. 

Exemple 2.15.1 S’il existe des constantes a > 0 et ft > 0 telles que 

ad 2 <di< pd 2 , 

les distances d\ et c/2 sont uniformement equivalentes. 
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Exemple 2.15.2 Soit d\ une distance sur un ensemble X , alors d 2 = min(di, 1) 
est une distance uniformement equivalente a d\. En eftet, d 2 est bien une distance : 
l’indgalite triangulaire resulte de l’inegalitd 

(2.15.1) min(u + v, 1) < min(w, 1) + min(t;, 1), 

On a ensuite d 2 < d\ ce qui prouve la continuity uniforme de l’application iden- 
tique de X\ dans X 2 ; en outre, soit 0 < € < 1, alors d 2 < e implique di < e , ce 
qui prouve la continuity uniforme de l’application reciproque. Cet exemple montre 
qu’on peut toujours remplacer une distance par une distance uniformement equi- 
valente bornee. 

Exercice 2.15.1 Soit ip : K+ -► R+ une application croissante telle que <p(u) = 0 u = 0 et 
<p(u + v) < (p(u) + (p(v) pour tout u, v E K+. 

1 . Si d\ est une distance sur un ensemble X> montrer que d 2 = y> o d\ est une distance sur X. 

2. Si (p est continue a l’origine, montrer que ces distances sont uniformement dquivalentes. 

3. Exemples : p(u) = min(l, u ), <p(u) = u/( 1 + u). 


2.1 6 Point adherent a une base de filtre 

Definition 2.16.1 Dans un espace topologique, un point x est dit adherent a un 
filtre 5 si x est adherent a tout ensemble Me?. 

L* ensemble des points adherents f] M€3 r M est done un ensemble ferine. Soit 
3 une base du filtre on a alors Hse® = Omcx M : en effet, vu que !Bc?, 
le premier membre contient le second ; d’autre part, si x € Hbg© P our tout 
M € y, il existe B G 3 tel que B C M d’ou x e B C M, ce qui prouve que 
x est un point adhyrent au filtre 5F. Pour verifier que x est un point adherent au 
filtre 5“, il suffit done de verifier que x est adhyrent a tout ensemble appartenant a 
une base 3 du filtre J ; nous pourrons done parler de point adherent a une base de 
filtre. Explicitons cette definition. 

Proposition 2.16.1 Pour que x soit un point adherent & une base de filtre 3, il faut 
et il suffit que, pour tout voisinage V de x appartenant a un systeme fondamental 
de voisinages de x et tout B G 3, on ait V C\B ^ 0. 

On notera qu’un filtre sur un espace topologique n’admet pas nycessairement 
de point adherent : par exemple, sur N muni de la topologie discrete, le filtre de 
Frechet n’admet pas de point adherent. Les espaces topologiques sur lesquels tout 
filtre admet un point adhyrent sont particulierement importants et seront ytudiys 
ulterieurement. 

Si x est adherent h un filtre J, il est clair d’une part que x est adhyrent h tout 
filtre moins fin que S', d’autre part que x reste adhyrent a S' si 1’ on remplace la 
topologie par une topologie moins fine. 

Notons par ailleurs la 
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Proposition 2.16.2 Soient X etY des e spaces topologiques et soit f : X Y 
une application continue en un point x G X, alors si x est adherent a une base de 
filtre sur X, le point f(x) est adherent a la base de filtre /($). 

Preuve Soit V un voisinage de /(x), alors f~ 1 (V) est un voisinage de x, d’ou 
f~ l (V) D B ^ 0 pour tout B G 23 et par suite V D f(B) ^ 0, ce qui prouve le 
resultat voulu. Q.E.D. 

Nous utiliserons constamment les deux propositions qui suivent. 

Proposition 2.16.3 Tout point limit e d’un filtre 3 est un point adherent a 3. 

Preuve Si le filtre 3 converge vers x, tout voisinage de x appartient a 3, done tout 
voisinage de x rencontre tout ensemble de 3 (un filtre dtant stable par intersection 
finie et constitue de parties non vides). Q.E.D. 

Pour demontrer la seconde proposition, nous utiliserons le 

Lemme 2.16.4 Soient 3 \ et 3^ deux fibres sur un ensemble X , alors il existe 
un filtre plus fin que 3\ et J 2 si, et seulement si, M\ D M 2 est non vide pour 
tout Mi G 3i, i = 1,2. Lorsque cette condition est verifiee, T ensemble {^ 1 ,^ 2 } 
admet une borne superieure 3 dans T ensemble ordonne des fibres sur X et on a 
3 = {Mi fl M 2 ; Mi eJi(i = 1, 2)}. 

Preuve S’il existe un filtre 3 f tel que 3 f > 3^ i = 1, 2, tout Mi de 3i appartient a 
3' et par consequent M x fiM 2 appartient a T et est done non vide. Ceci pouve que 
la condition est necessaire et que, si J est un filtre, ce filtre est la borne superieure 
de Or, si M D Mi fl M 2 avec Mi G jF*, on a M = Ni n N 2 avec 

Ni = Mi U M G Ji, ce qui prouve (Fi) ; (F 2 ) est trivialement verifie et ( F 3 ) 
r^sulte de Thypothese. Q.E.D. 

Proposition 2.16.5 Un point x est adherent a un fibre 3 si, et seulement si, il existe 
un fibre plus fin que 3 qui converge vers x. 

Preuve La condition est necessaire : si x est adherent a J, pour tout M G 3 et tout 
V G V(x), M fl V est non vide ; d’apres le lemme 2.16.4, le filtre sup{5F,V(x)} 
est un filtre plus fin que 3 qui converge vers x. La condition est suffisante : s’il 
existe un filtre 3' plus fin que 3 qui converge vers x, la proposition 2. 16.3 montre 
que x est un point adherent a 3' et, 3 etant moins fin que 3', le point x est a fortiori 
adherent a 3. Q.E.D. 

Definition 2.16.2 Soit f : X Y une application definie sur un ensemble X et 
a valeurs dans un espace topologique Y. Un point y G Y est appele une valeur 
d* adherence de T application f suivant un fibre 3 sur X si y est un point adherent 
d. la base de fibre f(3). 

Ceci signifie que, pour tout voisinage V de y appartenant a un systeme fonda- 
mental de voisinages de y et tout M G 3, on a f(M) fl V ^ 0. 

Considerons, en particulier, une suite (x n ) dans un espace topologique X. Une 
valeur d’adherence de l’application n h* x n suivant le filtre de Frechet est appelee 
une valeur d’adherence de la suite ( x n ) ; ce n’est pas autre chose qu’un point 
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adherent au filtre elementaire associe a la suite ( x n ). Dire qu’un point x G X 
est une valeur d’adherence d’une suite ( x n ) signifie done que tout voisinage de x 
rencontre tout ensemble B n defini en (2.1 1.4), soit 
(2.16.1) (W G V(x))(Vn G N)(3p G N )(p > netx p G V) 

On exprime cette propriete en disant que V contient une infinite de termes de la 
suite. 

Note On ne confondra pas cette notion avec celle de point adherent a l’ensemble 
UZoM '• toute valeur d’adhdrence est evidemment adherente a cet ensemble, 
mais la reciproque est en general fausse. 

Nous savons que le filtre elementaire associe a une sous-suite extraite d’une 
suite ( x n ) est plus fin que le filtre elementaire associe a la suite ; d’apres la propo- 
sition 2.16.5 il en resulte ceci : s’il existe une sous-suite qui converge vers x, alors 
x est une valeur d’adherence de la suite ( x n ). Toujours d’apres la m6me propo- 
sition, si x est une valeur d’adherence de la suite (x n ), il existe un filtre plus fin 
que le filtre elementaire associe a la suite ( x n ) et qui converge vers x, mais rien ne 
permet d’affirmer que ce filtre est le filtre elementaire associe a une sous-suite et 
ce resultat peut etre en defaut. On a cependant la 

Proposition 2.16.6 Dans un espace topologique a base denombrable de voisi- 
nages, un point x est une valeur d’adherence d’une suite si t et seulement si, il 
existe une sous-suite qui converge vers x. 

Preuve II s’agit de montrer que la condition est necessaire. Soient x une valeur 
d’adherence de la suite (x n ) et ( V n ) une base denombrable decroissante du filtre 
V(x). En utilisant (2.16.1) il est immediat de construire par recurrence une sous- 
suite ( x nk ) telle que x Uk G 14 pour tout A; G N ; cette sous-suite converge alors 
vers x. Q.E.D. 

Plus generalement, on a la caracterisation suivante. 

Proposition 2.16.7 Soit f : X -» Y une application definie sur un ensemble 
X a valeurs dans un espace Y a base denombrable de voisinages et soit 7 un 
filtre sur X admettant une base denombrable. Un point y e Y est une valeur 
d’adherence de f suivant 7 si, et seulement si, il existe une suite (x n ) de X dont 
le filtre elementaire est plus fin que 7 et telle que la suite ( f(x n )) converge vers y . 

Preuve La condition est suffisante sans hypothese sur 7 et Y. Montrons qu’elle 
est necessaire. Soit ( B n ) une base decroissante de 7 et soit (V n ) un syste me fon- 
damental decroissant de voisinages du point y. Alors, pour tout n G N, y G f(B n ) 
d’ou V n fi f(B n ) ± 0 ; soit x n G B n tel que f(x n ) G V n . On construit ainsi une 
suite (x n ) de X ayant les proprietes voulues. Q.E.D. 

2.17 Espaces separes 

Comme nous l’avons indique, un filtre sur un espace espace topologique peut ad- 
mettre plusieurs points limites. Nous allons etudier dans ce paragraphe les espaces 
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topologiques sur lesquels un filtre ne peut admettre plus d’un point limite. 

Definition 2.17.1 Un espace topologique X est dit separt si 
(Hi) Tout filtre sur X admet au plus un point limite. 

On dit aussi que X est un espace de Hausdorff. Dans un tel espace, une suite 
a done au plus un point limite, mais cette propriete ne caracterise pas les espaces 
sdpares. On notera que tout espace metrisable est separe d’apres la proposition 
2.1 1.3. La topologie discrete est done separee ; la topologie grossifcre ne Test pas 
si Card (X) > 2. 

Nous allons donner d’autres caracterisations des espaces sdpards, en particulier 
en termes de voisinages. 

Proposition 2.17.1 Uaxiome (Hi) est equivalent a chacun des axiomes suivants. 
(H 2 ) (Axiome de Hausdorff) Pour tout x, y G X, x ± y, il existe un voisinage de 
x et un voisinage de y disjoints. 

(H 3 ) Pour tout x e X, T intersection des voisinages fermes de x est reduite au 
point x. 

(H 4 ) Pour tout x € X et tout filtre J qui converge vers x , alors x est le seul point 
adherent a S'. 

Preuve (Hi) => (H 2 ) Raisonnons par l’absurde. On suppose done qu’il existe 
deux points distincts x et y tels que tout voisinage de x rencontre tout voisinage 
de y ; d’apres le lemme 2.16.4, le filtre sup{V(x),V('t/)} converge a la fois vers x 
et y , ce qui est absurde d’apr&s (Hi). 

(H2) => (Hz) Soil y un point distinct de x ; d’apr&s (# 2 )* il existe des voisi- 
nages disjoints V G V(x) et W G V(y) ; il en resulte que y n’appartient pas a V, 
qui est un voisinage ferme de x. 

(Hz) => (H 4 ) L’ axiome (Hz) signifie que ^ = i x }> e’est-a-dire que 

x est le seul point adherent au filtre V(x). Si S' est un filtre qui converge vers x , 
tout point adherent a S' est adherent a V(x), ce qui prouve que x est le seul point 
adherent a S'. 

(H 4 ) => (Hi) car tout point limite est un point adherent. Q.E.D. 

L’ axiome de Hausdorff est appele un axiome de separation : on peut separer 
deux points distincts par des voisinages disjoints. 

Dans un espace separe toute partie reduite a un element est fermee d’apr&s 
(Hz), une intersection de fermes etant fermee ; nous dirons que les points sont 
fermes ; il en resulte que toute partie finie est fermee ; cette propridte n’est pas 
caracteristique des espaces separes (exercice 2.17.2). 

Observons que toute topologie plus fine qu’une topologie separee est sdparee 
d’apres (H2) par exemple. 

Exercice 2.17.1 1. Montrer qu’un espace topologique est s£par£ si, et seulement si, toute suite g£- 
ndralisde admet au plus un point limite [si X n’est pas sdpard, il existe a, b G X, a ^ 6, tel que 
V n W 7^ 0 pour tout V G V(a), W E V(b) ; en prenant un point Xv w dans chacun de ces 
ensembles V fl W, construire une suite gdndralisee qui converge a la fois vers a et vers b]. 
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2. Montrer qu’un espace topologique h base d£nombrable de voisinages est sdpard si, et seulement 
si, toute suite admet au plus un point limite. 

Exercice 2.17.2 1. Soit X un ensemble, montrer que l’ensemble des compldmentaires des parties 
finies de X et la partie vide de X vdrifie les axiomes des ouverts et par consequent ddfinit une topologie 
sur X. 

2. Montrer que tout point est fermd, mais que la topologie est s£par£e si, et seulement si, X est 
fini. 

3. Caracteriser les suites convergentes et en ddduire en particular qu’une suite dont tous les termes 
sont distincts converge vers tout point. 

Exercice 2.17.3 Soit X un ensemble muni d’une topologie 7\ et soit 3 l’ensemble des parties de 
X de la forme O — D ou O est un ouvert de X et D une partie ddnombrable de X. 

1 . Montrer que 3 est une base d’une topologie 7*2 plus fine que 7 \ . 

2. Montrer que les seules suites convergentes pour la topologie 72 sont les suites stationnaires a 
partir d’un certain rang. 

3. Montrer que la topologie 72 est m&risable si, et seulement si, tout point admet pour la topologie 
7i un voisinage d&iombrable. 

4. En d£duire un exemple d ’espace s£par£ non mgtrisable ou les seules suites convergentes sont 
les suites stationnaires (on notera que la topologie 72 de l’exemple 2. 1 1 .5 n’est pas sdparde). 

Par definition, une fonction / : X Y est continue en un point a £ X si 

f(a) = lim f(x) ; 

x — >a 

lorsque Y est un espace separe, on peut pr&iser cette propriete comme suit. 

Proposition 2.17.2 Soient X, Y des espaces topologiques, si Y est separe ', une 
application f : X Y est continue en un point a £ X si, et seulement si, la 
limite lim x ^ a f(x) existe. 

Preuve II s’agit de d^montrer que la condition est suffisante. Posons 

y = lim f{x), 

X—¥Q, 

d’apres ( H 4 ) y est le seul point adherent au filtre de base f(V(a )) ; or le point 
f(a) est adherent a cette base de filtre done y = /(a), ce qui permet de conclure. 

Q.E.D. 

Indiquons une propriete fondamentale des espaces s^pares. 

Proposition 2.17.3 Soient f,g : X —>Y deux applications continues definies sur 
un espace topologique X eta valeurs dans un espace separe Y. Alors V ensemble 

{x£X;f(x)=g(x)} 

estferme. 


Preuve Montrons que l’ensemble A = {x £ X ; f(x) ^ g(x)} est ouvert. Soit 
x £ A, done f{x) 7 ^ g{x), d’apres (# 2 ) il existe des voisinages disjoints 
V £ V(f(x))ttW £ V(p(x)).D , apr5s la continuity de / et g, f~ l {V) et g~ x (W) 
sont des voisinages de x et par suite f~ l (V) n g~ l (W) est aussi un voisinage de 
x. Montrons que ce voisinage de x est contenu dans A , ce qui prouvera que A est 
un voisinage de x, done un voisinage de chacun de ses points : or, si y appartient a 
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f- l (V)ng- l (W),onaf(y) G V,g(y) G W 9 d’ou f(y) ^ g(y) car VnW = Q. 

Q.E.D. 

On en deduit le resultat suivant, appele principe du prolongement des identites. 

Corollaire 2.17.4 Soient X etY des espaces topologiques et soient f,g:X^Y 
deux applications continues egales sur une partie de X partout dense ; alors, si 

Y est separe, f et g coincident partout. 

Autrement dit, une fonction continue a valeurs dans un espace separe est par- 
faitement determinee par ses valeurs sur un ensemble partout dense. Ceci conduit 
evidemment a la propriete suivante : donnons-nous une application / : A — > Y, ou 
A est dense dans X, et supposons Y separe, alors s’il existe une application conti- 
nue / : X -> Y qui prolonge /, cette application est unique. Quant a l’existence 
d’un prolongement continu, il est necessaire de faire des hypotheses supplemen- 
taires et ce probleme sera etudie ulterieurement. 

Certains espaces (les espaces metrisables par exemple) verifient des axiomes 
de separation plus forts que l’axiome de Hausdorff. Mentionnons ici la classe des 
espaces reguliers. 

Proposition 2.17.5 Si X est un espace topologique, les proprietes suivant es sont 
equivalentes. 

(i?i) Pour tout x G X, V ensemble des voisinages fermes de x est un systeme 
fondamental de voisinages de x. 

(#2) Pour toutferme F C X et tout x # F, il existe des voisinages de x et F 
disjoints. 

(i?3) Pour tout ferme F C X, l* intersection des voisinages fermes de F est 
identique a F. 

(Rf) Pour tout filtre J sur X qui converge vers x t le filtre de base 
converge vers x. 

Preuve (i?i) => (#2) Soit F un ferme de X et x E X— F ; X— F est un voisinage 
ouvert de x, il existe done d’apres (#1) un voisinage ferme V de x contenu dans 
X - F ; alors X - V est un voisinage ouvert de F> V est un voisinage de x et ces 
voisinages sont disjoints, ce qui prouve (i?2)- 

(#2) => (R3) Soit x e X — F ; il existe V G V(x), W G V(F) tels que 

V fl W = 0 et, par consequent, x $ W ;W etant un voisinage ferme de F, ceci 
prouve (F3). 

(-R3) => (R4) Soit S' un filtre qui converge vers x et soit S 7 le filtre de base 
(M)Me5 (exemple 2.11.1). Montrons que tout voisinage ouvert V de x contient 
un voisinage ferme de x ; ceci prouvera que le filtre de base (W)wzv{x) converge 
vers x et il en sera de meme a fortiori du filtre S 7 qui est plus fin. D’apres (F3), 
X - V etant ferme, il existe un voisinage ouvert W de x tel que X - W soit un 
voisinage de X — V ; on a alors W c V : en effet, un point y de X — V ne peut 
etre adherent a W vu que X — W est un voisinage de y ne rencontrant pas W. 
Ceci prouve le resultat voulu, W etant un voisinage ferme de x contenu dans V. 




112 CHAPITRE 2 TOPOLOGIE 


( R 4 ) => (Ri) Prenons J = V(x), alors T converge vers x, ce qui signifie que, 
pour tout V E V(x), il existe W E V(x) tel que W C Vet ceci prouve (i?i). 

Q.E.D. 

Definition 2.17.2 Un espace topologique est dit regulier s’ il est separt et s'il v6- 
rifie les proprietes equivalentes de la proposition 2.17.5. 

Tout espace metrisable est regulier d’apres la proposition 2.8.2. 

Dans un espace topologique, tout point admet un syst&me fondamental de voi- 
sinages ouverts (proposition 2.9.2) ; dans un espace regulier, tout point admet un 
systeme fondamental de voisinages fermds. Comme nous le verrons, cette pro- 
priety est utile pour effectuer des passages a la limite dans des inclusions. 

Exercice 2.17.4 Montrer que, sur un ensemble totalement ordonnd, la topologie de l’ordre (exercice 
2.9.3) est rggulifcre. 

Exercice 2.17.5 Double limite 1. Soient f S\ et J 2 des fibres sur des ensembles X\ et X 2 , Y un 
espace rdgulier et / : X\ x X 2 -» Y une application telle que la limite limgr lX gr 2 / (exercice 
2.1 1.4) existe ainsi que, pour tout x\ G X\, la limite g(x 1 ) = limy 2 f(x 1 , •). Montrer alors que la 
limite lim^ g existe et que lim^ g = lim yi x y 2 /. 

2. Expliciter ce rdsultat pour une suite double (^m,n)( Tn>n ) e N 2 d*un espace rdgulier. 

Exercice 2.17.6 1. Montrer que sur K l’ensemble des intervalles de la forme [o, 6[, a < b> est une 
base d’une topologie T plus fine que la topologie usuelle. 

2. Montrer que cette topologie est sdparde et que tout point admet un syst&me fondamental d£nom- 
brable de voisinages fermds. 

3. Montrer que 1R, muni de la topologie 7, est separable. 

4. Montrer que la topologie T n’admet pas de base de topologie dlnombrable [si ( est une 
base de la topologie, montrer que, pour tout x G M, il existe i G I tel que x = min jB*] et en d&luire 
que cette topologie n’est pas metrisable. 

On obtient ainsi un exemple d ’espace regulier, separable et h base denombrable de voisinages qui 
n’est pas metrisable. 


2.18 Espaces metriques complets 

La definition (2.1 1.2) fait apparaitre une propriety interessante des bases de filtre 
convergentes sur un espace metrique. Pour cela, introduisons la notion suivante : 
on appelle diamfetre d’une partie non vide A d’un espace mdtrique le nombre rdel 
(eventuellement infini) 

(2. 18.1) diam A = sup d(x> y) G R+. 

x€A y y€A 

Exercice 2.18.1 Soient A et B des parties non vides d’un espace metrique, montrer que 

1. diam A = diam A t 

2. diam (AU B) < diam A + diam B si AD B ^ 0 ouAD B ^ 0. 

La condition (2.1 1.2) implique dvidemment que le diametre de B est plus petit 
que 2e ; en d’autres termes, si une base de filtre $ converge, il existe des ensembles 
de !B dont le diametre est arbitrairement petit. Ceci conduit a la definition suivante. 
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Definition 2.18*1 Dans un espace metrique , line base de filtre 3 est appelee une 
base de filtre de Cauchy si, pour tout e > 0, il existe un ensemble de 3 dont le 
diametre est inferieur a e. 

Si 3 et 3' sont deux bases de filtre equivalentes, 3 est une base de filtre de 
Cauchy si, et seulement si, 3' est une base de filtre de Cauchy : en effet, tout 
ensemble de 3 contient un ensemble de 3 f et inversement. La propriete pour une 
base de filtre d’etre une base de filtre de Cauchy est done une propridte du filtre 
engendre ; le choix particulier de la base du filtre importe peu. 

Une suite ( x n ) sera appelee une suite de Cauchy si le filtre elementaire associd 
est un filtre de Cauchy. D’apres (2. 1 1 .4), ceci signifie done 
f (We >0)(3n£N)(Wp€N)(Wq€N) 

[ ((p > n et q > n) => d(x py x q ) < e). 

Sur M, cette definition coincide bien avec la definition 2.3.2. 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, tout filtre convergent est un filtre de Cauchy, 
done toute suite convergente est une suite de Cauchy. Vu la definition 2.18.1, il 
est clair d’ autre part que tout filtre plus fin qu’un filtre de Cauchy est un filtre de 
Cauchy. En particulier, si ( x n ) est une suite de Cauchy, toute sous-suite extraite 
est une suite de Cauchy. 

Voici une propriete utile des fibres de Cauchy. 

Proposition 2.18.1 Un filtre de Cauchy converge vers un point x si, et seulement 
si, x est un point adherent a ce filtre. 

Preuve La condition est ndeessaire d’apres la proposition 2. 16.3. Rdciproquement, 
soit x un point adherent h. un filtre de Cauchy 7 ; pour tout e > 0, il existe M G 7 
tel que diam M < e, e’est-a-dire tel que d(y , z) < e pour tout y,z G M ; 
le point x dtant adherent a 7 , la boule B'(x;£) est un voisinage de x qui ren- 
contre M ; il existe done un point y G M tel que d(x,y) < e ; il en rdsulte que 
d(x , z) < 2e pour tout G M, e’est-a-dire M C 2e) ce qui prouve que le 
filtre 7 converge vers x. Q.E.D. 

Un espace mdtrique etant separe, on peut enoncer la proposition precedente 
comme suit. 

Corollaire 2.18.2 Soit 7 un filtre de Cauchy, alors ou bien 7 n ’admet pas de point 
adherent, ou bien 7 admet un unique point adherent x auquel cas 7 converge vers 
x. 

Dire qu’un point x est adherent a un filtre equivaut a l’existence d’un filtre plus 
fin qui converge vers x (proposition 2.16.5) ; on peut done enoncer la proposition 
2.18.1 de la fa^on suivante. 

Corollaire 2.18.3 Tout filtre de Cauchy moins fin qu'un filtre qui converge vers x, 
converge vers x. 

Un espace metrique etant a base denombrable de voisinages, la proposition 
2.16.6 prouve le 
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Corollaire 2.18.4 Une suite de Cauchy converge vers x si, et seulement si, il existe 
une sous-suite qui converge vers x. 

Voici une application interessante des notions precedentes. Considerons une 
fonction / : X Y definie sur un espace topologique X et a valeurs dans un 
espace metrique Y. On definit alors l’oscillation de / en un point a e X par la 
formule suivante 

(2.18.3) u;(/;x) = inf diam f(V) G R+. 

vev(x) 

Bien entendu, on peut se contenter de prendre la borne infdrieure sur un systeme 
fondamental de voisinages du point x. Cette notion permet de caracteriser la conti- 
nuity de /, on a en effet le resultat suivant. 

Proposition 2.18.5 1. La fonction x «->• c o(f\ x) de X dans R+ est s.c.s . 

2. La fonction f est continue au point x si, et seulement si, cj(/; x) = 0. 

Preuve 1. Soit a > cj(f;x), il existe un voisinage V de x, qu’on peut supposer 
ouvert, tel que diam f(V) < a. Pour tout y G V, V est un voisinage de y , done 
cu(/; y) < a , soit u(f\ V) c [— oo, a[ ce qui prouve que u>(f ; .) est s.c.s. au point 
x. 

2. La condition cj(/; x) = 0 signifie que (f(V))vev(x) e st une base de filtre 
de Cauchy. Si / est continue au point x, cette base de filtre convergeant vers f(x) 
est de Cauchy, done u ;(/; x) = 0. Rdciproquement, si cj(/; x) = 0 la base de filtre 
(f(V))vev(x) est de Cauchy et, admettant le point f(x) comme point adherent, 
elle converge vers f(x) d’apres la proposition 2.18.1, ce qui prouve la continuite 
de / au point x. Q.E.D. 

Exercice 2.18.2 Soient X un espace topologique, Y un espace m&rique et / : X -» Y une appli- 
cation. Montrer que 1’ ensemble des points de continuity de / est un 3s (exercice 2.13.4). 

Nous avons defini la notion de filtre de Cauchy en utilisant explicitement la 
distance ; il est evidemment essentiel de savoir comment cette notion depend du 
choix de la distance. Le rdsultat qui suit permettra de repondre a cette question. 

Proposition 2.18.6 Soient X, Y des espaces metriques et f : X ->Y une appli- 
cation uniformement continue. L* image par f de toute base de filtre de Cauchy sur 
X est une base de filtre de Cauchy sur Y. 

Preuve Soit !B une base de filtre de Cauchy sur X et soit e > 0 ; d’apres la 
continuite uniforme de /, on peut trouver un S > 0 tel que , pour tout x, y G X, 
d(x , y) < S implique d(/(x), f(y)) < e, autrement dit tel que, pour tout ensemble 
M de X , diam M <6 implique diam f(M) < e ; alors, 3 etant une base de filtre 
de Cauchy sur X y on peut trouver un ensemble M de 3 tel que diam M <6, d’ou 
diam f(M) < e . Q.E.D. 

Il en resulte que deux distances uniformement equivalentes ddfinissent les 
memes fibres de Cauchy ; la notion de filtre de Cauchy ne depend done que de 
la structure uniforme sous-jacente. 
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Remarque 2.18.1 II n’en est pas du tout de meme pour des distances topologique- 
ment equivalentes. Par exemple, considerons sur R la distance usuelle 
di(x , y) = \x — y | et la distance induite par celle de R (exemple 2.13.5) 

d 2 {x,y ) = |/(x) -/(y)|. 

Ces distances sont topologiquement equivalentes : en effet, une suite ( x n ) de 
R converge vers x pour la distance d\ si, et seulement si, elle converge vers x 
pour la distance d<i d’apr&s la continuity de / et f~ l :] - l,l[-> R, vu que 
f~ l (y) = 2//(l — |y|). Alors, la suite x n = n n’est pas de Cauchy pour la distance 
d\ alors qu’elle Test pour la distance cfe vu que la suite (n/1 + n) converge vers 
1. Ceci montre que les distances d\ et d<i ne sont pas uniform^ment equivalentes. 

Dans un espace metrique, nous avons vu que tout filtre convergent est un filtre 
de Cauchy ; la reciproque est en general fausse. Par exemple, sur R muni de la 
distance cfe ci-dessus, la suite de Cauchy x n = n ne converge pas. Ceci conduit a 
la definition suivante. 

Definition 2.18.2 Un espace metrique est dit complet si tout filtre de Cauchy 
converge. 

Dans un espace metrique complet les filtres convergents sont done les filtres de 
Cauchy ; pour demontrer qu’un filtre converge, il suffit done de verifier qu’il est 
de Cauchy et il n’est pas utile de connaitre a priori la limite. Ceci explique l’inte- 
ret fondamental des espaces metriques complets. Enongons plus generalement le 
critere de Cauchy. 

Theoreme 2.18.7 Critere de Cauchy So it f : X ->• Y une application definie 
sur un ensemble X et a valeurs dans un espace metrique complet Y. Pour que f 
admette une valeur limite suivant un filtre J sur X , il faut et il suffit que la base 
de filtre /(jF) soit une base de filtre de Cauchy. 

Dans un espace metrique complet, une suite converge si, et seulement si, elle 
est de Cauchy. Reciproquement, on a le 

Theoreme 2.18.8 Un espace metrique est complet si, et seulement si, toute suite 
de Cauchy converge. 

Preuve II s’agit de demontrer que la condition est suffisante. Considyrons done un 
filtre de Cauchy S' ; pour tout entier n > 1, il existe un ensemble A n G S' tel que 
diam A n < 1/n ; posons M\ = A\ et M n = M n -\ n A n pour n > 1 ; 
on construit ainsi une suite decroissante (M n ) n >i d’ensembles de S' tels que 
diam M n < 1/n. Cette suite ( M n ) est evidemment une base d’un filtre de Cau- 
chy S 7 moins fin que S' ; choisissons un point x n dans chaque M n ; on construit 
ainsi une suite ( x n ) dont le filtre elementaire est plus fin que S 7 comme nous 
l’avons demontre au paragraphe 2.12 ; le filtre S' 7 etant de Cauchy, la suite ( x n ) 
est done une suite de Cauchy qui converge vers un point x par hypothese. Le filtre 
S 7 etant moins fin que le filtre elementaire associe a la suite (x n ), le corollaire 
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2.18.3 prouve que converge vers x , done T, qui est plus fin que 9 r/ , converge a 
fortiori vers x. Q.E.D. 

Vu le theoreme 2.3.5, la droite reelle M munie de la distance usuelle 
d(x , y) = \x — y | est un espace metrique complet. 

Proposition 2.18.9 Cantor Dans un espace metrique complet, soit (F n ) une suite 
decroissante de fermes non vides dont le diametre tend vers 0 lorsque n tend vers 
rinfini. Alors, V intersection fl^Lo est reduite a un point 

Preuve La suite ( F n ) est une base de filtre de Cauchy dans un espace complet ; 
elle est done convergente vers un point a qui est d’apres ( H 4 ) le seul point adherent 
a cette base de filtre, d’ou {a} = H^=o les F n 6tant fermes. Q.E.D. 

Exemple 2.18.1 Tout espace metrique discret est complet. En effet, si 7 est un 
filtre de Cauchy, il existe M £ 7 tel que diam M < 1/2 ; il en resulte que M 
est necessairement reduit k un point x et par consequent J est plus fin que le filtre 
V(z). 

Exercice 2.18.3 Montrer qu’un espace m&rique est complet si, pour toute suite decroissante (F n ) 
de fermes non vides dont le diam&tre tend vers 0, P intersection D^=o ^ >n est r &luite k un point. 

Exercice 2.18.4 Dans un espace metrique, une suite generalisee (xi)i € i (exemple 2.1 1.5) est dite 
de Cauchy si V image du filtre des sections sur l’ensemble filtrant I par l’application i t-> Xi est une 
base de filtre de Cauchy. Montrer qu’une suite generalisee (x i)iei est de Cauchy si, et seulement si, 

(Vc > 0)(3i e /)(Vj , k e I)(j , k > % =» d(x jy Xk) < ^)- 

Montrer que toute suite generalisee convergente est de Cauchy et qu’un espace metrique est complet 
si, et seulement si, toute suite generalisee de Cauchy converge. 


2.19 Topologies initiales 

On se propose de decrire un proc&le tres general permettant de construire de nou- 
veaux espaces topologiques ; deux exemples fondamentaux seront traites dans les 
deux paragraphes suivants. 

La situation generate envisagee est la suivante. Nous nous donnons une fa- 
mille (Xi) i£ j d’espaces topologiques, un ensemble X et une famille duplica- 
tions fi : X -> Xi. On desire munir l’ensemble X d’une topologie ; les topo- 
logies interessantes sont celles qui rendent continues toutes les applications /*. Si 
une topologie sur X rend continues toutes les applications /*, il en est 6videmment 
de meme de toute topologie plus fine ; ceci montre qu’il est interessant de savoir 
si I’ ensemble £ des topologies sur X rendant continues toutes les applications fi 
admet un plus petit element. La reponse k cette question est positive ; on a tres 
precisement le theoreme suivant. 

Theoreme 2.19.1 Soient (Xi) i£ i une famille d’espaces topologiques, X un en- 
semble et fi : X -» Xi une famille d’ applications. I l existe sur X une topologie, 
dite topologie initiale, rendant continues toutes les applications fi et moins fine 
que toute topologie sur X rendant continues toutes les applications fi. 
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Preuve Notons 0* la famille des ou verts de X^ Si T est une topologie sur X 
appartenant a £, pour tout i G I et tout O* G 0* les ensembles ff l (Oi) doivent 
etre ouverts, done l’ensemble des intersections finies de tels ensembles, e’est-a- 
dire 1* ensemble des 

(2.19.1) p| oil Oi € 0 j,Je 9(1), 

ieJ 

ou 7(1) designe l’ensemble des parties finies de I. Si nous montrons que les en- 
sembles (2.19.1) constituent une base de topologie, le theoreme sera demontr^ : la 
topologie cherchee sera definie par cette base de topologie. Verifions les proprietes 
(B\) et ( ) de la proposition 2.9.4 : (Bi) est verifie car Intersection de deux 
ensembles de la forme (2.19.1) est encore de cette forme et (# 2 ) est v6rifi6 car 
X = fr\X i ). Q.E.D. 

Exemple 2.19.1 Borne superieure d’une famille de topologies Sur un ensemble 
X , soit ( ( Ji)izi une famille de topologies ; notons Xi l’espace X muni de la to- 
pologie 7i et fi : X -» Xi l’application identique. La topologie initiale sur X 
associee a ces fonctions fi est done plus fine que chaque topologie 7 \ et e’est la 
topologie la moins fine ayant cette propriety ; autrement dit, la famille de topolo- 
gies (T*) i6 / admet une borne superieure, a savoir la topologie initiale precedente. 

Sur chaque espace X i9 donnons-nous une base de topologie $*, alors l’en- 
semble des 

(2.19.2) p| ou J3« 9(1), 

J 

constitue une base de la topologie initiale. En effet, ces ensembles sont ouverts et, 
par consequent, il suffit de verifier que tout ensemble de la forme (2.19.1) est une 
reunion d’ensembles de la forme (2.19.2), e’est-^-dire que pour tout 
x e fliej UHOi), il existe des Bi e'B iy ie J, tels que 

xepl/p^cfl/r 1 ^); 

i€J i£J 

cette derniere propriete est immediate a verifier, car fi(x) G Oi done, *Bi etant une 
base de la topologie de X iy il existe G 'Bi tel que fi(x) G Bi C O iy d’ou le 
resultat desire. 

Decrivons le filtre des voisinages d’un point x de X ; soit Si un systeme fon- 
damental de voisinages du point fi(x) y alors l’ensemble des 

(2.19.3) p| /"'(Vi), o H Vi €Si,JG 9(1), 

i£j 

constitue un systeme fondamental de voisinages du point x. Notons d’abord que 
ces ensembles sont des voisinages de x d’apres la continuity des applications fi 
et le fait que J est fini. Montrons ensuite que tout voisinage V de x contient un 
ensemble de la forme (2. 19.3) ; en effet, V contient un ouvert qui contient x y done 
V contient un ensemble de la forme (2.19.1) qui contient x , soit 

* € Pi f-\Oi) C V, ou Oi € Oi, J € 9(1); 
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les ouverts O* sont alors des voisinages de fi(x ), done il existe des Vi e S* tels 
que fi(x) e Vi c Oi , d’ou a: G fl iejf^W) c ce Q ul prouve le resultat 
voulu. 

En ce qui concerne la convergence des filtres, le resultat de base est le suivant. 

Proposition 2.19.2 Les hypotheses etant celles du theoreme 2.19. 1, unfiltre 7 sur 
X, muni de la topologie initiate , converge vers un point x si, et seulement si, pour 
tout i € I, la base de filtre fi(7) converge vers fi(x). 

Preuve Si le filtre 7 converge vers un point x G X, la continuity des applica- 
tions fi prouve que les bases de filtre fi(9 r ) convergent vers fi(x). Reciproque- 
ment, supposons que les bases de filtre fi(7) convergent vers fi(x) et considerons 
un voisinage du point x de la forme V = (\ G j °& v i G V(fi(x))> 

J £ 7(1) ; alors f~ l (Vi) E Jet J etant fini, on en deduit que F e J, ce qui 
prouve que le filtre 7 converge vers x. Q.E.D. 

Cette proposition a des consequence importantes que voici. 

Corollaire 2.19.3 Soit 7 un filtre sur un ensemble Y, alors une application 
f : Y —> X, ou X est muni de la topologie initiate, admet une valeur limite 
x G X suivant le filtre 7 si, et seulement si, pour tout i G I, fi(x) est une valeur 
limite de V application fi o f : Y Xi suivant le filtre 7. 

En particular, en prenant Y = N et pour filtre 7 le filtre de Frechet, on constate 
qu’une suite ( x n ) de X converge vers un point x E X si, et seulement si, pour tout 
i £ I la suite ( fi{x n )) converge vers fi(x). 

En prenant pour 7 le filtre des voisinages d’un point a d’un espace topologique 
y, on constate que x = lim^a f(y) si, et seulement si, pour tout i e I, 

fi(x) = lim(/j o f)(y). 

y->a 

En particulier, on obtient le corollaire qui suit. 

Corollaire 2.19.4 Soit Y un espace topologique, une application f :Y -> X est 
continue en un point a £ Y si, et seulement si, pour tout i G I, les applications 
fiof:Y — > Xi sont continues au point a. U application f est done continue dans 
Y si, et seulement si, toutes les applications fi o / sont continues dans Y. 

Exercice 2.19.1 Montrer que la topologie initiate sur X est la seule topologie v£rifiant la propri&e 
f quels que soient l’espace topologique Y et l’application f :Y -» X> f est continu si, et 
\ seulement si, pour tout i G /, les applications /* o f :Y Xi sont continues. 

Exercice 2.19.2 Topologie engendree par une famille de parties 1. Soit ( Ai) ieI une famille de 
parties d’un ensemble X , montrer qu’il existe sur X une topologie 7 et une seule telle que Ai soit 
ouvert pour tout i et moins fine que toute autre topologie possddant cette propridtd [utiliser sur X les 
topologies ddfinies par 0* = {0, Ai, X}]. 

2. Soit Y un espace topologique, montrer qu’une application / : Y X est continue ( X dtant 
muni de la topologie 7) si, et seulement si, f~ l (Ai) est ouvert pour tout i. 

Enfin la proposition 2. 19.2 permet de donner un critere tr£s simple pour que la 
topologie initiale soit separee. 
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Corollaire 2.19.5 On suppose les espaces X\ separes, alors la topologie initiale 
sur X est separee si, et seulement si, 

(2.19.4) (Wx G X){\/y G X)((Vi G /)(/*(*) = fi(y)) ^x = y). 

On dit alors que lesfonctions fi separent les points de X. 

Preuve La condition est suffisante. En effet, soit 3 un filtre sur X convergeant vers 
x et y ; P espace Xi etant separe, la proposition 2.19.2 montre que fi(x) = fi(y) 
pour tout i G /, d’ou x = y, ce qui prouve que X est separe. Reciproquement, 
s’il existe x, y G X, x ^ y , tel que fi(x) = fi(y ) pour tout i G /, le filtre V(x) 
converge a la fois vers x et y. Q.E.D. 

Note Lorsque les espaces Xi sont metrisables, la topologie initiale sur X n’est 
pas en general m&risable, ni meme a base denombrable de voisinages comme le 
montre, par exemple, la proposition 2.2 1 . 17 concernant les topologies produits. 


2.20 Topologie induite 

Soit f : X Y une application d^finie sur un ensemble X et a valeurs dans 
un espace topologique Y ; on peut alors munir X de la topologie initiale assoctee 
a cette application /, c’est-a-dire de la topologie la moins fine rendant continue 
P application / ; cette topologie est appelee topologie image r&dproque par / de 
la topologie de Y. 

Nous nous proposons d’etudier dans ce paragraphe un cas particulier de cette 
notion. Soit A une partie d’un espace topologique X. La topologie image reci- 
proque par l’injection canonique i : A X de la topologie de X est appelee 
topologie induite sur A par celle de X . Muni de cette topologie, A est appele un 
sous-espace de X. Tous les resultats du paragraphe precedent s’appliquent a cette 
situation particuliere. 

La topologie induite est la topologie la moins fine rendant continue Pinjection 
canonique i : A — > X. 

La base de topologie (2.19.1), c’est-a-dire Pensemble des 

r 1 (0) = o nA 

ou O decrit Pensemble des ouverts de X , verifie dans ce cas les axiomes des 
ou verts et constitue done Pensemble de tous les ouverts de la topologie induite. 
Un ouvert de la topologie induite sera dit ouvert dans A et, par consequent, une 
partie de A est ouverte dans A si, et seulement si, elle est la trace sur A d’un ouvert 
de X. II en resulte evidemment qu’une partie de A est fermee dans A t e’est-a-dire 
est fermee pour la topologie induite, si, et seulement si, elle est la trace sur A d’un 
lerme de X. 

Si 2 est une base de la topologie de X , les traces sur A des ensembles de 3 
est une base de la topologie induite d’apres (2.19.2). 
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On prendra garde au fait qu’un ensemble ouvert (resp. ferme) dans A n’a au- 
cune raison d’etre ouvert (resp. ferm£) dans X ; plus precis 6 ment, on a le resultat 
suivant. 

Proposition 2.20.1 Pour que tout ensemble ouvert (resp. ferme) dans A soit ou- 
vert (resp. ferme) dans X, ilfaut et il suffit que A soit ouvert (resp. ferme) dans 
X. 

Preuve Si tout ensemble ouvert dans A est ouvert dans X , A etant ouvert dans A 
(d’apres (O 3 )) est ouvert dans X. La r&nproque est immediate, car un ouvert de 
A est de la forme O fl >1 ou O est ouvert dans X et on utilise ( 02 )- On fait un 
raisonnement analogue pour des fermes. Q.E.D. 

Exercice 2.20.1 Soient X un espace topologique, A et B des parties de X et M C A n £, si M 
est ouvert (resp. fermd) dans A et dans B, montrer que M est ouvert (resp. ferm£) dans A U B. 

Exercice 2.20.2 Sous-espace localement ferme Soient X un espace topologique, A une partie de 
X , montrer que les propri£t£s suivantes sont dquivalentes (on dit alors que A est localement fermd) 

1 . pour tout x E A y il existe unvoisinage V x de x tel que V x n A soit fermd dans V x> 

2. A est une partie ouverte de A , 

3. A peut s’dcrire comme 1’ intersection d’un ouvert et d'un fermd de X, 

4. il existe un ouvert O contenant A tel que A soit fermd dans O 

[pour verifier que 1 => 2, soit O x un ouvert tel que x E O x C V Xt noter que 

A n v x = A n V x n v x 3 A n o x 0 o x , 

montrer que A 3 A n O x en utilisant l’exercice 2. 10.3 et en d&luire que A = A fl \J xeA O x ]. 

Exercice 2.20.3 Recollement d’espaces topologiques Soit X un ensemble tel que X = |J iG/ Xi 
ou chaque Xi est muni d’une topologie Ti vdrifiant, pour tout i,j E /, 

a. Xi n Xj est ouvert dans Xi et dans Xj t 

b. les topologies T* et 7j coincident sur Xi fl Xj . 

Montrer alors qu’il existe une unique topologie 7 sur X telle que 7 induise sur Xi la topologie 0* 
et que Xi soit un sous-espace ouvert de X [montrer d’abord que, si une telle topologie existe, elle est 
unique : l’ensemble O des ou verts est ndcessairement donn£ par la formule 

0 = {O € 9{X ) ; o = U Oi, Oi e 0*}, 
iei 

Oi ddsignant l’ensemble des ouverts de ( Xi , T*) ; montrer ensuite que O v^rifie les axiomes des ou- 
verts (on sera conduit h verifier que Xi n Oj E Oi pour tout Oj E Oj) et d^finit une topologie sur X 
v^rifiant les propridt^s voulues]. 

En ce qui concerne la notion de voisinage, on a d’apres (2.19.3) le resultat 
suivant : soit a un point de A et soit S un systeme fondamental de voisinages de a 
dans X , alors l’ensemble des traces sur A des ensembles de S constitue un systeme 
fondamental de voisinages de a dans A (c’est-a-dire pour la topologie induite). 

Pour preciser ce rdsultat, introduisons la notion de filtre induit. Soit 7 un filtre 
sur X et soit l’ensemble des traces sur A des ensembles de *5 ; 3^ n’est pas 
en general un filtre sur A , pour que soit un filtre, il est necessaire que 
(2.20.1) (VM E 5)(M flA^U) 

et cette condition est evidemment suffisante ; on dit alors que *3f admet une trace 
sur A et le filtre Ja est appel£ le filtre induit sur A par Si *B est une base du 
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filtre 7, l’ensemble *Ba des traces sur A des ensembles de 23 est evidemment une 
base du filtre 7 a- 

Voici deux remarques tres simples concernant cette notion. 

Remarque 2.20.1 Soient 7 et 7' deux fibres sur X , 7 etant moins fin que 7 f . 
Alors, si 7' admet une trace sur A , le filtre 7 admet une trace sur A et le filtre 7a 
est moins fin que 7' A . 

Remarque 2.20.2 Soit 7 un filtre sur X admettant une trace 7a sur A. Alors, 7a 
est une base de filtre sur X qui engendre un filtre plus fin que 7. 

Exemple 2.20.1 Soit A une partie d’un espace topologique X. Alors, un point a 
de X est adherent a A si, et seulement si, le filtre V(a) admet une trace sur A . Si 
7 est ce filtre induit, 7 est une base de filtre sur X qui converge vers a d’apres la 
remarque 2.20.2. 

Exercice 2.20.4 Image rdciproque d’un filtre Soient X , Y des ensembles, / : X — » Y une 
application et r B 7 une base de filtre sur Y. Montrer que / _ 1 (‘B / ) = {/ - 1 (M 7 ) ; M 7 £ (B 7 } est une 
base de filtre sur X si, et seulement si, f~ l (M 7 ) est non vide pour tout M' £ $ 7 . Cette condition 
dtant vdrifide, montrer que le filtre engendr£ par / _ 1 (! B 7 ) ne depend que du filtre engendrd par © 7 et 
que /(/ - 1 (!B 7 )) engendre un filtre plus fin que ( B / . 

Revenons a la notion de sous-espace. Avec la terminologie qui precede, le filtre 
des voisinages dans A d’un point a £ A est simplement la trace sur A du filtre des 
voisinages dans X du point a. Un voisinage de a dans A n’est pas en general un 
voisinage de a dans X et on a la 

Proposition 2.20.2 Soit A un sous-espace d’un espace topologique et soit a € A. 
Pour que tout voisinage de a dans A soit un voisinage de a dans X, il faut et il 
suffit que A soit un voisinage de a dans X. 

Preuve La condition est necessaire car A est un voisinage de a dans A . Elle est 
suffisante : si V est un voisinage de a dans A, il existe un voisinage W de a dans 
X tel que V = W n A et par suite V est un voisinage de a dans X d’apres (F 2 ). 

Q.E.D. 

La proposition 2.19.2 montre qu’un filtre 7 sur A converge dans A vers un 
point a £ A si, et seulement si, 7 en tant que base de filtre sur X converge vers 
a dans X. En particulier, il est equivalent de dire d’une suite ( x n ) de A qu’elle 
converge dans A ou dans X vers un point a de A. Enfin, d’apres le corollaire 
2.19.4, une application f :Y A d^finie sur un espace topologique Y est conti- 
nue en un point a £ Y si, et seulement si, l’application iof:Y — >> X est continue 
en ce point. 

Remarque 2.20.3 Soient Y un espace topologique et f : X —>Y une application 
continue en un point a £ A. L’application foi:A->Y 9 c’est-a-dire la restriction 
de / a A est continue au point a, d’apres la continuity de 1’ injection canonique i. La 
reciproque est evidemment fausse en general ; elle est vraie si A est un voisinage 
de a : en effet, si V est un voisinage du point /(a), (/ o = f~ x (V) D A 
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est un voisinage de a dans A , done dans X d’apr&s la proposition 2 . 20.2 et il en 
resulte que f~ l {V) est un voisinage de a dans X d’apr&s (F\). 

Remarque 2.20.4 Soient X un espace topologique et A , B des parties de X telles 
que B C A C X. On peut considerer B comme un sous-espace de X ou comme 
un sous-espace du sous-espace A ; il est evident que les deux topologies ainsi 
induites sur B coincident. 

Remarque 2.20.5 Soit A un sous-espace d’un espace topologique X et soit B 
une partie de A. Alors 1 ’ adherence de B dans A est egale a la trace sur A de 
l’adherence de B dans X. En effet, les fermds de A sont de la forme A fi F, ou 
F est ferme dans X , et on obtient done le plus petit ferm 6 de A contenant B en 
prenant pour F le plus petit fermd de X contenant B , e’est-a-dire l’adherence de 
B dans X. On en deduit que B est dense dans A si, et seulement si, A C B ; par 
consequent, si A est dense dans X et si B est dense dans A, alors B est dense 
dans X. Plus g^ndralement, supposons A muni d’une topologie 7 plus fine que 
la topologie induite (autrement dit, on suppose seulement 1 ’ injection canonique 
i : A — ► X continue), alors si A est dense dans X et si B est dense dans A muni 
de la topologie 7, B est dense dans X d’apres ce qui precede et le point 6. du 
theoreme 2 . 15 . 1 . 

Venons-en enfin a la notion de limite relative a un sous-espace. 

Definition 2.20.1 Soit a un point adherent a une partie A d y un espace topologique 
X et soit f : A ->Y une application a valeurs dans un espace topologique Y. On 
dit que f(x) tend vers un point y deY quand x tend vers a en restant dans A, si 
y est une valeur limite de V application f suivant le filtre induit sur A par lefiltre 
V(a). On ecrit alors y = ]im x ^ a ,x€A /(z)- 

Si S (y) est un systeme fondamental de voisinages de y, ceci signifie simple- 
ment 

( 2 . 20 . 2 ) (W e S(y))(3W G V{a)){f(W nA) C V ). 

Toute valeur limite dtant un point adherent, on notera que y G f(A). 

Si Pespace X est a base denombrable de voisinages, on peut caractdriser cette 
notion de limite en termes de suite. 

Proposition 2.20.3 Les notations etant celles de la definition 2.20.1 , on suppose 
X a base denombrable de voisinages, alors y = f(x) si, et seulement 

si, pour toute suite ( x n ) de A qui converge vers a, la suite ( f{x n )) converge vers 

y- 

Preuve D’apres la proposition 2 . 12 . 3 , il s’agit de verifier qu’une suite ( x n ) de A 
converge vers a si, et seulement si, le filtre dldmentaire sur A associd a cette suite 
est plus fin que le filtre V(a)\ A , ce qui est immediat. Q.E.D. 

Remarque 2.20.6 Soient A et B deux parties d’un espace topologique X telles 
que B C A c X. Si a est un point adherent aB,a est a fortiori adherent a A. Soit 
f : A ->Y une application h. valeurs dans un espace topologique Y et supposons 
y = lim^a^eA /(x), d’aprfcs (2.20.2) on a alors y = lim x ^ aiX£B f(x). 
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Exemple 2.20.2 Soit a un point non isole dans un espace topologique X , alors a 
est adherent al - {a}. Si une application f : X - {a} -* Y admet une limite y 
quand x tend vers a par valeurs differentes, c’est-a-dire en restant dans X — {a}, 
on ecrit y = lim^a^a f(x). 

Signalons enfin que le critere de separation 2. 19.5 s’applique. Tout sous-espace 
d’un espace separe est separe. Notons egalement que tout sous-espace d’un espace 
regulier est regulier. 

Exercice 2.20.5 Les notations dtant celles de Pexemple 2.20.2, montrerque y = lim x _^ a x ^ a f(x ) 
si, et seulement si, la fonction f : X -> Y prolongeant / telle que f(a) = y est continue au point a. 

Exercice 2.20.6 Limite a gauche et a droite Soient A une partie de R, Y un espace topologique et 
/ : A — ► Y une application. Soit aGlun point adherent a B = An]a, +oo[, le filtre V(a) admet 
alors une trace J sur B ; si / \b admet une limite y E Y suivant ce filtre, on dit que / admet une 
limite a droite au point a et on note cette limite f(a + 0) = lim x _». a , x>a f(x). On ddfinit de mSme 
la notion de limite a gauche f(a — 0) si a est adherent a An ] — oo, a[ . 

1. Montrerque y = f(a + 0) dquivaut a chacune des propridtds suivantes 

a. pour tout voisinage V E V(y), il existe 6 > 0 tel que f(An]a , a + 6 [ ) C V. 

b. pour toute suite ( x n ) de B qui converge vers a, la suite ( f(x n )) converge vers y. 

c. pour toute suite strictement ddcroissante (a: n ) de B qui converge vers a, la suite (/(x n )) 
converge vers y. 

2. Supposons a E A, on dit alors que / est continu a droite au point a si f(a + 0) existe et 
f(a + 0) = f(a) (lorsque a n’est pas adherent h £, c’est-a-dire lorsqu’il existe 5 > 0 tel que 
i4fl]a, a + 6[ = 0, on convient que /(a + 0) = /(a) et que / est continu a droite au point a). On 
ddfinit de mSme la continuity a gauche. Montrer que / est continu au point a si, et seulement si, / est 
continu h gauche et h droite au point a, c’est-a-dire f {a) = f(a + 0) = /(a — 0). 

3. Soient Y un espace rdgulier et / : [a, 6[ — ► Y une application telle que f(x + 0) existe pour 
tout x E [a,6[. Montrer que la fonction x ■-> f(x + 0) est continue a droite en tout point de [a, 6[ . 

Exercice 2.20.7 Discontinuity d’une fonction monotone Soit / : [a, b] — > R une application 
monotone, croissante pour fixer les iddes. 

1. Montrer que / admet une limite h gauche et h droite en tout point de [a, 6] (on convient que 
/(a - 0) = /(a) et f(b + 0) = f(b)) et que, pour a<x <y <6, 

f(x - 0) < f(x) < f{x + 0) < f(y - 0) < f(y). 

2. Montrer que la fonction x i-» f{x + 0) est croissante, continue h droite et la fonction 
x i-* f(x — 0) croissante, continue & gauche. 

3. On ddfinit le saut de / au point x par s(a:) = f(x + 0) — f(x — 0). Montrerque / est continu 
au point x si, et seulement si, s(x) = 0. Montrer que l’ensemble des points de discontinuity de / est 
ddnombrable [noter que les intervalles ]f(x - 0 ),f(x + 0)[ sont disjoints deux a deux et en ddduire 
que l’ensemble des x tels que s(x) > 1/n est fini]. 

Exercice 2.20.8 Fonction reglee Soient X un espace topologique et / : [a, 6] X une applica- 
tion. On dit qu’un point x E [a, 6] est un point de discontinuity de premiere espfcce si }(x + 0) et 
f(x — 0) existent et sont diffdrents. Si / n’admet que des discontinues de premiere espfcce, on dit que 
/ est rdgiy. 

On suppose que X est un espace rndtrique, montrer que l’ensemble des points de discontinuity 
d’une fonction rdglde / : [a, b] -4 X est ddnombrable [montrer que, pour tout e > 0, Pensemble 
{a: E [a, 6] ; d{f(x + 0), f{x — 0)) > e} est un ensemble de points isolds]. 
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Exercice 2.20.9 Discontinuity artificielleindexdiscontinuitd artificielle Soient X un espace sdpard, 
y un espace rdgulier et 

f : X -+Y une application. On note A 1’ensemble des points de discontinuity artificielle, c’est-a-dire 
1’ensemble des points x de X non isolds tels que la limite lim 1/ _ >;Cj y ^ x f(y) existe et est diffdrente 
de f(x). On pose alors 


v i x ) = / /(*) . s « * <t 

’ \ lim^j t , y ^xf(y) . Size A 

1 . Montrer que y? : X -> Y est continue en tout de A et en tout point de continuity de /. 

2. Si Y est un espace metrique, on pose A n = {x € A; d((p(x)> f(x)) > 1/n}, n E N*, 
montrer que tout point de A n est isoiy dans A n . 

3. Si X admet une base de topologie ddnombrable, en ddduire que A est ddnombrable [utiliser 
r exercice 2.10.8]. 

Exercice 2.20.10 Soient D et D' deux parties de R ddnombrables et partout denses, l’objet de cet 
exercice est de prouver que D et D' sont homyomorphes. On peut ycrire D et D f sous la forme 
D = U,?= 0 { a n}. D> = Un= 0 {°n} 0& a P ? <*<?. a 'p # a 'q si P ^ 9- 

1 . Construire par rycurrence une suite de bijections croissantes f n : A n — t A' n ou A n et A' n sont 
des parties finies de D et D' telles que 

n n 

U i a p} C A n , (J {a! p } C A' n , A n C A n +i> A! n C et f n = / n +iU„- 

p=0 p = o 

2. En dyduire l’existence de bijection croissante / : D — ► D ' . 

3. Montrer que toute bijection croissante / : D -> D' est un homyomorphisme. 

En particular, toute partie ddnombrable dense dans R est homyomorphe h <Q>. 

Etudions les sous-espaces des espaces mdtriques. Soit A une partie d’un es- 
pace mdtrique X. La restriction a A x A de la distance d est une distance sur A 
definissant une structure d’espace mdtrique sur A , done une topologie Ti sur A. 
On peut d’ autre part munir A de la topologie T 2 induite par celle de X. Ces deux 
topologies Ti et 7 2 coincident. En effet, si a est un point de A , on obtient une base 
du filtre des voisinages de a pour la topologie T 2 en prenant les traces sur A des 
boules fermdes {x € X ; d(a, x) < r}, (r > 0), et ces traces sont precisement les 
boules fermdes dans A centimes au point a. 

Ceci montre qu’un sous-espace d’un espace mdtrisable est mdtrisable. 

Voici une propridte particuliere aux espaces metrisables. 

Proposition 2.20.4 Tout sous-espace d’un espace metrisable separable est sepa- 
rable. 

Preuve En effet, si un espace admet une base de topologie ddnombrable, il en est 
de meme de tout sous-espace et on conclut grace a la proposition 2.10.7. Q.E.D. 

En ce qui concerne les sous-espaces mdtriques complets d’un espace mdtrique, 
on a d’abord la 

Proposition 2.20.5 1. Tout sous-espace ferme d’un espace metrique complet est 
complet. 

2. Tout sous-espace complet d’un espace metrique est ferme. 




2.20 TOPOLOGIE INDUITE 125 


Preuve 1. Soit A une partie fermee d’un espace metrique complet X et soit ( x n ) 
une suite de Cauchy de A ; c’est a fortiori une suite de Cauchy dans X qui 
converge done dans X vers un point x ; mais A etant ferme, le point x appartient 
a A et la suite ( x n ) converge vers x dans A. 

2. Soit A un sous-espace complet d’un espace metrique X et soit a € A ; 
d’apres la proposition 2.12.1, il existe une suite ( x n ) de A qui converge vers a 
dans X ; cette suite est done de Cauchy dans X , done dans A ; le sous-espace A 
etant complet, cette suite converge done vers un point b € A dans A , done dans 
X ; un espace metrique etant separe, on a necessairement a = b, d’ou a € A, ce 
qui prouve que A est ferme. Q.E.D. 

Corollaire 2.20.6 Dans un espace metrique complet , V ensemble des parties fer- 
mees est egal a V ensemble des parties completes. 

Proposition 2.20.7 Soit (Ai) ieI une famille de parties completes dans un espace 
metrique X. 

1. Si I est non vide, l* intersection de la famille est une partie complete. 

2. Si I est fini , la reunion de la famille est une partie complete. 

Preuve 1. Chaque Ai est ferme dans X (proposition 2.20.5), l’intersection est 
fermee dans X , done dans tout Ai et on conclut avec la proposition 2.20.5. 

2. Soit A la reunion de la famille et soit ( x n ) une suite de Cauchy de A. L’ en- 
semble I etant fini, il existe i G I et une sous-suite (x nj J tels que x nk € A;. 
L’ ensemble Ai etant une partie complete de X , cette sous-suite converge dans A*, 
done dans A et on conclut avec le corollaire 2. 1 8.4. Q.E.D. 

Exemple 2.20.3 La droite achevee R (exemple 2.13.5) est isometrique k l’inter- 
valle [-1, +1], qui est un sous-espace metrique complet de R d’apres la propo- 
sition 2.20.5 ; il en resulte que R est un espace metrique complet. En effet, etant 
donne deux espaces metriques X et Y , s’il existe un homeomorphisme de X sur 
Y uniformement continu ainsi que 1’ homeomorphisme reciproque, X est complet 
si, et seulement si, Y est complet. 

Remarque 2.20.7 La topologie induite sur R par celle de R est la topologie usuelle 
de R : la distance y) = | f(x) - f(y)\ induite sur R par celle de R est topolo- 
giquement equivalente k la distance usuelle di(x, y) = \x — y\ (remarque 2.18.1). 
Les distances d\ et cfo sur R ne peuvent 6tre uniformement equivalentes car R est 
complet pour la distance d\ et ne Test pas pour la distance d^ : en effet, R muni 
de cette distance cfo est isometrique a l’intervalle ] - 1, 1[ muni de la distance d\ 9 
intervalle qui n’est pas un sous-espace complet de (R, d \ ), n’etant pas ferme. 

Exercice 2.20.11 Soit X un espace metrique, on suppose qu’il existe r > 0 tel que toute boule 
fermde £'(#; r) soit complete, montrer alors que l’espace X est complet. 
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2.21 Topologie produit 

Donnons-nous une famille (Xi) ie / d’espaces topologiques. Nous nous proposons 
de ddfinir sur l’ensemble produit X = n*e/ une structure topologique. Nous 
noterons 0* l’ensemble des ouverts de Xi, Vi(xi) le filtre des voisinages d’un 
point Xi de X iy etc. 

Le theoreme 2.19.1 permet de donner la definition suivante. 

Definition 2.21.1 Soit {Xi)i e j une famille d’espaces topologiques , sur V ensemble 
X = n* e / to topologie la moins fine rendant continues toutes les projections 
pri : X — ► Xi est appelee la topologie produit . 

La topologie produit etant une topologie initiale, nous obtenons de suite les 
proprietes essentielles de cette topologie. Auparavant, faisons une remarque preli- 
minaire : soit Ai une partie de Xi, on a 

prT 1 {A i ) = Ai* JJ Xj 

j£l 

et, si J est une partie de I, on a done 

p| pr~ 1 (A i ) = JJ Ai x Xi ; 

</ i£J i£l — J 

si J est une partie finie de I, de tels ensembles seront appeles des ensembles eld- 
mentaires. 

Considerons alors sur chaque espace facteur Xi une base de la topologie ; 
d’apres (2. 1 9.2), une base de la topologie produit est constitute par l’ensemble des 
ouverts elementaires 

(2.21.1) lift* n Xi, oil Bi € $i, J € y(7). 

i£j i€.I — J 

Soit x = ( Xi)i e i un point de Tespace produit et soit S* un systeme fondamen- 
tal de voisinages du point Xi ; d’aprSs (2. 19.3), l’ensemble des voisinages tlemen- 
taires 

(2.21.2) n^x n Xi, ou Vi e§i, Je J(J), 

ieJ iei-J 

est un systeme fondamental de voisinages du point x pour la topologie produit. 

Les projections pri sont continues d’apres la definition meme de la topologie 
produit ; ce sont en outre des applications ouvertes ; voici la definition de cette 
notion. 

Definition 2.21.2 Soient Y et Z deux espaces topologiques , une application 
f :Y Z est dite ouverte si 1’ image par f de tout ouvert de Y est un ouvert de 
Z. 

Proposition 2.21.1 Les projections pri : X -» Xi sont des applications ouvertes. 

Preuve Si O = H iGl Oi est un ouvert elementaire, on a pri(0) = Oi ou 0 ; 
un ouvert U de X est une reunion d’ouverts elementaires, U = Uaga et 
pm(U) = Uaga VTiWx )* ce 9 ui P ermet de conclure. Q.E.D. 
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Remarque 2.21.1 Lorsque l’ensemble d’indices I est fini, on peut dans (2.21.1) 
et (2.21.2) prendre J = I ; une base de la topologie produit est constitute de l’en- 
semble des produits n^/ °u ^ ; en particular, tout produit d’ensembles 

ouverts est un ensemble ouvert pour la topologie produit. Par exemple, l’espace 
R n , n > 1, sera muni de la topologie produit de n droites reelles ; une base de 
cette topologie est constitute de 1’ ensemble des ouverts tltmentaires fllLi l a *> M> 
ou a*, bi G R ; ces ensembles sont appelts des pavts ouverts. L’ensemble C des 
nombres complexes ttant muni de la topologie de R 2 , on munira l’espace C n de la 
topologie produit de n droites complexes, ou ce qui revient au meme de la topolo- 
gie de R 2n . 

Proposition 2.21.2 Pour tout i G I, soit Ai une partie de X it On a 

(2.21.3) n*=n*. 

i€l iel 

et , si I est fini , 

(2.21.4) Int n*-n Int 

i€l i€l 

Preuve Prouvons d’abord (2.21.3). D’apres la continuitt des projections et le theo- 
reme 2.13.4, on a, en notant A le produit des ensembles A*, 

_ _ pn(A) C pVi(A) c Al, 

d’ou A c ]lie/ Ai ; pour dtmontrer l’inclusion opposte, soit a = (a.i)ie/ un 
point de Y\ ieI Ai et soit Y\ ieI Oi un ouvert tltmentaire contenant ce point ; on a 
alors 

(JJo<)nX = JJ(Oi n i4i) 

i€l i€l 

et cet ensemble est non vide car Oi est un ouvert contenant le point a* G A.*, ce 
qui prouve que le point a est adherent a A. 

Quant a (2.21.4), I etant fini, on notera d’abord que n^/ * nt Ai est un ouvert 
contenu dans A, done dans Int A ; pour ddmontrer l’inclusion opposde, 

a = un point de Int A ; il existe done un ouvert Ylizi contenant ce 

point et contenu dans A, d’ou ai G Oi C A if ce qui prouve que a* G Int Ai et par 
consequent a G rw int ^u. Q.E.D. 

Corollaire 2.21.3 Un produit d’ensembles fermes est ferme pour la topologie pro- 
duit. 

Une telle propriete est en general fausse pour des ensembles ouverts ; un pro- 
duit d’ensembles ouverts ^ n est un ensem ble ouvert que dans les deux cas 
suivants : ou bien ce produit est vide, ou bien Oi = Xi sauf pour un nombre fini 
d’indices i. En effet, dans les autres cas un tel ensemble est non vide et ne contient 
aucun ouvert eldmentaire non vide, il ne peut done etre une reunion d’ ouverts ele- 
mentaires. 

Exercice 2.21.1 Soient X, Y des espaces topologiques, A C X et B C Y, montrerque 
Fr (A X B) = (Fr (A) x B) U (A x Fr (B)). 
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Supposons les espaces facteurs Xi non vides et soit A une partie dense dans 
X ; d’apres la continuity des projections, on a pri(A) C pr^A), et par consequent 
pri(A) est dense dans X it II en resulte que, si un produit d’espaces topologiques 
non vides est separable, chaque espace facteur est separable. Reciproquement, on 
a la 

Proposition 2.21.4 Le produit d’une famille denombrable d’espaces separables 
est separable. 

Preuve Notons X n , n E N, les espaces facteurs qu’on peut supposer non vides, 
D n une partie ddnombrable dense dans X n et X = fI^=o l’espace produit. 
Soit a = ( a n ) un point de X, posons 

p oo 

A v =’i\D n x {o n } pourp e N. 

n = 0 n=p+l 

L’ensemble A = IJ^lo ^ v est a ^ ors denombrable d’apres les propositions 1.9.5 et 
1.9.6 et il est dense dans X , car tout ouvert elementaire non vide s’^crit 

p oo 

n On x X n , O n ouvert de X n , 

n = 0 n=p+ 1 

et rencontre done A. Q.E.D. 

En particulier, les espaces R n et C n sont separables. 

Exercice 2.21.2 On consid&re 1 ’espace R muni de la topologie ddfinie a l’exercice 2. 17.6 et l’espace 
produit R 2 , espace separable d’aprfcs la proposition 2.21.4. Montrer que le sous-espace 

X = {(z, y) € R 2 ; x + y = 1} 

n’est pas separable [verifier que la topologie de ce sous-espace est la topologie discrete], 

Les espaces produits permettent d’enoncer un critere utile de separation que 
voici. 

Proposition 2.21.5 Un espace topologique X est separe si, et seulement si, la 
diagonale de X x X, A = {z € X x X ; pr\z = pr 2 z}, estfermie. 

Preuve Si X est sdpard, A est ferine dans X x X d’apres la continuity des 
projections et la proposition 2.17.3. Reciproquement, supposons A ferme et soit 
x, y £ X y x ± y ; on a (x, y) & A et X x X — A est un voisinage ouvert de 
(x,t/) ; il existe done V € V(x), W e V(y) tel que (V x W) fl A = 0, ce qui 
signifie V D W = 0 et ceci prouve ( H 2 ). Q.E.D. 

Ceci peut se gen^raliser de la fa$on suivante. Etant donnd deux ensembles X et 
/, I 7 ^ 0, on note S : X -¥ X 1 l’application x i-* (x*)^/ ou x^ = x pour tout 
i € I ; cette application, appelee application diagonale, est yvidemment injective 
et son image A = S(X) est appelee la diagonale de X 1 . La bijection reciproque 
<S _1 : A — > X est simplement la restriction a A de l’une quelconque des projec- 
tions pri. On a alors la 

Proposition 2.21.6 Soient X un espace topologique et I un ensemble non vide. 
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7. V application diagonale 5 est un homeomorphisme de X sur la diagonale 
A de X 1 . 

2. Si X est separe, la diagonale A estfermee. 

Preuve 1 . L’ application 5 est continue vu que pri o 6 est l’application identique de 
X ; l’application <5 _1 est continue vu que J -1 = 

2. On a A = J F iJ °“ F i,i = i x G xI > m(x) = PTj{x)} ; si X 

est separe, A est done ferme d’apres la proposition 2. 17.3. Q.E.D. 

Corollaire 2,21.7 Soit ( Ai) ie j une famille non vide de parties d’un espace separe 
X . Alors A = C\ ieI Ai est homeomorphe a un sous-espace ferme de V espace 
produit H ieI Ai. 

Preuve L’application diagonale 5 est un homeomorphisme de X sur la diagonale 
deX 1 , done induitun homeomorphisme de A sur <5(A) ;or<5(A) = (n* € /^i)nA 
et, A etant ferme, 5(A) est un sous-espace ferme de n*e/ Q.E.D. 

En ce qui concerne la convergence des fibres sur un espace produit, on a 
d’apres la proposition 2.19.2 la caracterisation suivante. 

Proposition 2.21.8 Un filtre J sur un espace produit flie/ conver 8 e vers un 
point x = (xi)i £ i si, et seulement si, lesfiltres pni^) convergent vers 

Soit / : Y -> X = Yl ieI Xi une application definie sur un ensemble Y, 
notons f i o f \ Y Xi les applications composantes. Alors, si J est un 
filtre sur Y, le corollaire 2. 19.3 montre que x = ( Xi)i e j = limgr / si, et seulement 
si, Xi = limgr fi pour tout i € I. En particulier, une suite ( x n ) de X converge vers 
un point x si, et seulement si, pour tout i e I , la suite ( pri(x n )) converge vers 
le point pri(x). En prenant pour filtre J le filtre des voisinages d’un point a d’un 
espace topologique Y, on a done x = lim y _> a f(y) si, et seulement si, pour tout 
i e I, Xi = lim v -> a fi(y). 

Exercice 2.21.3 Soient X , Y des espaces topologiques et 7 un filtre sur X x Y. Si x 6 X est un 
point adherent au filtre pri (^T) et y € Y un point limite du filtre pr2(3 r ), ou pr\ : X x Y — > X et 
pr 2 : X x Y — > Y ddsignent la premidre et la seconde projection, montrer que (a;, y) est un point 
adherent au filtre f J. 

Enfin d’apres le corollaire 2.19.4, on a la 

Proposition 2.21.9 Soit Y un espace topologique, une application f :Y X est 
continue en un point a eY si, et seulement si, toutes les applications fi :Y — » Xi 
sont continues au point a. Par suite, f est continue dans Y si, et seulement si, toutes 
les applications fi sont continues dans Y. 

Exercice 2.21.4 Soient X et Y des espaces topologiques, f : X —> Y une application et 
G = {{x,y) E X x Y ; y = f(x)} le graphe de f. Montrer que / est continu si, et seulement 
si, pr 1 1 a est un homeomorphisme de G sur X, pri : X x Y — > X ddsignant la premiere projection. 

Pour etudier les fonctions de plusieurs variables, e’est-a-dire ddfinies sur un 
espace produit, nous utiliserons la proposition suivante. 
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Proposition 2.21.10 Soit X = Yiiei Xi un produit d’espaces topologiques non 
vides et soit a £ I ; pour tout i € I, i ^ a, choisissons un point a\ de Xi. Alors, 
l* application h : x a h* ( Xi)i e i , ou Xi = a i, pour tout i ^ a, est un homeomor- 
phisme de Vespace X a sur le sous-espace Y\ ieI iz jL a {di} x X a de Vespace produit 

x * ' 

Preuve II est evident que ft est une bijection. Une base de la topologie du sous- 
espace IIt€J,t#a{ a *} x Xa s’obtient en prenant les traces sur ce sous-espace des 
ouverts elementaires rj i6/ Cft, Oi € 0 i ; on obtient ainsi comme base de la topo- 
logie l’ensemble des Y\ ie i y i^ a {cii} x O a> ou O a decrit O a ; il est clair qu’on a 
ainsi tous les ouverts du sous-espace et que P image directe et reciproque par ft de 
tout ouvert est un ouvert. Q.E.D. 

Un produit d’ensembles fermds etant ferme, on en deduit le 

Corollaire 2.21.11 Soit X = Yl i€l Xi un produit d’espaces topologiques non 
vides. Chaque espace facteur Xi est homeomorphe a un sous-espace de Vespace 
produit X. Si dans chaque espace Xi les points sontfermes (en particulier lorsque 
les espaces Xi sont separes), les espaces facteurs Xi sont homeomorphes a des 
sous- espaces fermes de Vespace produit X. 

Du critere de separation 2.19.5, on deduit le 

Corollaire 2.21.12 Un produit d’espaces topologiques non vides est separe si, et 
seulement si, tous les espaces facteurs sont separes. 

Exercice 2.21.5 Montrer que tout produit d’espaces rdguliers est r£gulier. 

Considerons maintenant une application / : X -» Y definie sur l’espace pro- 
duit Uiei Xi et k valeurs dans un espace topologique Y. Les notations etant celles 
de la proposition 2.21.10, considerons l’application / o h : X a -)> Y, c’est-a-dire 
l’application x Q h* f(x ), ou x = ( Xi) ie i et Xi = a* pour tout i a ; si / est 
continue en un point a = (a*)^j, le theor&me des fonctions composes prouve 
que / o h est continue au point a a . On exprime cette propriety en disant qu’une 
fonction de plusieurs variables continue par rapport k l’ensemble des variables est 
separement continue par rapport a chacune des variables. La reciproque est en ge- 
neral fausse : par exemple, la fonction / : R 2 -> R definie par 

f(x,y) = si ^ (°>°) et /(°>°) = (o.o) 

X ~r y 

n’est pas continue k l’origine de R 2 , bien qu’elle soit separement continue. 

Voici enfin une derni&re consequence de la proposition 2.21.10. Considerons 
une partie A de l’espace produit Yl ieI Xi ; l’ensemble ft -1 (A), c’est-a-dire 
{a}) = ^ X a ] (xfjifzj E A OU Xi = Q,i pOUr i ^ Of}, 

est appele la coupe ou section de A relative au point (ai) i€ /_{ a j. D’apr&s la conti- 
nuity de ft, si A est ouvert (resp. ferme), cet ensemble est ouvert (resp. ferme). 
Note Dans ce qui precede nous avons fixe toutes les coordonnees sauf une, celle 
d’indice a ; une generalisation evidente consiste a fixer les coordonnees d’indice 
i € J ou J est une partie quelconque de I. 
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Examinons enfin les proprietes de commutativite et d’associativite des topolo- 
gies produits. 

Proposition 2.21.13 Soit (Xj)j e j une famille d’espaces topologiques et soit 
f • I -> J une bijection, alors I’application p : (xj)j e j (xf^))i^i est un 
homeomorphisme de l\ jGJ Xj sur Yliei x f(i)- 

Preuve II est clair que p est une bijection. Pour tout Aj C Xj , on a d’autre part 
<P(T[jejAj) = Yl i£I Af(i) ; cette formule montre que F image par p de tout ou- 
vert elementaire de Y\ jeJ Xj est un ouvert elementaire de Yl ie jXf^ et il en 
resulte que p est une application ouverte ; de meme, p~ l est une application ou- 
verte, ce qui prouve que p est un homeomorphisme. Q.E.D. 

Corollaire 2.21.14 Soient X un espace topologique, I et J des ensembles equi- 
potents, alors X 1 et X J sont homeomorphes. 

Proposition 2.21.15 Soit (Xi) i£ j une famille d’espaces topologiques et soit 
une partition de I. Considerons les espaces produits 

x = n^, y = ji n ou y x = n x*. 

iel A€A i€lx 

V application p : i-> (y\)\eA, ou y\ = ( Xi) ie i x> est un homeomorphisme 

de X sur Y. 

Preuve On peut supposer tous les espaces facteurs Xi non vides. II est clair que 
p est une bijection de X sur Y. Soit O = Yl ieI Oi un ouvert elementaire de X : 
Oi = Xi si i e I - J ou J e y(I). On a p(0) = n A6 A Ux oh U x = Uiei x °i 
est un ouvert elementaire de Y\ car J A n J est fini ; en outre, Fensemble 

M = {Xe A; J A n J^0} 

est fini et U\ = Y\ si A G A - M, ce qui signifie que p(0) est un ouvert ele- 
mentaire de Y. L’ application p est done ouverte. Inversement, Fensemble des 
ouverts elementaires U = H a ^a ^a do Y , ou U\ = Yl ieIx Oi est un ouvert 
elementaire de Y\, constitue une base de la topologie de Y d’apres (2.21.1) et 
p~ l (U) = YiizjOi, ou Oi = Xi sauf pour un nombre fini d’indices i : en ef- 
fet, Fensemble J A = {i G I\ ; Oi ^ XJ est fini ( U\ est un ouvert elementaire) 
ainsi que Fensemble M = {A G A ; J A 0} (U est un ouvert elementaire). Ceci 
prouve que p~ l est une application ouverte et / est done un homeomorphisme. 

Q.E.D. 

Corollaire 2.21.16 Soit X un espace topologique , les espaces produits ( X I ) J et 
X lxj sont homeomorphes. 

Preuve On applique la proposition precedente a la famille j oh 

Xij = X et a la partition I x J = x { j })• Q.E.D. 

Lorsque les espaces facteurs Xi sont a base denombrable de voisinages, on 
peut se demander si Fespace produit est a base denombrable de voisinages. On a 
en fait le crithre suivant. 
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Proposition 2.21.17 Soit {Xi) i£ j unefamille d’espaces topologiques non vides et 
soit X I’espace produit . Alors, respace X est a base denombrable de voisinages 
si, et seulement si, les espaces Xi sont a base denombrable de voisinages et tous 
les Xi, sauf au plus une infinite denombrable, sont munis de la topologie gros- 
siere. En particulier, un produit denombrable d’ espaces topologiques est a base 
denombrable de voisinages si, et seulement si, tous les espaces facteurs sont a 
base denombrable de voisinages. 

Preuve 1. Montrons que les conditions sont suffisantes. Soit a = (a*)^/ un point 
de X et soit (V*, n )neN un syst&me fondamental denombrable de voisinages de di. 
L’ensemble des Yli<z j Vi,n(i) x Yliti-j Xi ou J decrit l’ensemble des parties fi- 
nies de I et i n(i) l’ensemble des applications de J dans N est un systeme 
fondamental de voisinages de a. D’apr&s les hypotheses, il existe une partie d 6- 
nombrable Jo de I telle que V iyU = Xi pour tout i e I — Jo ; il en resulte qu’on 
peut supposer J c Jo et que cet ensemble de voisinages est denombrable d’apres 
l’exercice 1.9.5 et les propositions 1.9.5 et 1.9.6. 

2. Montrons que les conditions sont necessaires. Si X est a base denombrable 
de voisinages, il en est de m6me des X *, vu qu’ils sont homeomorphes a des sous- 
espaces de X. Raisonnons ensuite par l’absurde. Supposons que la topologie d’une 
infinite non denombrable de Xi ne soit pas la topologie grossiere. Il existe alors 
un point a = (a*)t € / de X tel que, pour une infinite non denombrable d’indices 
i, di admette un voisinage ^ X it Soit (Ki)n€N un systeme fondamental ddnom- 
brable de voisinages du point a, chaque V n contient un voisinage de la forme 
[I i£ Jn Vi,n x Xi ou J n est une partie finie de I et V iy7l est un voisinage 

de a*. L’ensemble Jo = U^Lo est denombrable ; il existe done i e I - Jo tel 
que di admette un voisinage V ^ X it Alors, V x Xj est un voisinage 

de d qui ne contient aucun V n , ce qui est absurde. Q.E.D. 


2.22 Produit denombrable d’espaces metriques 

Soit {Xi)i£i une famille d’espaces metriques, notons di la distance sur Xi et soit 
X = UieiXi l’espace produit. D’apr&s la proposition 2.21.17, si Card > 2 
la topologie produit sur X ne peut 6tre metrisable que si J est denombrable. Nous 
allons done nous interesser uniquement a des produits denombrables. 

Considerons d’abord le cas le plus simple d’un produit fini. On peut alors munir 
l’espace X de diverses distances ; voici les plus utilisees 

(2.22.1) d(x,y) = ma yidAx^yA, 

iei 

(2.22.2) d (x,y) = ^ ^ dj(xj , yj) y 

iei 

d"(x, y) = (%2di(xi,yi) 2 ) 1/2 , 

iei 


(2.22.3) 
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ou x = (Xi)i£i, y = ( Vi)iei • Toutes ces distances sont en fait uniformement 
Equivalentes : on a en effet d < d" < d! < nd ou n = Card I ; il est d’ autre 
part aise de verifier que, si on substitue aux distances d* des distances uniforme- 
ment Equivalentes, on substitue aux distances d, d', d" des distances uniformement 
Equivalentes. Par consequent, les distances d, d', d" definissent sur X une structure 
uniforme qui ne depend que des structures uniformes des espaces facteurs Xi ; 
nous l’appellerons la structure uniforme produit. La topologie correspondante sur 
X est la topologie produit : en effet, pour la distance d par exemple, une base 
du filtre des voisinages d’un point x = {xi) i£ j est consituee par l’ensemble des 
boules fermees B'(x\ r) = B i( x i ; r), ou B[(xi\ r) designe la boule fermee 

centree au point et de rayon r, alors que, pour la topologie produit, nous sa- 
vons qu’une base du filtre V(x) est constitute par 1’ ensemble des voisinages E1E- 
mentaires n iziB'iixiin), Vi > 0 ; ces deux bases de filtre sont manifestement 
Equivalentes. 

Considerons plus generalement une famille denombrable (X n ) ne N d’espaces 
metriques. On peut alors definir sur l’espace produit diverses distances. Pour toute 
suite a = (a n ) de nombres > 0 telle que la serie a n converge et pour toute 
suite f3 = (P n ) de nombres > 0 telle que lim n _>oo /? n = 0, on pose 

oo 

(2.22.4) d a {x,y) = ^a n min(l ,d n (x n ,y n )), 

n — 0 

(2.22.5) d@(x,y) = sup/3„min(l ,d n (x n ,y n )), 

71 GN 

ou x = ( x n ) € X 9 y = ( y n ) € X. On obtient ainsi des distances d a et dp sur X, 
l’inegalite triangulaire se verifiant en utilisant (2.15.1). 

Lemme 2.22.1 Les distances d a et dp sont uniformement equivalentes et sont 
remplacees par des distances uniformement equivalentes lorsqu *on substitue aux 
distances d n des distances uniformement equivalentes . 

Preuve Notons dp la distance (2.22.5) associEe a des distances d' n uniformement 
equivalentes aux distances d n . II suffit de verifier alors que d a et d'p sont unifor- 
mEment equivalentes. 

1 . Soit s ^ 0, montrons qu il existe 8 ^ 0 tel que d^ ^ 8 implique d'p < e. Il 
existe no G N tel que /3 n < e pour n > no ; les distances min(l, d n ) et min(l, d' n ) 
Etant uniformement equivalentes (exemple 2. 15.2), il existe S > 0 tel que, pour tout 
0 < n < ?2o, min(l,d n ) < 8a~ l implique min(l,d^) < Supposons alors 
d a < S 9 d’ou min(l,d n ) < 8a~ l et par consequent min(l,dJJ < eft* 1 pour 
0 < n < no et il en resulte que d'p < e vu le choix de no. 

2. Soit e > 0, montrons qu’il existe S > 0 tel que d'p < 5 implique 
d Q < e. Il existe no G N tel que X^Ln 0 +i a n < £ /2 ; les distances min(l, d n ) et 
min(l,d^) Etant uniformement equivalentes, il existe S > 0 tel que 

min(l,d^) < 8^~ l => min(l ,d n ) < (e/2 )(n 0 + pour 0 < n < no- 
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Supposons alors dp < 6 , c’est-a-dire min(l, d' n ) < 5/3 n \ d’ofc 

min(l,d n ) < (e/2)(n 0 + l)" 1 **" 1 pourO < n < n 0 

et par consequent YlT=o min (!> d n) < e/2, d’oh < e vu le choix de n 0 . 

Q.E.D. 

Les distances d a et dp definissent sur l’espace produit une structure uniforme 
qui ne depend que de la structure uniforme des espaces facteurs et que nous appel- 
lerons la structure uniforme produit. Nous allons verifier que la topologie associee 
est bien la topologie produit. 

Proposition 2.22.2 La topologie associee aux distances d a et dp est la topologie 
produit. En outre , les projections pr n : X -» X n sont uniformement continues. 

Preuve On peut supposer 0 < d n < 1 d’apres le lemme 2.22.1. 

Les projections sont uniformement continues car 

d n (pr n x,pr n y ) < a~ l d a (x,y). 

Ceci prouve que la topologie associee aux distances d a et dp est plus fine que la 
topologie produit. 

Montrons que ces deux topologies coincident ; il s’agit de verifier que toute 
boule ouverte B(x\e), e > 0, pour la distance dp (par exemple) est ouverte 
pour la topologie produit. Or B{x\e) = IJJJLo B n {x n \eP~ l ) ou x = ( x n ) y 
B n (pri ; zPn 1 ) ddsignant la boule centre au point x n et de rayon e/3~ l . Des que 
ef3~ l > 1, on a B n (x n ; e/?” 1 ) = X n et il en resulte que B(x ; e) est tout simple- 
ment un ouvert eiementaire. Q.E.D. 

Corollaire 2.22.3 Un produit denombrable d’ espaces metrisables est metrisable. 

Nous pouvons alors prdciser la proposition 2.21.9. 

Proposition 2.22.4 Soit X = fl^Lo X n tin produit denombrable d y espaces 
metriques et soit Y un espace metrique. Une application f : Y — » X est 
uniformement continue si, et seulement si, les applications composantes 
fn = V T n ° / : Y — > X n sont uniformement continues. 

Preuve La condition est ndcessaire d’apres la proposition 2.22.2. Reciproquement, 
supposons les fonctions f n uniformement continues ; notons d la distance sur Y. 
On peut supposer 0 < d n < 1. Soit e > 0, il existe no G N tel que fi n < £ pour 
n > no ; pour tout n £ N, il existe S n > 0 tel que d n (f n (x ), f n (y)) < £p~ l des 
qu ed(x,y) < 5 n , d’ou 

sup p n d n (fn(x ), fn(y )) < € des que d(x,y) <5 = min 6 n , 

0<n<no 0 <n<n 0 

et par consequent dp(f(x ), f(y)) < £ des que d(x , y) < S vu le choix de no, ce 
qui prouve la continuite uniforme de /. Q.E.D. 

Soit X = Yln=o X n un produit denombrable d’espaces metriques non vides 
et soit a = ( a n ) un point de X. D’apres la proposition 2.21.10, l’application 
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h : x n h-> (x p )p G N, ou x p = a p pour p ^ n, est un homeomorphisme de X n sur le 
sous-espace 

oo 

II {^p} X 

p = 0 
p^n 

Cet homeomorphisme est uniformement continu ainsi que 1’ homeomorphisme r6- 
ciproque : on a en effet d a (h(x n ), h(y n )) = a n d n (x n , y n ) pour tout x n , y n € X n 
en supposant 0 < d n < 1. Ceci prouve qu’il existe un homeomorphisme uniforme- 
ment continu ainsi que 1* homeomorphisme redproque, de chaque espace facteur 
sur un sous-espace ferme de l’espace produit. En outre, si / : X ->• Y est une 
application a valeurs dans un espace metrique Y uniformement continue, alors / 
est separement uniformement continue par rapport a chacune des variables. 

Exemple 2.22.1 Soit X un espace metrique, alors la distance d: X x X R est 
uniformement continue. On a en effet, d’apres l’in^galite triangulaire, pour tout 
(x, y) £ X x X et (a:', y') € X x X 

d(x\ y ') < d(x\ x ) + d{x , y) + d(y, y'), 
d’ou d(x\ y f ) - d(x , y) < d(x y x') + d(y , y') d’apres (Di) ; on verifie de meme 
que d(x, y) - d(x\ y ') < d(x, x') + d(y , y'), d’ou 
(2.22.6) | d(x\y') - d(x,y)\ < d(x,x’) + d(t/,2/ / ), 

ce qui prouve le resultat voulu. 

Indiquons enfin un resultat important concernant les produits d’espaces me- 
triques complets. 

Theoreme 2.22.5 Un produit denombrable d * espaces metriques non vides est com- 
plet si, et seulement si, tous les espaces facteurs sont complets. 

Preuve La condition est necessaire d’apres la propriete des espaces facteurs indi- 
quee ci-dessus et les propositions 2.18.6 et 2.20.5. 

La condition est suffisante ; en effet, si £F est un filtre de Cauchy sur l’espace 
produit, les filtres pr n {3) sont des filtres de Cauchy d’apres les propositions 2.22.2 
et 2.18.6 ; ces filtres sont done convergents, ce qui prouve que S' converge d’apres 
la proposition 2.2 1 .8. Q.E.D. 


Exemple 2.22.2 Les espaces R n et C n seront toujours munis de la structure uni- 
forme produit de n droites reelles ou complexes. Le theoreme 2.22.5 montre que 
ces espaces sont complets. 


Exemple 2.22.3 Le cube de Hilbert L’espace [0, 1] N , e’est-a-dire l’ensemble de 
toutes les suites ( x n ) avec 0 < x n < 1, est appele le cube de Hilbert. La topologie 
produit sur cet espace est metrisable : on peut prendre comme distance par exemple 

i/ \ | x n ~ Un\ 

d(x,y) = sup . 

nEN n+± 

On obtient ainsi un espace metrique, complet et separable d’apres la proposition 
2.21.4. 
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Exercice 2.22.1 Soit O un ouveit d’un espace mdtrique X> O ^ X. On considdre la fonction 
f(x) = 1 /d(x, F) pour xeO ok F = X — O. 

1 . Montrer que le graphe de /, G = {(x,y) eOx R \y = f(x)} est fermddans X x R. 

2. En ddduire que O est homdomorphe a un sous espace fermd de X x R [utiliser Fexercice 2.21.4] 
et, si X est complet, que O est homdomorphe a un espace mdtrique complet. 

3. En ddduire que tout S <5 (exercice 2.13.4) d’un espace mdtrique complet est homdomorphe k un 
espace mdtrique complet [utiliser le corollaire 2.21.7]. 

4. Application : montrer que l’ensemble des irrationnels est homdomorphe k un espace mdtrique 
complet. 

Exercice 2.22.2 Soient X un espace mdtrique, d la distance sur X et O un ouvert de X, O / X. 
Pour tout x,y € O, on pose 


d f (x,y) = d(x,y) + 


1 

d(x,F) 


1 

<Kv,F) 


ok F = X — O. 


Montrer que d! est une distance sur O topologiquement dquivalente a la distance d et, si X est 
complet, que (O, d!) est un espace mdtrique complet (comparer avec Fexercice 2.22.1). 

Exercice 2.22.3 Soit X un ensemble, on ddfinit une distance sur Fespace Y = X N * de la fagon 
suivante. Soient x = ( x n ) et y = ( y n ) deux dldments de cet espace, si x = y on pose d(x , y) = 0 
et, s\ x y, d(x,y) = 1 /n(x,y) ou n{x,y) est le plus petit entier n > 1 tel que x n ^ y n - 
Montrer alors que Y est un espace mdtrique complet [munir X de la mdtrique discrdte et observer que 
la distance d est de la forme dp]. 

Exercice 2.22.4 Fraction continue illimitde 1. Soit (a n ) n >i une suite de nombres entiers > 1, 
on considdre la suite de rationnels (r n ) n >i ddfinie de la fa?on suivante : r n = r n (a i, . . . ,a n ), 
ri(ai) = 1/ai et, pour n > 1, 


^n+i(ai, • • • ><*n+ 1) = r n (ai,. .. ,a n _i,a n + (l/a n+ i)). 


Montrer que r n = Pn/qn ou pi = 1, q\ = ai, P 2 = oi 2 > q 2 = <* 2 qi + 1 et 

Pn = (XnPn - 1 + Pn- 2 , q n = Oi n q n -i + q n - 2 pourn > 3. 

En ddduire que p n +i9n — Pn.qn +1 = (— l) n pour n > 1 et que la suite (r n ) converge vers un 
nombre irrationnel x €]0, 1[ . On dcrira alors x = H h r-^- H et on dit qu’on a ddveloppd 

a l | a n 

x en fraction continue illimitde. 

2. Rdciproquement, montrer que, pour tout irrationnel x de ]0, 1[, il existe une unique fraction 
continue illimitde dgale a x. En ddduire une bijection / de Fensemble Y = 'J( N* ; N*) sur l’ensemble 
/ des irrationnels de ]0, 1[ . 

3. On munit N* de la topologie discrete et Fespace Y de la topologie produit, montrer que / 
est alors un homdomorphisme de Y sur I. En ddduire que Fensemble des irrationnels de ]0, 1[ est 
homdomorphe k un espace mdtrique complet (comparer avec Fexercice 2.22. 1). 

Exercice 2.22.5 1 . Montrer que Fensemble de Cantor C (exercice 2.6.2) est homdomorphe k Fes- 
pace produit {0, 2} n * ou Fespace a deux dldments {0, 2} est muni de la topologie discrdte [utili- 
ser la bijection construite dans Fexercice 2.6.2 et, si x = O.ai . . . a n . . ., y = O.Pi 
ctjyfij e {0, 2}, x ^ y, remarquer que 3 -p < |a: - y\ < 3“ p+1 ou p est le plus petit entier > 1 
tel que a p ± et en ddduire qu’une suite ( x k ) de Fensemble de Cantor, x k = O.af . . . . . ., 

converge vers x si, et seulement si, (a k ) converge vers aj pour tout j E N*]. 

2. En ddduire que les espaces C n , n > 1, et C N sont homdomorphes k Fensemble de Cantor. 
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Exercice 2.22.6 Soient X un espace mdtrique complet et (A n ) n >i une suite ctecroissante 
de ferulas. On suppose que chaque A n peut s’dcrire A n = (J e ^ n,e oD e ddcrit l’ensemble 
£ n = 5([1, n]; {0, 1}) avec les propridtes suivantes 

a. les A n ,e sont fermds non vides et disjoints deux a deux pour n fixd, 

b. max eG £ n diam A Ut£ tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, 

c. A n%e D A n + i >e / U A n+l e n ou s' ,e" : [1 , n + 1] — > {0, 1} sont les deux applications qui 
prolongent e. 

Montrer que A = plSJLi A n est homdomorphe a l’espace produit {0, 1} N *. l’ensemble {0, 1} 
dtant muni de la topologie discrete [pour a G A, montrer qu’il existe une unique application 
e : N* {0, 1} telle que a G An,e 1t pour tout n > 1 oD e n = e\[i tn ] ; en ddduire une bijec- 
tion de A sur {0, 1} N * et vdrifier qu’il s’agit d’un homdomorphisme]. 

Tous les espaces A construits pai* la mdthode prdcddente sont done homdomorphes a 1’ensemble 
de Cantor (exercices 2.6.2 et 2.22.5) ; ce sont des espaces compacts sans point isold ayant la puissance 
du continu. 

Exercice 2.22.7 Montrer que tout espace mdtrique complet non vide et sans point isold contient 
un sous-espace homdomoiphe h l’ensemble de Cantor [utiliser la construction de l’exercice 2.22.6 en 
prenant pour A n , e des boules fermdes]. 


2.23 Topologie de la convergence simple 

Soient X un ensemble et Y un espace topologique ; Fensemble 7{X\Y), note 
egalement Y x , de toutes les applications de X dans Y est simplement l’espace 
produit Yl x€ x Y x ,oi\Y x = Y pour tout x € X, On peut done munir cet ensemble 
de la topologie produit, qu’on appelle topologie de la convergence simple ; muni 
de cette topologie, 1’ espace 7{X\Y) sera note 3 r s (X;Y). Tous les resultats du 
paragraphe 2.21 s’appliquent done h. cette situation particuliere. 

La topologie de la convergence simple est la topologie la moins fine rendant 
continues toutes les projections, e’est-zi-dire les applications pr x : / i-> f(x) de 
^(X; Y) dans Y t ou x decrit X. 

Un ouvert elementaire est d’apr^s (2.21.1) de la forme 

n*.x n 

xeA xex-A 

ou A est une partie finie de X et O x un ouvert de Y ; cet ouvert elementaire s’ecrit 
done 

(2.23.1) {/ G ?(X;Y) ; (V* € A)(f(x) G O x )} 

et on obtient une base de la topologie de la convergence simple en faisant decrire 
& A Fensemble des parties finies de X et a O x Fensemble des ouverts de Y. 

On obtient un systeme fondamental de voisinages d’une application 
/ : X -» Y en considerant Fensemble des voisinages elementaires de ce point 
/, e’est-a-dire Fensemble des 

(2.23.2) V(f; A , (V x ) xeA ) = {g G T(X; Y) ; (V® € A)(g(x) G V x )} 

ou A decrit Fensemble des parties finies de X et V x le filtre des voisinages du 
point f(x) ou une base de ce filtre. 
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Si un filtre *5 sur l’espace Y) converge vers une application /, nous di- 
rons que ce filtre converge simplement. D’apres la proposition 2.21 .8, ceci signifie 
que, pour tout x G X, le filtre pr x (3) converge vers f{x) dans Y. Etant donne que 

pr x (3) = {Wx{M ) ; M £ J} ou pr x (M) = {g(x) ; g G M}, 
ceci signifie done que 

(2.23.3) (Vx e X)(W e V(f(x)))(3M £ 5)Wg){g £ M => g(x) £ V). 

Si une suite (/ n ) de J S (X; Y) converge vers une application / pour la topo- 
logie de la convergence simple, nous dirons qu’elle converge simplement ; ceci 
signifie que, pour tout x £ X, la suite (f n {x)) converge vers f(x) dans l’espace 
Y. Bien entendu, e’est cette propri&6 qui est a l’origine du nom de la topologie de 
la convergence simple. 

D’apres le corollaire 2.21. 12, on a la 

Proposition 2.23.1 La topologie de la convergence simple sur I’espace J(X ; Y), 
ou X est non vide , est separee si, et seulement si, l f espace Y est separe. 

Si Y est a base ddnombrable de voisinages, la topologie de la convergence 
simple n’est pas en general a base d^nombrable de voisinages. D’aprfes la proposi- 
tion 2.21.17, on a en effet le critere suivant. 

Proposition 2.23.2 7. Si X est denombrable, l*espace 3 r s (X;Y) est a base de- 
nombrable de voisinages si, et seulement si, Y est a base denombrable de voisi- 
nages. 

2. Si X n’est pas denombrable, I’espace $ S (X;Y) est a base denombrable 
de voisinages si, et seulement si, la topologie de Y est la topologie grossiere ; la 
topologie de I’espace 3 r s (X;Y) est alors la topologie grossiere. 

Exercice 2.23.1 Soient X,Y des ensembles et Z un espace topologique, montrer que la bijection 
canonique de f S(X\ ‘S{Y\ Z)) sur J(X x Y\ Z) qui k une application x i-> f x de X dans CF(Y;Z) 
associe l’application (a;, y) f x (y) deXxY dans Z est un homdomorphisme de (X ',3 S {Y\Z)) 
surif 5 (X x Y;Z) [utiliserle corollaire 2.21. 16]. 


2.24 Topologies finales, topologie quotient 

Consid^rons comme au paragraphe 2.19 une famille ( Xi) ie j d’espaces topolo- 
giques, un ensemble X et une famille d’ applications fa : X{ X (au lieu du- 
plications de X dans Xj). On desire munir l’ensemble X d’une topologie qui rend 
continues toutes les applications fa ; si 7 est une telle topologie, toute topologie 
moins fine rend a fortiori continues toutes les applications fa. On a alors le th£o- 
r£me suivant. 

Theoreme 2.24.1 Soient ( Xi)i e i une famille d’espaces topologiques, X un en- 
semble et fa : Xi -» X une famille d’ applications. II existe sur X une topologie, 
dite topologie finale, rendant continues toutes les applications fa et plus fine que 
toute topologie sur X rendant continues les applications fa. 
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Preuve Si 7 est une topologie rendant continues les fa et si O est un ouvert pour 
7, on a necessairement f~ l {0) G 0* pour tout i G I. Le theoreme resulte simple- 
ment du fait que 

(2.24.1) 0 = {Oe ?(X); fr x (0) G 0 * pour tout i G 1} 

verifie les axiomes des ouverts et par suite definit la topologie la plus fine rendant 
continues les Q.E.D. 

Bien entendu, on a la 

Proposition 2.24.2 Pour la topologie finale , une partie F de X est fermee si, et 
seulement si, f~ 1 {F) estferme dans 2Q pour tout i G I. 

Pour les topologies finales, il n’existe pas de caracterisation des filtres conver- 
gents. II n’y a pas non plus de critere simple de separation. On a cependant le 
resultat important que voici. 

Proposition 2.24.3 Soit Y un espace topologique, une application f : X Y 
est continue si, et seulement si, les applications f o f : X. t — > Y sont continues 
pour tout i G I. 

Preuve La condition est n^cessaire d’apres la continuite des /*. Reciproquement, 
supposons les applications fofi continues et soit O un ouvert de Y , alors / _1 (0) 
est un ouvert de X car f^~ 1 {f~ 1 (0)) = (/ o /i) -1 (0) G 0* pour tout i G I et 
ceci prouve la continuite de /. Q.E.D. 

Exemple 2.24.1 Borne inferieure d’une famille de topologies Soit (T^ € / une 
famille de topologies sur un ensemble X. Notons Xi l’ensemble X muni de la 
topologie Ji et : Xi — > X Papplication identique. La topologie finale sur X 
assoctee a ces donnees est done moins fine que chaque topologie 0* et e’est la 
topologie la plus fine ayant cette propriete ; autrement dit, cette topologie finale est 
simplement la borne inferieure des topologies (9*)^/. Compte-tenu de l’exemple 
2.19.1, ceci montre que toute famille de topologies sur un ensemble X admet une 
borne superieure et une borne inferieure. 

Dans la suite, les seules topologies finales que nous utiliserons seront des to- 
pologies quotients ; elles sont definies de la fagon suivante. 

Soient R une relation d’equivalence sur un espace topologique X, X/R l’es- 
pace quotient et it : X — » X/R ! la surjection canonique. La topologie finale sur 
X/R. assoctee a cette seule application 7r est appelee la topologie quotient. La 
topologie quotient est done la topologie la plus fine sur X/R. rendant continue 
Papplication 7r ; un ensemble O de X/R est ouvert (resp. ferme) pour la topologie 
quotient si, et seulement si, 7 r -1 (0) est ouvert (resp. ferme) dans X. Voici un cri- 
tere simple de separation que nous utiliserons dans Petude des espaces vectoriels 
topologiques. 

Proposition 2.24.4 Si V espace quotient X/R. est separe, le g raphe de R estferme 
dans X x X ; la reciproque est vraie lorsque Papplication n est ouverte . 
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Preuve Soit G le graphe de R , on a 

G = {{x, y) G X x X ; tt(x) = 7r(j/)}, 

c’est-^-dire G = {z € I x I ; (ir opfiXz) = (n °pr 2 )(z)}. Si l’espace X/i? 
est separd, G est done fermd d’apres la proposition 2.17.3. Reciproquement, sup- 
posons G ferm 6 et n ouverte. Soient £ = n(x) et rj = ir(y) deux points distincts 
de X/R, alors (x,y) £ G \G etant ferm 6, il existe done des voisinages ouverts 
U et V de x et y tels que (U x V) fl G = 0 ; V application n etant ouverte, il en 
rdsulte que tt(C/) et n(V) sont des voisinages ouverts disjoints de £ et 7?. Q.E.D. 

Des exemples d’espaces quotients seront donnes dans l’etude des espaces com- 
pacts. 

Exercice 2.24.1 Soient X un espace topologique, R une relation d Equivalence sur X, X/R res- 
pace quotient, n : X -> X/R la surjection canonique. Si A est une partie de X, l’ensemble 
7r _1 (7r(i4)) = {a: G X; {By G A)(x = y mod. R)} est appeld le saturg de A. Montrer l’dqui- 
valence de 

1. P application 7r est ouverte (resp. fermde), 

2. le satur£ de tout ouvert (resp. fernE) est ouvert (resp. ferm6). 

Exercice 2.24.2 On reprend la situation de 1’ exercice 1.2.8 et on suppose que X et Y sont des 
espaces topologiques ; on munit r espace X/% de la topologie quotient. 

1 . Montrer que / est continu si, et seulement si, g est continu. 

2. Si / est une application ouverte, g est une application ouverte. 

3. On suppose P application 7r : X/% — > Y ouverte et / continue surjective, montrer que / est 
ouverte si, et seulement si, g est un homdomorphisme de X/# sur Y. 


2.25 Prolongement des applications uniformement 
continues 


Void une premiere application importante de la notion d’espace metrique complet 
concernant le probleme de prolongement dvoqud apres le corollaire 2.17.4. Voici 
d’abord une proposition preliminaire. 


Proposition 2.25.1 Soient A une partie dense dans un espace topologique X t Y 
un espace regulier et f : A Y une application. Pour qu* il existe une application 
continue f : X -» Y qui prolonge f, il faut et il suffit que, pour tout x de X, la 
limite 


lim 

y->x,y£A 


f(y ) 


existe. Le prolongement est alors unique : il est dome par laformule 
(2.25.1) /(as) = lim J(y),xeX. 

y->x,y€A 


Note L’hypothfcse faite, a savoir que la limite limj,_, I>2/6/1 f(y) existe, implique 
que / est continue d’aprfcs la proposition 2.17.2. 

Preuve La condition est necessaire : s’il existe un prolongement continu 
/ : X — > Y, on a f(x) = limy-,* f(y), d’ou d’apres la remarque 2.20.6 



2.25 APPLICATIONS UNIFORMEMENT CONTINUES 141 


f(x) = lii n y ^ Xi yeA f(y) ; le filtre qui intervient dans cette derniere limite est 
la trace sur A du filtre V(x*) ; / etant un prolongement de /, ceci prouve que la li- 
mite lim y^ Xi yeA f(y) doit exister et que / est necessairement donne par (2.25.1). 

La condition est suffisante. II s’agit de verifier que l’application / definie par 
(2.25.1) est un prolongement continu de /. Notons d’abord que / est un pro- 
longement de / : en effet, lorsque x £ A y la proposition 2.17.2 montre que 
f(x) = lim y -> Xi y£ A f(y) = f(x). Montrons ensuite que / est continu en un point 
x£X. L’espace Y etant regulier (definition 2.17.2), soit V un voisinage ferme de 
f(x). D’apres la definition (2.25.1) de f(x) y il existe un voisinage ouvert W de x 
tel que f(W C\ A) c V. Pour tout z £ W, f(z) est un point limite de la base de 
filtre f(V(z) | ^), done un point adherent a cette base de filtre ; W ay ant ete choisi 
ouvert, on a done f(z) £ f(W D A) et ceci prouve que f(W) C f(W D A). II en 
resulte, V etant ferme, que /( W) c V et ceci demontre la continuity de /. Q.E.D. 

Nous allons en deduire le 

Theoreme 2.25.2 Prolongement des applications uniformement continues 

Soient A une partie dense dans un espace metrique X et f : A -» Y une appli- 
cation uniformement continue a valeurs dans un espace metrique complet. Alors, 
il existe une unique application continue f : X Y qui prolonge /. En outre , / 
est uniformement continue. 

Preuve On peut utiliser la proposition 2.25.1, car tout espace metrique est re- 
gulier. D’autre part, le filtre des voisinages d’un point x £ X est un filtre de 
Cauchy ; sa trace sur A est a fortiori de Cauchy et 1’ image de cette trace par 1’ ap- 
plication uniformement continue / est done une base de filtre de Cauchy sur Y. 
L’espace Y etant complet, cette base de filtre converge ce qui signifie que la limite 
lim y^ XtyeA f(y) existe. D’apres la proposition 2.25.1, l’application / se prolonge 
en une application continue f : X ->Y. 

Montrons que / est uniformement continue. Soit e > 0, il existe S > 0 tel que 
(x £ A et y £ A et d(x , y) < S) => d(f(x ), f(y)) < e\ 
autrement dit, on a d(f(x ), f(y)) < € lorsque (x, y) appartient a l’ensemble 
{(x y y) £ Ax A; d(x y y) < 5} 

qui est dense dans l’ensemble {{x y y) £ X x X ; d(x y y) < 6} car ce dernier 
ensemble est ouvert et Ax A est dense dans X x X. Le principe du prolonge- 
ment des inegalites prouve que d(f(x) y f(y)) < e y pour tout x y y £ X tel que 
d(x y y) < S. Q.E.D. 

Exercice 2.25.1 Soient X un espace topologique, Y_un espace metrique et / : A — » Y une ap- 
plication definie sur une partie A de X. Pour tout x £ A y on ddfinit l’oscillation de / au point x par 
v(f-,x) = infv G v(x) diam f(V fl A). 

1. Montrer que la fonction w(/, •) : A — ► M+ est s.c.s. 

2. On pose Ao = {x £ A ; cj(f\x) = 0}. Montrer que Ao est un $$ (exercice 2.13.4) du 
sous-espace A et, si X est un espace metrique, que Ao est un Sa de X [utiliser le lemme 2.29.7]. 

3. On suppose l’application / continue et Y complet, montrer que A c Ao c ~A et que / se 
prolonge en une fonction continue fo : Ao —>Y [utiliser la proposition 2.25.1]. 
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Exercice 2.25.2 Soient X, Y des espaces mdtriques complets, AcX,BcYetf:A->B 
un homdomorphisme. D’apres 1’exercice 2.25.1, il existe un S <5 Aq D A et une application continue 
fo : Ao -> Y qui prolonge / et de meme il existe un $$ Bo D B et une application continue 
go : Bo -+ X qui prolonge g = f~ 1 . On pose 

Ai = {x e A 0 ; f 0 (x) e Bo et go(fo(x)) = x}, 

B\ = {y e B 0 ; go(y) £ et fo{go(y)) = y}- 

1. Montrerque A\ et B\ sont des Si [si F : Ao — > X x Y ddsigne 1* application x i-»> (x t fo(x)), 
remarquer que A\ = F~ 1 (Go) ou Go C X x Bo est le graphe de go, montrer que Go est un Si 
dans X x Y et utiliser Texercice 2.13.4]. 

2. Montrerque fi = f 0 \ Al : A\ -> B\ est un homdomorphisme qui prolonge /. 

3. En ddduire que tout sous-espace d’un espace m&rique complet homeomorphe h un espace md- 
trique complet est ndcessairement un Si- 

D’apr^s Texercice 2.22.1, ceci prouve que dans un espace mdtrique complet un sous-espace est 
homdomorphe k un espace mdtrique complet si, et seulement si, ce sous-espace est un Si- 


2.26 Le theoreme du point fixe 

Void une seconde application de la notion d’espace metrique complet. Il s’agit de 
la mdthode des approximations successives, methode gdnerale d’dtude d’equations 
fonctionnelles que nous aurons T occasion d’appliquer plusieurs fois. 

Soient X et Y des espaces metriques, une application / : X — > Y est appelee 
une contraction stricte s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que 
d(f(x)J(y)) < kd(x,y ), pour tout x,y € X ; 
le nombre k sera appele la constante de contraction. Une telle application est dvi- 
demment continue, et meme uniformement continue. 

Theoreme 2.26.1 Theoreme du point fixe Soient X un espace metrique complet 
et f : X -»> X une contraction stricte. Alors f admet un unique point fixe , c'est- 
a-dire il existe un unique point ade X tel que f(a) = a. 

Preuve Demontrons d’abord l’unicite du point fixe. Soient a et 6 deux points fixes 
de / ; on a f(a) = a , f(b ) = b , d’oii 

d(a,b) = d(f(a)J(b)) <kd(a,b ), 
ce qui implique a = b vu que 0 < k < 1. 

Pour demontrer Texistence du point fixe, soit xo un point quelconque de X ; 
posons x n+ i = f(x n ) pour n e N. On construit ainsi une suite ( x n ) de X et on a 
d{Xn+ l)X n ) = d^f {Xn) ^ f (x n — i)) ^ k d(x ny x n — i), 
d’ou d(x n + i y x n ) < k n d(x i,xo). Pour 0 < p < q, on en deduitque 

9-1 k p 

d(x py Xg) < ( s ^2 / k n )d{x i,x 0 ) < i,x 0 ) 

n=p 

et, k etant < 1, ceci montre que la suite ( x n ) est une suite de Cauchy ; X etant 
complet, cette suite converge vers un point a. En passant a la limite dans la relation 
x n +i = f(x n ), ce qui est loisible car / est continu, on obtient a = f(a). Q.E.D. 
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Dans les applications, il est frequent que / ne soit pas une contraction, mais 
qu’une iteree de / le soit : si / : X — > X est une application d’un ensemble X 
dans lui-meme nous poserons f° = Ix> f n+1 = f n ° / pour tout n e N. On a 
alors 

Proposition 2.26.2 Soient X un espace metrique complet et f : X X une 
application. S’il existe un entier n > 1 tel que f n soit une contraction stricte, f 
admet un point fixe et un seul. 

Preuve Notons d’abord que tout point fixe de / est un point fixe de f n ; ceci 
prouve le theoreme d’unicite. D’autre part, f n admet un point fixe a d’apr&s le 
theoreme precedent ; on a done f n (a) = a, d’ou / n+1 (a) = /(a) ce qui prouve 
que /(a) est aussi un point fixe de f n ; vu que f n n’admet qu’un seul point fixe, 
on a f(a) = a ce qui prouve que a est un point fixe de /. Q.E.D. 

Nous avons etudie jusqu’a present une equation de la forme f(x) = x ; lorsque 
/ depend d’un param£tre, il est essentiel d’etudier la dependance du point fixe par 
rapport au param£tre. Dans cette direction, voici deux resultats le premier global, 
le second local. 

Proposition 2.26.3 Soient X un espace topologique , Y un espace metrique com- 
plet, f : X x Y — > Y une application continue. On suppose qu y il existe une 
constante 0 < k < 1 telle que, pour tout x 6 X et tout t/i, 2/2 £ Y, 

(2.26.1) d(f(x,yi),f(x,y 2 )) < kd{y u y 2 ). 

Alors, l* equation /(#, y) = y admet pour tout x de X une solution et une seule 
y = (fi(x). De plus, V application : X —>Y est continue. 

Preuve L* existence et l’unicite de <p(x) resultent du theoreme 2.26.1. Prouvons la 
continuite de (p en un point a € X ; en posant b = tp(a) et y = (p(x ), on a 
d(}p{x),ip{a)) = d(y , b) = d(f(x , y), f{a, b)) 

< d(f(x, y),f(x, b )) + d(f(x, b ), /(a, b)) 

< kd(y,b) + d(f(x,b),f(a,b)), 

d’ou 

d{ip{x),tp(a)) < (1 - k)* 1 d(f(x,b),f(a,b)) 
et d’apres la continuite de l’application x f(x,b) au point a, il existe, e > 0 
etant donne, un voisinage V de a tel que d(/(x, 6), /(a, b)) < e , pour x € V, d’ou 
d(<p(x),(p(a)) < (1 — k)~ 1 £ ) pour a: € V, 
ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Proposition 2.26.4 Soient X un espace topologique , Y un espace metrique com- 
plet, Zl un ouvert de X x Y et f : Zl — » Y une fonction continue. On suppose 
qu’il existe une constante 0 < k < 1 telle que, pour tout (x, y\), (x y 2 / 2 ) € Zl, 
d(/(x, 2 / 1 ), /(x, 2 / 2 )) < k d(yi, 2 / 2 )- Soit (a, b) un point de Zl tel que /(a, b) = b, 
alors il existe un voisinage ouvert Adeaet une fonction continue ip : A— >Y dont 
le graphe est contenu dans Zl tels que, pour tout x € A, y = ip(x) soit V unique 
solution de I’equation l 'equation f(x> y) = y. 
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Preuve On verifie l’unicite comme dans le theoreme 2.26.1. Pour demontrer l’exis- 
tence et la continuity, nous allons nous ramener a la situation de la proposition 
2.26.3. On peut trouver des ouverts et CI 2 tels que (a, b) € x C fi, puis 
une boule fermee B'{b\ r), r > 0, telle que B'(b ; r) C f ^2 et enfin un ouvert A tel 
que a e A C fti et 

d(f(x , 6), /(a, b )) < (1 - k)r pour tout x e A. 

On a alors pour tout ( x , y) € A x £'(6; r) 

d(f(x,y),f(a,b)) < d(f(x,y)J(x,b)) + d(f(x,b),f(a,b)) 

< k d(y , 6) + (1 - fc)r < r. 

Ceciprouveque/(Ax.B'(6;r)) C £'(&;r). On peut alors appliquer la proposition 
2.26.3 a la restriction de / ^ A x £'(&; r), en notant que B'(b ; r) est fermd dans 
y, done complet. Q.E.D. 


2.27 Topologie de la convergence uniforme 

Soient X un ensemble, Y un espace m^trique ; nous allons munir l’ensemble 
^(X^Y) de toutes les applications de X dans Y d’une structure d’espace my- 
trique. 

Posons, pour tout /, g G 5 F(X; F), 

(2.27.1) = sup d(f(x),g(x)). 

x€X 

Cette application d\ verifie trivialement les axiomes ( D \ ), ( D 2 ) et ( D 3 ) mais la 
quantite d \ (/, g) peut etre egale a +00 et d\ n’est done pas en general une distance. 
Pour remedier a ce defaut, nous poserons 

(2.27.2) d 2 (f,g) = min(Mi (/,#)), 

on obtient alors une distance sur l’ensemble J(X;Y) : l’inegality triangulaire re- 
sulte de l’inegality triangulaire pour d\ et de l’inygalite (2.15.1). On verifie aise- 
ment qu’en substituant a d une distance uniformyment yquivalente, on remplace 
alors d 2 par une distance uniformyment equivalente ; autrement dit, la distance 
d 2 definit sur 3 r ( X ; Y) une structure uniforme qui ne depend que de la structure 
uniforme de Y : nous l’appelerons structure uniforme de la topologie de la conver- 
gence uniforme ; la topologie correspondante sera appelee topologie de la conver- 
gence uniforme. Muni de cette topologie, l’espace J(X; Y) sera noty ^(X; Y)» 
Si un filtre J sur Tespace 7 U (X\Y) converge vers une application / pour la 
topologie de la convergence uniforme, nous dirons qu’il converge uniformement 
vers /. Ceci signifie simplement que 

(2.27.3) (Ve > 0 )(3M € 3 r ){^g)(g € M => sup d(f(x) y g(x)) < e ), 

xex 
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d’apres (2.23.3), on constate qu’un filtre convergeant uniformement vers / conver- 
ge simplement vers / : la topologie de la convergence simple est moins fine que la 
topologie de la convergence uniforme. 

Dire qu’une suite (/ n ) converge uniformement vers / signifie que 

(2.27.4) (Ve > 0)(3n G N)(Vp G N )(p > n => sup d(f(x ), f p {x)) < e). 

xex 

On peut introduire un sous-espace de l’espace J(X; Y) sur lequel la quantity 
d\ est une distance. Dans un espace metrique Y , une partie A est dite bornee si son 
diametre (2.18.1) est fini ; cette notion ne depend pas que de la structure uniforme 
de Y mais depend essentiellement du choix de la distance sur Y : on peut en 
effet toujours remplacer une distance par une distance uniformement equivalente 
bornee (exemple 2. 1 5.2) ; il faut done manipuler cette notion avec precaution. Une 
application / : X -> Y sera dite bornee si f(X) est une partie bornee de Y et nous 
noterons ^(X; Y) ou l°°(X; Y) l’ensemble de toutes les applications bornees de 
X dans Y. 

Sur 1’ espace $b(X; Y) la fonction d\ est une distance, on a en effet, en prenant 
un point a de X 

di(f,g) = sup x€X d(f(x),g(x)) 

< sup x€X d{f(x),f(a)) + d(f(a),g(a)) + sup xeX d(g(a),g(x)), 

d’oft di(f,g) < diam f(X) + d(f(a),g(a)) + diam g(X) < oo. 

On observera que la distance cfe induit sur le sous-espace ^(X; Y) une dis- 
tance uniformement equivalente a d\ d’apres l’exemple 2.15.2. 

Voici une propri&e essentielle de l’espace ^(X; y). 

Theoreme 2 . 27.1 Si Y est un espace metrique comp let, 1’ espace metrique 
J U (X;Y) est complet. 

Preuve Soit (/ n ) une suite de Cauchy dans l’espace 3 U (X\ Y) 

(Ve > 0)(3n G N)(Vp,^ G N)((p >netq>n)=> sup d(f p (x), f q (x)) < e). 

xex 

Ceci prouve que, pour tout x de X , la suite ( f n (x )) est une suite de Cauchy dans Y 
qui est complet, done elle converge dans Y vers un point que nous noterons f(x). 
La suite ( f n ) converge done simplement vers / ; montrons que la convergence 
est uniforme : on a rf(/ p (x), f Q (x)) < e pour tout xGlet tout p,q > n, done 
en passant a la limite quand p tend vers l’infini (principe du prolongement des 
inegalites), on obtient d(f(x ), f Q (x)) < e 9 pour tout x G X et tout q > n , ce qui 
prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

On a un resultat semblable pour l’espace ^(X^Y) ; e’est une consequence 
immediate de la 

Proposition 2 . 27.2 Le sous-espace ^(X; Y) estferme dans 3 U {X\Y). 

Preuve II s’agit de demontrer (corollaire 2.12.2) que la limite / d’une suite ( f n ) 
uniformement convergente d’applications bornees est encore bornee. Soit e > 0, 
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il existe n G N tel que d(f(x ), / n (#)) < £, pour tout x de X , d’ou 

d(/(*). /(*/)) < d(/(x), /»W) + d(fn(x), f n (y)) + d(f n (y), f(y)) 

< 2e + diam / n (X), 

ce qui prouve que diam f(X) < 2s + diam f n {X) < oo. Q.E.D. 

Corollaire 2.27.3 Si Y est un espace metrique complet, Vespace metrique 
Y) est complet. 

Exemple 2.27.1 Prenons X = N, Z°°(N; y) est alors l’ensemble des suites bor- 
ndes de Y, c’est-&-dire l’ensemble des suites x = ( x n ) telles que 

sup d(a y x n ) < oo 

nEN 

ou a est un point quelconque de Y ; cet espace est alors muni de la distance 
di{x,y) = s\ipd(x n ,y n ), x = (a : n ),y = (j/„) ; 

nE N 

cet espace est complet lorsque Y est complet. 

Lorsque X est un espace topologique, nous noterons C{ a }(X; Y) l’espace de 
toutes les applications f : X ->Y continues en un point a de X. On a alors la 

Proposition 2.27.4 U espace C{ a }(X;F) est un sous-espace ferme de Vespace 
3 U (X\Y) muni de la topologie de la convergence uniforme. 

Preuve II s’agit de demontrer (corollaire 2.12.2) que la limite / d’une suite (/ n ) 
uniformdment convergente d’ applications continues au point a est encore continue 
au point a. Soit e > 0, il existe n G N tel que d(f(x ), f n (x)) < e pour tout x e X. 
On a alors 

d(f(a), f(x)) < d(f(a), f n (a)) + d(f n (a), f n (x)) + d(f n (x), f(x)) 

< 2 e + d(f n (a)J n {x)) 

et d’apres la continuity de f n au point a, il existe un voisinage V G V(a) tel que 
d{fn(a > ), fn(x)) < £ pour xev , 

d’ou d(f(a),f(x)) < 3e pour tout x G V, ce qui prouve la continuity de / au 
point a. Q.E.D. 

Etant donne que C(X; Y) = P| a EX ^)* on en ddduit le 

Corollaire 2.27.5 Le sous-espace C(X; Y) des applications continues de X dans 
Y est ferme dans Y) ; si Y est complet , ce sous-espace est done complet. 

Nous noterons Gb(X;Y) 1’ ensemble des applications continues et borndes de X 
dans Y ; ce qui precede prouve que ce sous-espace est ferme dans chacun des 
espaces ^{X; Y ), ^{X ; Y) et G(X; Y) ; ce sous-espace est done complet si Y 
est complet. 

Exercice 2.27.1 Soient X un ensemble et Y un espace m&rique, montrer que la topologie de la 
convergence uniforme sur f J(X\ Y) est strictement plus fine que la topologie de la convergence simple 
si, et seulement si, X est infini et Y a au moins deux laments. 
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Exercice 2.27.2 Soient X, Y des ensembles, Z un espace mdtrique et soit 
ip : f J{X x Y ; Z) ?(X; 9{Y\ Z)) 

la bijection qui a / E 'J(X xY;Z) associe la fonction <£(/) : x f(x , •) de X dans f J(Y ; Z). Mon- 

trer que $ est un homdomorphisme uniformement continu, ainsi que rhomdomorphisme rdciproque, 
de l’espace J W (X x Y;Z) sur Tespace f S u (X\ r J u (Y ; Z)). 

Exercice 2.27.3 Soient X un ensemble, Y et Z des espaces mdtriques et ip : Y -> Z une applica- 
tion uniformdment continue. Montrer que 1’application / •-> (p o f de f J u (X; Y) dans f J u (X\ Z) est 
uniformdment continue. 

Exercice 2.27.4 Soient X, Y des ensembles, Z un espace mdtrique et ip : Y -> X une application. 
Montrer que Implication / / o ip de Cf u (X; Z) dans 'J U (Y ; Z) est uniformdment continue. 

Exercice 2.27.5 Soient X un espace topologique, Y un espace mdtrique, on dit qu’une suite (/ n ) 
d’applications de X dans Y converge localement uniformement vers une application f : X Y si, 
pour tout x E X, il existe un voisinage V de x tel que la suite (f n | v ) converge uniformement vers 
f\y. Si les fonctions f n sont continues, montrer que / est continu. 

Exercice 2.27.6 Soit Y un espace mdtrique complet, montrer que l’ensemble c(N; Y) des suites 
convergentes de Y est un sous-ferme de l’espace Z°°(N; Y). 

Exercice 2.27.7 Complete d’un espace mctrique 1 . Soit (X, d) un espace mdtrique et soit a un 
point de X, montrer que l’application x f x de X dans ^(X; M) oil f x (y) = d(x } y) — d(a>y) 
est une isomdtrie de X sur un sous-espace de f Jb{X ; K). 

2. En ddduire l’existence d’un espace mctrique complet X tel que X soit isomdtrique a un sous- 
espace dense de X. 

3. Si Xi et X 2 sont deux espaces metriques complets satisfaisant aux conditions de 2., montrer 
qu’il existe une isomdtrie de X\ sur X 2 [utiliser le theorfcme 2.25.2]. 

A une isomdtrie pres, il existe un seul espace m&rique complet vdrifiant 2. ; on l'appelle le com- 
plete de X. 

Exercice 2.27.8 Permutation de limites Soient et 'J 2 des filtres sur des ensembles X\ et X 2 , 
Y un espace mdtrique et / : X\ x X 2 -* Y une application. On suppose que, pour tout x\ E Xi, la 
limite ) = limy 2 f(x i, •) existe et que, pour tout X 2 E X 2 , la limite h(x 2 ) = lim^ /(•, X 2 ) 
existe et est uniforme par rapport h £ 2 , e’est-it-dire que 

(Ve > 0)(3Mi E ^i)(Vxi E M x et Vrr 2 E X 2 ) (d(f(x u x 2 ) i h(x 2 )) < e). 

1. On suppose que g admet une limite suivant 9i, soit y = lim^ g. Montrer alors que 
y = lim^ X ‘j 2 f (exercice 2.1 1.4) et en deduire, grace h l’exercice 2.17.5, que lim^ g = limy 2 h, 
c*est-&-dire que lim^ limy 2 / = limy 2 liniy 1 / (th^ordme de permutation de deux limites). 

2. Deduire de 1. la proposition 2.27.4. 

3. Lorsque Y est un espace m&rique complet, montrer que la limite lim^ x y 2 / existe [utiliser 
le crit&re de Cauchy] et en deduire que les conclusions de 1 . subsistent. 

Exercice 2.27.9 Soient X un espace m&rique complet, f n : [a, 6] -» X une suite de fonctions 
rdgldes (exercice 2.20.8) convergeant uniformement vers /. Montrer que / est rdglde [montrer que / 
admet des limites & gauche et a droite en tout point en vdrifiant le critfcre de Cauchy]. 
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2.28 Le theoreme de Baire 

Definition 2.28.1 Dans un espace topologique, une partie est elite maigre si elle 
est contenue dans une reunion denombrable defermes sans point interieur. 

On observera qu’une reunion ddnombrable d’ensembles maigres est maigre. 
L’interet des ensembles maigres est le suivant. Certaines relations R(x) sur 
un espace topologique X ne sont pas v&ifiees pour tout x G X, mais seulement 
sur le complementaire d’un ensemble maigre ; de telles relations ne peuvent etre 
int£ressantes que si les ensembles maigres sont sufifisamment petits. Ceci conduit 
a la definition suivante. 

Definition 2.28.2 Un espace topologique est appele un espace de Baire s HI verifie 

les relations equivalentes suivantes 

(B[) Toute partie maigre est d’ interieur vide. 

(B' 2 ) Toute reunion denombrable defermes d’ interieur vide est d y interieur vide. 
(S 3 ) Toute intersection denombrable d’ouverts partout denses est partout dense. 

La verification de l’equivalence de ces trois propridtds est immediate. 

Voici un exemple important d’espace de Baire. 

Theoreme 2.28.1 Baire Tout espace metrique complet est de Baire. 

Preuve Soit ( O n ) une suite d’ouverts partout denses et soit O un ouvert non vide ; 
il s’agit de verifier que O fl fl^Lo est non v ^ e - Construisons par recurrence 
une suite de boules ouvertes B n = B(a n ; p n ) telle que, pour tout n G N 

(2.28.1) S 0 C 0, S n+1 c S n fl O n , 0 < p n+ 1 < p n et lim p n = 0. 

n-» 00 

L’ ouvert O dtant non vide, il existe une boule ouverte So telle que 
So C O. De meme, O n etant partout dense , l’ouvert B n n O n est non vide et 
il existe une boule ouverte S n +i telle que S n + 1 c S n fl O n et on peut toujours 
choisir p n +\ < p n /2. _ 

D’apr&s la proposition 2.18.9, 1’ intersection H^=o est reduite a un point 
et, vu que f|£L 0 B n C O D f|^=o O n d’apres (2.28.1), ceci permet de conclure. 

Q.E.D. 

Note Nous montrerons ulterieurement que les espaces localement compacts sont 
dgalement des espaces de Baire. 

Exercice 2.28.1 Montrer que tout produit X = n* e / d’espaces mdtriques complets est un 
espace de Baire [raisonner comme pour le thdor&me 2.28.1 en prenant pour B n un ouvert dldmentaire 
non vide de la forme n*e J„ x J w X%> Jn partie finie de /, oil diam B n%i < p n \. 

Exercice 2.28.2 1. On considfcre la fonction / : R -> R ddfinie par f(x) = 0 six est irrationel, 
/( 0) = 1 et f(x) = 1/q si x = p/q, p G Z*, q G N*, la fraction p/q dtant irrdductible. Montrer que 
la fonction / est continue en tout point de E — Q et discontinue en tout point de Q. 

2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction / : E -> E continue en tout point de Q et discontinue en 
tout point de E — Q [utiliser l'exercice 2.18.2 et verifier que Q ne peut etre un G$]. 
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Exercice 2.28.3 Soit / : [0, +oo[ — > R une fonction continue telle que 

Vz > 0, lim f(nx) = 0. 
n— ►oo v ' 

Soit e > 0, on pose 

F n {e) = {x > 0; \f(px)\ < e pour tout entierp > n}. 

1. Montrer qu’il existe no E N et 0 < a < b tels que ]a, b[ C F no (£). 

2. Montrer qu’il existe n\ G N tel que 

]pa, p6[ D ] (p + l)o, (p + 1)6[ ^ 0 pour p > m 

et en ddduire que 

oo 

]nia, +oo[= [J ]pa, pb [ . 

P=n\ 

3. Ddduire de ce qui pr£c&de que lim x _+oo f(x) = 0. 

Voici quelques proprietes utiles pour les applications. 

Lemme 2.28.2 Soit X un espace topologique et soit Y un sous-espace de X. Une 
partie AdeY maigre dans Y est maigre dans X. 

Preuve On a A C JJ^1 0 ou les ensembles F n sont fermes dans Y et d’interieur 
vide dans Y. Soit F n l’adherence de F n dans X , montrons que F n est d’interieur 
vide dans X ; ceci prouvera le lemme. Raisonnons par l’absurde, soit O un ouvert 
non vide de X contenu dans F n> alors O n F n est non vide et, vu que F n est ferme 
dans Y, F n = F n nY d’ou O n F n = O fl Y et ceci prouve que O fl Y est un 
ouvert non vide de Y contenu dans F n , ce qui est absurde. Q.E.D. 

Exercice 2.28.4 Les notations etant celles du lemme 2.28.2, si Y est ouvert et si A est maigre dans 
X , montrer que A est maigre dans Y. 

Exercice 2.28.5 Montrer que tout ouveit d’un espace de Baire est un espace de Baire. 

Exercice 2.28.6 Montrer qu’un espace topologique est un espace de Baire si tout point admet un 
voisinage qui est un espace de Baire. 

Exercice 2.28.7 1. Soient X un espace topologique, / : X — » R une fonction s.c.i. ; on sup- 
pose qu’il existe une partie A de X non maigre telle que f(x) < +oo pour x G A. Montrer 
qu’il existe un ouvert non vide O de X tel que sup^Q f(x) < +oo [considdrer les ensembles 
F n = / -1 ([-oo,n]) pourn e N]. 

2. Soient X un espace de Baire, f n : X — > R une suite de fonctions s.c.i. convergeant simplement 
vers une fonction / : X — > R. Montrer que tout ouvert non vide de X contient un ouveit non vide sur 
lequel / est bornd sup^rieurement [on peut raisonner sur l’ouvert X (exercice 2.28.5), utiliser alors 1. 
en prenant pour fonction / la fonction sup n€N f n \. 

Proposition 2.28.3 Dans un espace de Baire , le complementaire de toute partie 
maigre est un espace de Baire . 

Preuve Soit X un espace de Baire, Y une partie maigre de X et A une partie 
maigre de X - Y. II s’agit de verifier que A est d’interieur vide dans X — Y. 
Soit O un ouvert de X — Y contenu dans A> il existe un ouvert U de X tel que 
O = U fl (X — Y) ; on a alors U c A U Y ou A U Y est maigre dans X car Y est 
maigre dans X par hypothese et A est maigre dans X d’apres le lemme 2.28.2 ; il 
en resulte que U = 0 (X etant de Baire), d’ou 0 = 0. Q.E.D. 
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Proposition 2.28.4 Soient X un espace topologique, (F n ) une suite de fermes 
telle que X = (J^Lo Fn- Alors, le complementaire de l’ ouvert O = U^Lo F n est 
maigre. Si X est un espace de Baire, cet ouvert O est done partout dense. 

Preuve OnaX-Oc U^=o(^ ~ F n ) ou F n - F n est simplement la frontiere de 
F n> cet ensemble est done ferine sans point interieur (proposition 2.10.4) et ceci 
prouve que X — O est maigre. Q.E.D. 

Proposition 2.28.5 Soit X un espace de Baire non vide , separe et sans point isole, 
alors le complementaire de toute partie maigre dans X n y est pas denombrable . En 
particular, Xn 1 est pas denombrable . 

Preuve Soit A une partie maigre, il existe une suite ( F n ) de fermes sans point 
interieur telle que A C U^=o Fn- Si X - A etait denombrable, soit 

oo 

X-A = UK}, 

71=0 

on pourrait ecrire 

oo oo 

x= U^nU [J {<*»}. 

71=0 71=0 

ou les ensembles {a n } sont fermds et d’ interieur vide et X serait maigre dans 
lui-meme alors que X est suppose non vide, ce qui est absurde. Q.E.D. 

Exemple 2.28.1 Soit D = L^LoW} une partie denombrable de [0,1] partout 
dense. Pour e > 0 et n e N, on pose 

O n (e) = ]a n - 2~ n £,a n + 2" n e[, 

puis 0(e) = [0,1] fl U^Lo^( £ ) » cet ensemble 0(e) est ouvert dans [0,1], 
contient D et par consequent est partout dense. II en resulte que le comptemen- 
taire de A = 0(1 /p) est maigre ; Tespace [0, 1] etant de Baire d’apres le 

th^oreme 2.28.1, la proposition 2.28.3 montre que A est un espace de Baire ; cet 
ensemble A contenant D est dense dans [0, 1] et ne peut done admettre de point 
isol£. D’apres la proposition 2.28.5, A est done non denombrable. Ceci peut sem- 
bler assez surprenant ; on pourrait en effet imaginer que A se r^duit a D. Cet 
exemple est par ailleurs interessant du point de vue de la theorie de la mesure : 
e’est un exemple d’ensemble non denombrable de mesure nulle pour la mesure de 
Lebesgue. 

Voici une autre application de ces notions. II s’agit d’un exemple de propridte 
verifiee sur le complementaire d’un ensemble maigre. 

Proposition 2.28.6 Soient X un espace topologique, Y un espace metrique et 
f n :X—>Y une suite d’ applications continues convergeant simplement vers 
une application /. Alors, V ensemble des points de discontinuity de f est maigre . 

Preuve Soient k un entier > 1, p et q deux entiers ; considerons les ensembles 
fermes 

Ak,p,q = {x G X ] d(fp(x)y fq(x)) < 1 /fc}> -S/c,p = |^| ^k,p,q 

Q>P 
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et posons A = fgLi U£o Kv 

1. Montrons d’abord que / est continu en tout point a G A Soient e > 0, 
k G N* tel que 1/k < e, il existe p G N tel que a G B^p ; pour tout x G Bk, P > on 
a 

d(fp(x)J Q (x)) < 1 /k<€ pour q > p, 
d’ou d(f p (x ), f(x)) < € et par consequent 

d(f{x)J(a)) < d(f(x ), f p (x)) + d(/ p (x), / p (o)) + d(/ p (a), /(a)) 

< 2e + d(fp(x), /p(o-)). 

D’apres la continuity de / p au point a, il existe un voisinage V de a contenu dans 
B ktP tel que d(f p (x)J p (a)) < e pour x G V, d’ou d(f(x)J(a)) < 3e pour 
x G V, ce qui prouve la continuity de / au point a. 

2. L’ ensemble D des points de discontinuity de / est done contenu dans 

oo oo 

x - a =\ J(x-(J4 >P ); 

k = 1 p=0 

la suite ( f n {x )) etant de Cauchy, X = U^ 0 Bk, P pour tout k > 1 et (proposition 

2.28.4) X - (J~ 0 est done ma ig re ; on en dyduit que X — A est maigre en 
tant que bunion denombrable d’ensembles maigres. Q.E.D. 

D’autres applications des espaces de Baire seront donndes ulterieurement. Le 
thyor^me de Baire permet de prouver l’existence d’objets pathologiques sans qu’il 
soit nycessaire de faire des constructions explicites ; on peut par exemple mon- 
trer l’existence de fonctions continues nulle part diffyrentiables (exercice 2.33.15). 
Mais l’application la plus profonde concerne sans aucun doute l’etude des formes 
linyaires continues sur un espace de Banach par exemple ; ceci sera expliquy le 
moment venu. 

Exercice 2.28.8 Soient X un espace topologique, Y et Z des espaces mdtriques et / : X x Y -* Z 
une application stSpardment continue par rapport a chacune des variables. 

1 . Soit b € pour tout x G X et e > 0, on pose 

Ae(z) = {6 > 0; (Vy G Y)(d(y,b) < 6 => d(/(^ 6), /(*,*,)) < e)}. 

Montrer que A e (x) = [0, 6 e (x)] ou 8 e : X -* ]0, +oo] est une fonction s.c.s. 

2. On note D 1’ensemble des points de discontinuity de /, 

Dfy = {x G X ; (#, b) E D} ; 

on a Db = US^Li B n ou D n = {x E X ; w(f\ ( x , 6)) > 1/n}. On pose 
F p (e) = {x E X ; S € (x) > 1/p}, p > 1. 

Montrer que X = U^Li Fp( e ) et Q ue l’ouvert U^=i Fp( e ) est contenu dans X — D n si 
0 < e < 1/An. En ddduire que D\> est maigre dans X. 

3. Si X est un espace de Baire, en deduire que l’ensemble D des points de discontinuity de / est 
maigre dans X xY e t d’intyrieur vide. 
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2.29 Espaces analytiques 

On considere 1’ espace produit X Q = N n ou chaque espace facteur N est muni de la 
metrique discrete. La topologie produit sur X 0 peut etre definie par une distance ; 
d’apres l’exemple 2.18.1, le theoreme 2.22.5 et la proposition 2.21.4, X Q est alors 
un espace metrique complet separable. 

Definition 2.29.1 Un espace topologique separe X est appele un espace analy- 
tique s’il existe une application continue surjective f : X Q — » X. 

Note D’apres l’exercice 2.22.4, l’espace X Q est homeomorphe a l’ensemble I des 
irrationnels de ]0, 1[ ; dire qu’un espace separe X est analytique signifie done que 
X est une image continue de l’ensemble des irrationnels. 

Un sous-ensemble A d’un espace topologique X est appele un sous-espace 
analytique de X si, muni de la topologie induite, A est un espace analytique. Ceci 
signifie done que A est un sous-espace separe de X et qu’il existe une application 
continue / : X Q — > X telle que f(X 0 ) = A. 

L’image continue d’un espace analytique est analytique, soit 

Proposition 2.29.1 Soient X etY des espaces separes et f : X Y une appli- 
cation continue. Si A est un sous-espace analytique de X, f(A) est un sous-espace 
analytique de Y. 

Note Cette propriete de stabilite est h l’origine de la notion d’espaces analytiques ; 
1’ image continue d’un borelien (voir ci-dessous la definition de la tribu borelienne) 
n’est pas en general un borelien (erreur celebre due a Lebesgue), mais e’est tou- 
jours un sous-espace analytique. Indiquons h ce propos que les espaces analytiques 
metrisables sont appeles sousliniens dans Bourbaki [4]. 

Voici une premiere propriete des espaces analytiques. 

Proposition 2.29.2 Tout espace analytique est separable. 

Preuve En effet, soit D une partie denombrable de X Q partout dense ; si 
/ : X 0 — » X est continue surjective, f(D ) est dense dans X d’apres la propo- 
sition 2. 1 3.3, ce qui prouve la proposition. Q.E.D. 

Des exemples d’espaces analytiques sont donnes par la 

Proposition 2.29.3 Tout espace metrique complet separable est analytique. 

Preuve Notons X un tel espace mdtrique complet separable. 

Voici une premiere remarque valable pour tout espace metrique separable. Soit 
D une partie denombrable de X partout dense et soit x £ X, on a d(x , D) = 0 
(proposition 2.10.5) ; pour tout e > 0, il existe done a € D tel que d{x , a) < e/2, 
ce qui prouve que X = \J a£D S' (a; e/2). Autrement dit, pour tout e > 0, X peut 
s’ecrire comme une reunion denombrable de fermes non vides de diametre < e. 

Si e n > 0 est une suite tendant vers 0, on peut done ecrire X = Ujlo ou 
les Fj sont des fermds non vides de diametre < £q, puis par recurrence, grSce a la 
proposition 2.20.4, F ao ... an = U^Lo ^a„...a n j ou les F ao ...a H j sont des fermes non 
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vides de diametre < £ n +i. Soit a = ( a n ) G X Q> 1’ intersection •••<*« est 

reduite a un point f(a) d’apres le theoreme de Cantor 2.18.9. On definit ainsi une 
application / : X 0 X surjective car, pour tout x de X , il existe a = (a n ) G X 0 
tel que x G F a<t ...a n pour tout n G N. 

Montrons que cette application est continue en tout point a = ( a n ) G X Q . 
Soit e > 0, B' = B , (f(a)\e) ; construisons un voisinage V du point a tel que 
f(V) C B\ ceci prouvera le resultat voulu. Prenons V de la forme 

V = {x = (x n ) e X 0 ; Xi=a,i pour 0 < i < p}, ; 

un tel V est un voisinage elementaire ouvert du point a et, si x € V 9 
f(x) e F ao ... ap9 d’ou d(f(x ), /(a)) < e p , soit f(x) € B f en choisissant p suffi- 
samment grand pour que e v < e. Q.E.D. 

Note L’espace X 0 etant analytique, la classe des espaces analytiques est par conse- 
quent la plus petite classe d’espaces separes stable par image continue et contenant 
la classe des espaces metriques complets sdparables. 

Corollaire 2.29.4 Tout sous-espcice ferme d’un espace analytique est analytique . 

Preuve Soit F un sous-espace ferme d’un espace analytique X et soit 
/ : X o -» X une application continue surjective. Alors, A = f~ l (F) est un 
sous-espace ferme de X Q ; il en resulte que A est un espace metrique complet 
separable, done analytique d’aprfcs la proposition precedente et F = f(A) est 
analytique d’aprfcs la proposition 2.29. 1 . Q.E.D. 

Nous allons verifier ensuite que la classe des espaces analytiques est stable par 
les operations de type denombrable. 

Proposition 2.29.5 /. Tout produit denombrable d’espaces analytiques est analy- 
tique. 

2. Dans un espace separe, toute reunion denombrable et toute intersection 
denombrable de sous-espaces analytiques est analytique. 

Preuve 1. Soit (Y n ) une suite d’espaces analytiques. L’espace produit 
Y = II~o est separd. Il existe des surjections continues f n : X 0 Y n . 
Considerons l’application / : X % Y definie par f(x) = (f n (%n))n€ n si 

x = ( x n ) € . Cette application est evidemment surjective ; sa continuity equi- 

vaut a celle des applications p n : x f n (x n ) de X % dans Y n et ces applications 
sont bien continues vu que ip n = f n °pr n >prn • X° X Q designant la projection 
d’indice n. L’espace est homeomorphe a N NxN d’apres le corollaire 2.21.16, 
done a X Q d’apres le corollaire 2.21.14 et ceci prouve que Y est analytique. 

2. Soit ( A n ) une suite de sous-espaces analytiques d’un espace separe X et soit 
A = (J^=o An • Il existe des applications continues f n : X Q -» X telles que 
A n = f n (X 0 ). On definit une application r : X 0 X 0 en posant 
t(x) = (x n+ i) nG ^ pour x = (a: n ) nG N G X Q ; cette application est continue, car 
pr n or = pr n+ 1 ou pr n : X 0 -» N designe la projection d’indice n. On definit en- 
suite une application / : X Q -» X en posant f(x) = fx { ,( r ( x )). On a f(X Q ) = A 
car, pour chaque j G N, f({x G X 0 \x 0 = j}) = fj{X Q ) = Aj. Verifions 
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enfin la continuite de / : soit ( x p ) une suite de X Q convergente vers a £ X Qi 
montrons que la suite ( f(x p )) converge vers f(a) ; si x p = (£p >n )neN £ X 0> 
a = (a n )n € n G X oy il existe q £ N tel que x PiQ = a 0 pour p > q, d’ou 
f(x p ) = fa„( T ( x p )) P our V > Q et, vu la continuite de / a<> et de r, ceci prouve 
que la suite ( f(x p )) converge vers f a A r ( a )) = /(<*)• 

3. Avec les memes notations, montrons que B = fl^Lo ^ est un sous-espace 
analytique de X, Or, B est homeomorphe a un sous-espace ferme de A n 
(corollaire 2.21.7), ce qui permet de conclure vu 1. et le corollaire 2.29.4. Q.E.D. 
Ces resultats vont nous permettre de verifier la 

Proposition 2.29.6 Dans un espace metrisable analytique, tout ouvert est un sous- 
espace analytique. 

Cette proposition resulte du lemme suivant vu le corollaire 2.29.4 et la propo- 
sition 2.29.5. 

Lemme 2.29.7 Dans un espace metrique, tout fermt s’ecrit comme une intersec- 
tion denombrable d’ ouverts et tout ouvert s’ecrit comme une reunion denombrable 
defermes. 

Preuve Soit X un espace metrique, d la distance sur X et soit F un ferme de 
X. Les ensembles O n = V x / n (F), n > 1, (exemple 2.13.2) sont ouverts et 
contiennent F ; Intersection fl^Li O n est egale a F , car la relation x £ fl^li 
signifie d(x, F) < 1 jn pour tout n > Lc’est-a-dired^F) = 0, soit a; £ F = F. 
En passant au complementaire, on obtient la propriete concernant les ouverts. 

Q.E.D. 

Introduisons maintenant la notion de tribu, cette notion sera utilisee ultdrieure- 
ment en theorie de la mesure. 

Definition 2.29.2 Soit X un ensemble, un ensemble 7 de parties de X est appele 
une tribu si 
(TO X £ 7. 

(7 2 ) (VA)(A£7=>X-A£7). 

(7 S ) (Vn £ N)(VA n £7)^ LT=o An € T. 

Une tribu 7 est done un ensemble non vide de parties de X stable par pas- 
sage au complementaire et par reunion denombrable ; une tribu est done stable par 
intersection denombrable. 

On a evidemment le 

Lemme 2.29.8 Soient X un ensemble et (7i) ie j une famille de tribus sur X, alors 
0 ieI % est une tribu sur X. 

On en deduit ceci : si 6 est un ensemble de parties de X , 1’ intersection de toutes 
les tribus contenant 6 est encore une tribu et e’est la plus petite (pour inclusion 
entre parties de 7(X )) tribu contenant C ; on l’appelle la tribu engendree par 6. 

Definition 2.29.3 Soit X un espace topologique, la tribu engendree par l’ en- 
semble 0 des ouverts de X est appelee la tribu borelienne de X. 
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Une partie de X appartenant h la tribu borelienne est appelee un borelien. 
D’apr&s (O 2 ), toute partie fermee est un borelien ; la tribu borelienne est par conse- 
quent la plus petite tribu contenant 0 U O'. Ceci peut etre precise comme suit. 

Lemme 2.29.9 Soit X un espace topologique , la tribu borelienne est le plus petit 
ensemble de parties de X contenant 0 U O' stable par reunion et intersection 
denombrable. 

Preuve Si (Gi) ie j est une famille de parties de ?(X) telle que chaque Gi soit stable 
par reunion et intersection denombrable, Intersection p| iG/ 6* est encore stable 
par reunion et intersection denombrable ; il existe done bien un plus petit ensemble 
G de parties de X contenant 0 U O' stable par reunion et intersection denombrable. 
II est clair que G est contenu dans la tribu borelienne !B de X . Montrons que G 
est une tribu, e’est-a-dire que 6 est stable par passage au complementaire ; ceci 
prouvera que G contient ®, done que 6 = ! B. A cet effet, considerons l’ensemble 
G' = {X — A; A e G} des complementaires des ensembles de 6 ; 6' contient 
0 U 0' et est stable par reunion et intersection denombrable ; il en resulte que 
G C G' et ceci signifie precisement que A G O', e’est-a-dire X - A G 6, dbs que 
A G 6. Q.E.D. 

Exercice 2.29.1 Soit X un espace m&risable, montrer que la tribu borelienne de X est le plus petit 
ensemble de parties de X contenant 0 (resp. O') stable par reunion et intersection denombrable [utiliser 
le lemme 2.29.7]. 

Vu le corollaire 2.29.4 et les propositions 2.29.5 et 2.29.6, on en deduit la 

Proposition 2.29.10 Soit X un espace metrisable analytique, alors tout borelien 
est analytique . 

Ce qui pr^c&de va nous permettre de determiner la cardinality de la tribu bore- 
lienne de R par exemple. 

Proposition 2.29.11 Soit A V ensemble de tous les sous-espaces analytiques d f un 
espace separe X ay ant la puissance du continu , alors A a la puissance du continu. 
Preuve Toute partie de X reduite a un point est evidemment analytique, done 

Card R < Card A . 

D’apres la definition meme d’un sous-espace analytique Card A < Card G(X 0 \ X). 
L’ espace X 0 etant separable, une fonction continue de X Q dans X est determinee 
par sa restriction a une partie denombrable de X 0 partout dense, d’ou 

Card e(X 0 ; X) < Card X N = Card = Card R 
d’apr&s la proposition 1 .9.7 et ceci permet de conclure. Q.E.D. 

Corollaire 2.29.12 Soit X un espace metrisable analytique ay ant la puissance du 
continu , alors la tribu borelienne $ de X a la puissance du continu. 

Preuve Toute partie reduite a un element est fermee, done borelienne, d’ou 
Card R < Card ( B. D’apres la proposition 2.29.10, on a ® C A, d’ou 

Card ® < Card A = Card R 
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d’apres la proposition precedente et on peut done conclure. Q.E.D. 

Par exemple, la tribu borelienne de R n (n > 1) a la puissance du continu. 



C - Espaces compacts 


2.30 Definitions equivalentes de la compacite 

Sur un espace topologique, un filtre n’admet pas necessairement de point adherent 
comme nous l’avons deja remarque (paragraphe 2.16). Ceci conduit a la definition 
suivante. 

Definition 2.30.1 Un espace topologique sipare X est dit compact si 
(Ci) Tout filtre sur X admet un point adherent. 

II en resulte que toute application f : X Y & valeurs dans un espace com- 
pact Y admet une valeur d’ adherence suivant tout filtre sur X. En particulier, toute 
suite dans un espace compact admet une valeur d’adherence et dans un espace 
compact & base denombrable de voisinages, de toute suite on peut extraire une 
sous-suite convergente (proposition 2.16.6). 

Note L’ espace K n’est pas compact : la suite x n = n n’a pas de valeur d’adherence. 

Donnons de suite une autre caracterisation topologique des espaces compacts. 
Une famille (0.;)* € / d’ensembles ouverts est appelee un recouvrement ouvert 
de l’espace X si X = \J ieI Oi ; on dit que ce recouvrement contient un sous- 
recouvrement fini, ou qu’on peut extraire un sous-recouvrement fini, s’il existe 
une partie finie J de I telle que X = (J iG 3 Oi. 

On a alors le theoreme suivant. 

Theoreme 2.30.1 L'axiome (Ci) est equivalent a chacun des axiomes suivants. 
(C 2 ) ( Axiome de Borel-Lebesgue) Tout recouvrement ouvert de X contient un 
sous-recouvrement fini. 

(C 3 ) Toute famille d* ensembles fermes de X dont T intersection est vide contient 
une sous-famille finie dont T intersection est vide. 

Preuve L’ equivalence de ces deux axiomes est evidente. 

(Ci) => (C 3 ). Soit ( Fi) i€ i une famille de fermes dont Intersection est vide ; 
supposons que l’intersection de toute sous-famille finie soit non vide. Conside- 
rons alors Pensemble de ces intersections, c’est-a-dire l’ensemble des C] i£j Fi 
ou J decrit l’ensemble jF( I) des parties finies de I ; cet ensemble de parties non 
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vides stable par intersection finie est une base de filtre qui admet un point adherent 
d’apres (Ci) ; les ensembles Fi etant ferm^s, ceci prouve que Intersection de la 
famille ( Fi) ie j est non vide contrairement a l’hypothese. 

(C3) => (Ci). Supposons qu’il existe un filtre J sans point adherent, c’est- 
a-dire tel que Alors, d’aprfcs (C3), on pourrait trouver une fa- 
mille finie d’ensembles de J telle que Mi = 0, d’ou a fortiori 

fl ieI Mi = 0, ce qui est absurde cet ensemble appartenant a 3 r . Q.E.D. 

Exemple 2.30.1 Un espace discret X est compact si, et seulement si, il est fini. 
Rappelons d’abord que la topologie discrete est s^paree. Si X est fini, tout re- 
couvrement est fini done X est compact. R^ciproquement, si X est compact, le 
recouvrement ouvert ({x})^* contient un sous-recouvrement fini, done X est 
fini et ceci prouve P assertion voulue. 

Remarque 2.30.1 Soit (F n ) une suite decroissante de fermes dans un espace com- 
pact ; Paxiome (C3) montre que l’intersection H^Lo est non vide si, et seule- 
ment si, tous les ensembles F n sont non vides. 

Exercice 2.30.1 Soient X un espace topologique stpart et (Bi) ie j une base de la topologie de X, 
montrer que X est compact si, et seulement si, tout recouvrement de X par des ouverts de la base 
(Bi)iei contient un sous-recouvrement fini. 

Exercice 2.30.2 Soit X un espace topologique, montrer l’tquivalence des proprittts suivantes. 

1. Tout recouvrement ouvert dtnombrable contient un sous-recouvrement fini. 

2. Toute suite dtcroissante de fermts non vides a une intersection non vide. 

3. Toute suite d’tltments de X admet une valeur d’adhtrence. 

Exercice 2.30.3 Espace de Lindelof Un espace topologique X est appelt un espace de Lindelof si 
tout recouvrement ouvert de X contient un sous-recouvrement dtnombrable. 

1. Soit X un espace topologique admettant une base de topologie dtnombrable et soit (O*)^/ 
une famille d’ ouverts de X. Montrer qu’il existe une partie dtnombrable J de I telle que 

ieJ i€l 

[si (B n ) est une base de topologie, soit A l’ensemble des entiers n E N tels qu’il existe i(n) € I tel 
que B n C O i(n) , montrer alors que U iG / Oi = U n6i4 °i(n) 1- 

2. En dtduire que tout espace a base de topologie dtnombrable est un espace de Lindelof et que 
toute base de topologie contient une base de topologie dtnombrable. 

3. Soit X un espace stpart tel que toute suite admette une valeur d’ adherence, montrer que X est 
compact si, et seulement si, X est un espace de Lindelof [utiliser 1 ’exercice 2.30.2]. 

Exercice 2.30.4 Soit (Xi)i € j une famille d’espaces topologiques non vides, montrer que l’espace 
X = Uiei X% admet une base de topologie dtnombrable si, et seulement si, tous les espaces Xi 
admettent une base de topologie dtnombrable et si tous les X *, sauf au plus une infinite dtnombrable, 
sont munis de la topologie grossitre [pour dtmontrer que la condition est ntcessaire, on utilisera le 
fait que X admet une base de topologie dtnombrable constitute d’ouverts de la forme (2.21.1) d’aprts 
l’exercice 2.30.3], 

Exercice 2.30.5 Coefficient de Lebesgue d’un recouvrement Soient X un espace mttrique com- 
pact et (Oi)i£i un recouvrement ouvert de X, montrer qu’il existe un nombre e > 0 (appelt coef- 
ficient de Lebesgue du recouvrement) tel que tout ensemble de diam&tre < e soit contenu dans l’un 
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des Oi [pour tout x £ X,\\ existe i £ I et r(x) > 0 tel que B(x;r(x)) c Oi ; du recouvre- 
ment (B(x; r(x)/2)) x€ x extraire un sous-recouvrement fini (B(a:; r(x)/2)) xe A, A fini, et prendre 
e = min xGi4 r{x)/ 2]. 

Exercice 2.30.6 Soient X un espace topologique, Y un espace compact et / : X x Y -> R une 
fonction s.c.i., montrer que la fonction g(x) = inf y€ y f( x > V) est s.c.i. 

Exercice 2.30.7 Soient X un espace topologique, Y un espace compact et Z un espace mdtrique, 
montrer que Thomdomorphisme 3> : f S u {XxY\Z) Z)) (exercice 2.27 .2) induitun 

homdomorphisme de l’espace G U (X x Y ; Z) sur l’espace G U (X ; G U (Y ; Z)), uniformdment continu 
ainsi que l’homdomorphisme nSciproque. 

Donnons une derniere caracterisation des espaces compacts qui utilise la no- 
tion suivante. 

Definition 2.30.2 Un filtre U est appele un ultrafiltre s’il n* existe pas de filtre 
strictement plus fin. 

Autrement dit, un ultrafiltre est un element maximal de l’ensemble ordonne 
des filtres sur X. On peut donner un exemple (c’est le seul) d’ ultrafiltre. Etant 
donne un point a de X , notons U a le filtre engendre par la base de filtre constitute 
du seul ensemble {a} ; ce filtre est un ultrafiltre : en effet, s’il existait un filtre £F 
strictement plus fin que U a , on pourrait trouver un ensemble M de $ ne contenant 
pas le point a ; on aurait alors {a} £ M e iFet {a} DM = 0 ce qui est absurde. 
L’ ultrafiltre U a est appele 1’ ultrafiltre trivial associe au point a. 

Exercice 2.30.8 Soit It un ultrafiltre sur un ensemble X, montrer que Hmgii ^ contient au plus 
un point et, si cette intersection est rdduite a un point a, U est T ultrafiltre trivial lt a . 

On a alors le theoreme. 

Theoreme 2.30.2 Pour tout filtre 3 sur un ensemble X , il existe un ultrafiltre plus 
fin que J. 

Preuve D’apres le lemme de Zorn 1.5.1, il s’agit de prouver que, sur un ensemble 
non vide, l’ensemble ordonne des filtres est inductif. Notons d’abord que cet en- 
semble est non vide. Considerons une famille ( $i)%£i de filtres totalement ordon- 
nee. Il suffit de verifier que J = \J ieI 9* est un filtre sur X : il est evident que (F\) 
et (Fs) sont verifies ; quant a (F 2 ), soient A\, A 2 G J, alors il existe iu %2 G I 
tel que A\ G 5^ et A 2 G 3 \. 2 ; la famille etant totalement ordonnee, on a 

par exemple 7 ix C d’oii Ai n A 2 G 5F* 2 C J, ce qui prouve le resultat voulu. 

Q.E.D. 

Le theoreme precedent est un theoreme d’existence ; il ne donne aucun moyen 
pour construire un ultrafiltre plus fin qu’un filtre donne. D’autre part, il existe en 
general plusieurs ultrafiltres plus fins qu’un filtre donne : par exemple, si J est 
le filtre engendre par une partie A non vide, tous les ultrafiltres triviaux U a , ou 
a G A, sont plus fins que 3 r . 

Notons enfin la propriete suivante, qui resulte de la proposition 2.16.5. 
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Proposition 2.30.3 Sur un espace topologique X , un ultrafiltre U converge vers 
un point x si, et seulement si, x est un point adherent a U. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le 

Theoreme 2.30.4 L’axiome ( C\ ) est equivalent a Vaxiome 
(C 4 ) Tout ultrafiltre converge . 

Preuve La proposition 2.30.3 montre que (Ci) implique (C 4 ). Reciproquement, 
soit 7 un filtre sur X ; d’apres le theoreme 2.30.2, il existe un ultrafiltre U plus fin 
que S ; d’apr&s (C 4 ), cet ultrafiltre converge et tout point limite de U est un point 
adherent a S ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Comme nous le verrons au paragraphe 2.33, cette caractdrisation des espaces 
compacts permet d’dtudier tres simplement un produit d’espaces compacts. 

Exercice 2.30.9 1. Soient 3 un filtre sur un ensemble X , Y un espace topologique, y e Y et 
f : X Y une application. Montrer que y = limy / si, et seulement si, y = limy / pour tout 
ultrafiltre U plus fin que 3 [condition suffisante : si y n’est pas une valeur limite de / suivant 3, il 
existe un voisinage V de y tel que 3 admette une trace sur X — / _1 (V), considerer alors un ultrafiltre 
plus fin que le filtre engendrd par le filtre induit ^lx-/- 1 (V)l- 

2. Si X est un espace topologique, montrer que Implication / : X Y est continue en un point 
a de X si, et seulement si, pour tout ultrafiltre U qui converge vers a, la base de filtre f(U) converge 
vers /(a). 


2.31 Proprietes des espaces compacts 

En ce qui concerne le comportement des filtres sur un espace compact, outre la 
propriete (Ci), on a la 

Proposition 2.31.1 Sur un espace compact, un filtre converge si, et seulement si, 
il admet un seul point adherent. 

Preuve La condition est necessaire car un espace compact est separe. Reciproque- 
ment, soit 7 un filtre sur un espace compact X admettant un seul point adherent x. 
Nous allons montrer que J converge vers x. Si ce n’etait pas le cas, on pourrait en 
effet trouver un voisinage ouvert V de x n’appartenant pas h 7 ; il en resulterait 
que tout M de J rencontrerait X — V ; le filtre *5 admettrait done une trace SF' sur 
X — V ; ce filtre ST' considere comme une base de filtre sur X admettrait un point 
adherent y qui serai t a fortiori adherent au filtre moins fin 7 (remarque 2.20.2). On 
a alors y 6 X - V, d’ou y e X — V vu que V est ouvert, d’oh x ^ y et le filtre 
7 admettrait deux points adherents, ce qui est contraire a l’hypothese. Q.E.D. 

Corollaire 2.31.2 Dans un espace compact, une suite converge si, et seulement si, 
elle admet une seule valeur d’ adherence. Dans un espace compact a base denom- 
brable de voisinages, une suite converge si, et seulement si, toutes les sous-suites 
extraites qui convergent, convergent vers la meme limite. 
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Exercice 2.31.1 Soient X , Y des espaces topologiques et / : X — ► Y une application. 

1. Si Y est sdpard et si / est continu, montrer que le graphe de /, c*est-a-dire 1’ensemble 
G = {(x,y) e X xY ; y = /(x)}, est fermd. 

2. Rdciproquement, si y est compact et si le graphe de / est fermd, montrer que / est continu 
[montrer que f(x) est le seul point adherent a la base de filtre (f(V)) vev(x)]- 

Definition 2.31.1 Dans un espace topologique X , une partie K C X est dite 
compacte si, munie de la topologie induite par celle de X, K est un espace com- 
pact 

Dire que K est une partie compacte de X signifie que la topologie induite sur 
K par celle de X est une topologie compacte. Ceci implique d’abord que K est un 
sous-espace separe de X. Pour ecrire ensuite l’axiome de Borel-Lebesgue, il est 
vivement conseille d’utiliser des ouverts de X ; cet axiome doit alors s’ecrire de 
la fa^on suivante : soit ( Oi) ieI une famille d’ouverts de X telle que K c (J iG/ Oi 
(c’est-a-dire un recouvrement de K par des ouverts de X), alors il existe une partie 
finie J de I telle que K c (J^ j Oi- 

Exemple 2.31.1 Soit (x n ) une suite convergente de limite x dans un espace separe 
X. Posons A = U^Lo{ x n}» on a alors A = A U {a;} : en effet, le point x est 
adherent a A , montrons que tout point y e X — A U {#} n’est pas adherent a A ; 
x/|/, done il existe des voisinages ouverts disjoints V et W de x et y ; la suite 
(x n ) convergeant vers x , V contient tous les x n sauf peut-etre un nombre fini ; 
il en resulte que W fi A est fini et par suite W — A est un voisinage ouvert de y 
ne rencontrant pas A. Montrons ensuite que A est une partie compacte de X. Soit 
(Oi)iei un recouvrement ouvert de A ; il existe io G / tel que x € O * (l ; cet ouvert 
Oi 0 contenant tous les x n sauf peut-etre un nombre fini, il existe une partie finie J 
de I telle que soit un sous-recouvrement fini de A qui est done compact. 

Exercice 2.31.2 Soient X un espace sdpard a base d£nombrable de voisinages et Y un espace topo- 
logique. Montrer qu’une application / : X — > Y est continue si, et seulement si, pour tout compact K 
de X , la restriction f\K:K-*YdefhK est continue. 

Exercice 2.31.3 Convergence uniformc sur tout compact Soient X un espace topologique, Y un 
espace m&rique, on dit qu’une suite (/ n ) d’applications de X dans Y converge uniformement sur tout 
compact vers une application / : X -» Y si, pour tout compact K C X, la suite (f n \i<) converge 
uniformement vers / 1/<\ 

1. Si la suite ( f n ) converge uniformement sur tout compact vers /, montrer que la suite (/ n ) 
converge simplement vers /. 

2. Si la suite (/ n ) converge vers / localement uniformement (exercice 2.27.5), alors elle converge 
vers / uniformement sur tout compact. 

3. On suppose X separe a base denombrable de voisinages, si ( f n ) est une suite d’applications 
continues convergeant uniformement sur tout compact vers /, alors / est continue [utiliser l’exercice 
2.31.2]. 

Exercice 2.31.4 Soient X\, X 2 deux espaces topologiques, I<\ C X\ et K 2 C X 2 des parties 
compactes non vides, montrer que Fensemble des V\ x V 2 , lorsque V\ et V 2 decrivent respectivement 
les fibres V(Ki) et V(I< 2 ), constitue un systfcme fondamental de voisinages de K\ x if 2 [supposer 
d’abord que l’un des I<i est r&luit a un point]. 
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II est souvent essentiel de connaitre les parties compactes d’un espace topo- 
logique. Des theoremes fondamentaux seront donnes ulterieurement (paragraphes 
2.32 et 2.33) ; pour l’instant contentons-nous de quelques remarques preliminaries. 

Proposition 2.31.3 1. Dans un espace compact , toute partie fermee est compacte. 
2. Dans un espace separe , toute partie compacte est fermee. 

Preuve 1. Soit K une partie fermee d’un espace compact X. Alors K est un sous- 
espace d’un espace separe, done K est un espace separe. D’apres la proposition 
2.20. 1, une partie de K est fermee dans K si, et seulement si, elle est fermee dans 
X ; il en resulte que la propriety (C3) est veriftee par le sous-espace K , vu qu’elle 
Test par l’espace X. Ceci prouve que K est une partie compacte. 

2. Soit K une partie compacte d’un espace separe X. Si K n’est pas ferme, il 
existe a e K - I< ; l’espace X etant separe, flv r GV(a) ^ = { a }» d’ou 

fl ( VnK) = H) . 

KeV(a) 

D’apres (C3), il existe done une famille finie (T^)i<i< n de voisinages de a telle 
que nr=i (Yi^K) = 0 ; on obtient une contradiction car DILi ^ est un voisinage 
de a et, a etant adherent a K , ce voisinage doit rencontrer K . Q.E.D. 

Corollaire 2.31.4 Dans un espace compact , V ensemble des parties compactes est 
egal a 1’ ensemble des parties fermees. 

Dans un espace separe, toute partie compacte etant fermee, il est commode 
d’introduire la terminologie suivante. 

Definition 2.31.2 Dans un espace separe , une partie est dite relativement com- 
pacte si son adherence est compacte. 

Toute partie relativement compacte est done contenue dans une partie com- 
pacte. Reciproquement, soit A une partie de K ou K est une partie compacte d’un 
espace separe ; alors K_e st fermee dans X d’aprfcs la proposition 2.31.3 et par 
consequent 1’ adherence A de A dans X est contenue et fermee dans K , done com- 
pact d’apr&s la proposition 2.31 .3. 

Dans un espace separ6, une partie est done relativement compacte si, et seule- 
ment si, elle est contenue dans une partie compacte. Il en resulte que, dans un 
espace separe, tout ensemble contenu dans une partie relativement compacte est a 
fortiori relativement compact. 

Proposition 2.31.5 1. Dans un espace separe , une reunion finie de parties com- 
pactes est une partie compacte. 

2. Dans un espace separe , /’ intersection d' une famille non vide de parties com- 
pactes est une partie compacte. 

Preuve 1. Soit (K l ) ie i une famille finie de parties compactes dans un espace 
separe X ; le sous-espace K = U» € / Ki est done separ£. Soit (Oj) j£J un recou- 
vrement ouvert de K ; pour tout i G /, il existe d’aprfcs (C2) une partie finie Ji de 
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J telle que Ki C Oj 9 d’ou K C (J^j, Oj> °u J' = UieJ est une P 31 ^ 
finie de J ; ceci prouve que K est compact. 

2. Soit une famille non vide de parties compactes d’ intersection K ; 

d’apres la proposition 2.31.3, les ensembles Ki sont fermes, done K est ferme 
dans X , done ferme dans chacun des Ki et on conclut avec la proposition 2.31.3. 

Q.E.D. 

Corollaire 2,31.6 Dans un espace separe , une reunion finie d y ensembles relative - 
ment compacts est relativement compacte . 

Pr^cisons les proprietes topologiques des espaces compacts. 

Proposition 2.31.7 Tout espace compact est regulier ; autrement clit, tout point 
admet un systeme fondamental de vo is inages compacts . 

Preuve L’ espace est separe ; nous allons verifier (R\). L’ ensemble 3 des voisi- 
nages fermes d’un point x etant stable par intersection finie est une base de filtre 
qui engendre un filtre moins fin que V(x). D’apres (# 3 ), x est le seul point adhe- 
rent a !B, done 3 converge vers x d’apres la proposition 2.31.1, ce qui prouve que 
3 est une base du filtre V(x), et ceci prouve (i?i). Q.E.D. 

Plus generalement, on a la 

Proposition 2.31.8 Dans un espace compact , toute partie compacte admet un sys- 
teme fondamental de vois inages compacts. 

Preuve Soit K une partie compacte d’un espace compact X et soit V un voi- 
sinage de K. Pour tout x de K, il existe d’apres la proposition precedente un 
voisinage ferme C(x) du point x tel que x G C(x) C V. Quant x ddcrit K, les 
interieurs C(x) de ces voisinages forment un recouvrement ouvert du compact K , 
dont on peut extraire un sous-recouvrement fini C(xi ), 1 < i < n. L’ensemble 
U-L 1 C{xi) est un voisinage ferme, done compact, de K contenu dans V. Q.E.D. 

On peut preciser la propriety (#. 2 ) de separation des espaces reguliers de la 
fagon suivante. 

Proposition 2.31.9 Dans un espace regulier X, soient A une partie compacte et 
B une partie fermee sans point commun. Alors, A et B admettent des voisinages 
disjoints. 

Preuve Pour tout x G A, il existe d’apres ( R 2 ) un voisinage ouvert V x de x et un 
voisinage W x de B sans point commun. L’espace A etant compact, on peut extraire 
du recouvrement ouvert (V x ) xeA de A un sous-recouvrement fini (V x ) x€ m (M 
partie finie de A). Alors, V = \J x£M V x et W — f] x£M ^ sont des voisinages 
disjoints de A et B. Q.E.D. 

Etudions enfin les proprietes des fonctions continues definies sur un espace 
compact. 

Theoreme 2.31.10 Soit f : X Y une application continue definie sur un es- 
pace topologique X a valeurs dans un espace separe Y. Alors , T image par f de 
toute partie compacte de X est une partie compacte de Y. 
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Preuve Soit K une partie compacte de X et soit (Oi)* G / un recouvrement ouvert 
de f(K). D’apres la continuity de /, les ensembles / -1 (Oi) sont ouverts dans X 
et est un recouvrement ouvert de K. On peut done trouver une partie 

finie J de I telle que soit un recouvrement de AT ; il en rdsulte que 

(Oi)ie J est un sous-recouvrement fini de /(if), qui est done compact, l’espace Y 
etant s£par£. Q.E.D. 

Introduisons la terminologie suivante. 

Definition 2.31.3 Soient X et Y deux espaces topologiques, une application 
f : X Y est dite fermee si Vintage par f de toute partie fermee de X est 
une partie fermee de Y. 

Corollaire 2.31.11 Soient X un espace compact , Y un espace separe , alors toute 
application continue f : X —>Y est fermee. 

Preuve En effet, toute partie fermee de X est compacte et toute partie compacte 
de Y est fermde ; il suffit d’appliquer le theoreme precedent. Q.E.D. 

Corollaire 2.31.12 Soit f : X -*Y une bijection continue definie sur un espace 
compact a valeurs dans un espace separe . Alors, f est un homeomorphisme et Y 
est un espace compact 

Nous allons en deduire une propriety interessante des topologies compactes. 
Introduisons la terminologie suivante. 

Definition 2.31.4 Sur un ensemble X , une topologie separee est dite minimale si 
elle est minimale dans V ensemble ordonne des topologies separees sur X . 

Proposition 2.31.13 Sur un ensemble X les topologies compactes sont des topo- 
logies minimales. 

Preuve En effet, soit une topologie separee moins fine qu’une topologie com- 
pacte T 2 . Alors, 1’ application identique de X 2 dans X\ est une bijection conti- 
nue, done un homeomorphisme d’apres le corollaire 2.31.12, ce qui prouve que 
7i = T 2 . Q.E.D. 

Autrement dit, toute topologie separee moins fine qu’une topologie compacte 
coincide necessairement avec cette topologie compacte ; cette propriete n’est ce- 
pendant pas caracteristique des topologies compactes. 

Corollaire 2.31.14 Soient 7 \ et T 2 deux topologies separees sur un ensemble X 
telle que soit moins fine que T 2 . Alors, toute partie compacte de X pour 7 2 est 
compacte pour 7 \ et les topologies Ti et T 2 coincident sur une telle partie. 

Exercice 2.31.5 Soient X un espace compact, Y un espace topologique, montrer que la projection 
pr 2 : X x Y — > Y est une application fermde [soient A une partie fermee de X xY,y £ pr 2 (A), 
pour tout x E X il existe un voisinage ouvert U x x V x de (x, y) ne rencontrant pas A, utiliser alors 
Borel-Lebesgue]. 
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Exercice 2.31.6 Soient X , Y, Z des espaces topologiques, on suppose Y compact et Z sdpard et 
soit f : X x Y Z une application continue telle que, pour tout x € X, Implication y f(x, $/) 

soit injective. Soit a E Z, on pose 

A = {x€X;(3 2/ GY)(/(x >2 /)=a)}. 

1. Montrer que A est fermd dans X [utiliser l’exercice 2.31.5]. 

2. On note g : A —> Y ('application telle que /( x, g(x)) = a pour tout x E A. Montrer que g 
est continu [utiliser l’exercice 2.31.1]. 

Indiquons enfin un theor£me etablissant un lien interessant entre la conver- 
gence simple et la convergence uniforme, et qui repose sur des hypotheses de 
croissance. Des relations entre ces deux types de convergence d’une toute autre 
nature seront etudiees au paragraphe 2.34. 

Theoreme 2.31.15 Dini Soient X un espace compact, fo : X R une suite 
generalisee (exe tuple 2.11.5) defonctions s.c.i. telle que V application i y-> fi soit 
croissante. On suppose la fo notion f = sup i€/ fi a valeurs reelles finies. Alors, si 
f est continue, la suite generalisee (fi)i£i converge uniformement vers f. 

Preuve II s’agit de demontrer que 

(2.31.1) (Ve > 0)(3i € /)(Vj <E I){j > i => sup(/(x) - fj(x)) < e). 

xex 

Posons Oj = {x G X ; f(x) - fj(x) < e} ; la famille (Oj)j e i est un recou- 
vrement ouvert de X dont on peut extraire un sous-recouvrement fini (Oj)j^j. 
L’ensemble I etant filtrant (exemple 2.8.8), il existe k G I tel que k> j pour tout 
j € J ; d’apres la croissance de l’application i ^ f iy on a Oj C Ok pour tout 
j € J, d’ou Ok = X , ce qui prouve (2.31.1). Q.E.D. 

Corollaire 2.31.16 Soient X un espace compact, f n : X -> R une suite crois- 
sante de fonctions s.c.i. convergeant s implement vers une fonction continue 
f : X -» R. Alors, la suite ( f n ) converge uniformement vers f. 

2.32 Le theoreme de Tychonoff 

Nous allons demontrer qu’un produit de topologies compactes est une topologie 
compacte ; il s’agit la d’un theoreme fondamental dont la preuve utilise essentiel- 
lement le lemme de Zorn par l’intermediaire de la notion d’ultrafiltre. 

Proposition 2.32.1 Soient U un ultrafiltre sur un ensemble X, A et B deux parties 
de X telles que A U B € U, alors A gUouB gU. 

Preuve Supposons en effet que A & U et B £ U ; alors l’ensemble 
J = { M C X ; A U M e IX} est un filtre sur X car 0 ^ 5F vu que A £ U 
et ce filtre est strictement plus fin que IX car B G J — U. Ceci est contradictoire 
avec le fait que IX est un ultrafiltre. Q.E.D. 

Corollaire 2.32.2 Soient U un ultrafiltre sur un ensemble X et (Ai) ie j une famille 
finie de parties de X telle que (J^/ £ XX. Alors, il existe i e I tel que Ai G U. 
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Ceci va nous permettre de caractdriser les ultrafiltres de la fagon suivante. 

Proposition 2.32.3 Un filtre U sur un ensemble X est un ultrafiltre si , et seulement 
si, pour tout A C X, on a A gU ou X — A GU. 

Preuve La condition est necessaire d’apres la proposition 2.32.1, vu que 

A U {X - A) = X G It. 

La condition est suffisante ; en effet, supposons qu’il existe un filtre 7 strictement 
plus fin que 'll ; alors, il existe un ensemble M G 7 — It ; d’apres la proposition 
2.32.1, on a necessairement X — M G U d’ou X — M G $ et par suite M et 
X — M appartiennent tous deux a jF, ce qui est absurde, leur intersection 6 tant 
vide. Q.E.D. 

Exercice 2.32.1 Soit It un ultrafiltre sur un ensemble X et soit A une partie de X , montrer que U 
admet une trace sur A si, et seulement si, A e U, auquel cas It a est un ultrafiltre. 

Nous pouvons dtablir maintenant le resultat dont nous aurons besoin. 

Proposition 2.32.4 Soient X, Y des ensembles et f : X —>Y une application de 
X dans Y. Alors, 1’ image par f de tout ultrafiltre sur X est une base d’ ultrafiltre 
sur Y. 

Preuve Soit It un ultrafiltre sur X et soit B une partie de Y. D’apres la caracteri- 
sation precedente, on a f~ 1 (B) G U ou X - f~ x (B) G U et il en r&ulte que B 
ou Y - B appartient au filtre engendre par /(U), ce qui prouve que f(U) est une 
base d’ ultrafiltre sur Y. Q.E.D. 

Theoreme 2.32.5 lychonoff Un produit d y espaces topologiques non vides est 
compact si, et seulement si, tous les espaces facteurs sont compacts. 

Preuve Soit (AT<)< € / une famille d’espaces topologiques et soit X = 
l’espace topologique produit. Si X est compact, X est separe, les espaces facteurs 
sont separes (corollaire 2 . 21 . 12 ) done homeomorphes a des sous-espaces fermes 
de X (corollaire 2.21.11) ; les espaces facteurs sont done compacts (proposition 
2.31.3). Reciproquement, supposons tous les espaces facteurs Xi compacts, alors 
les espaces Xi sont separes done X est separe (corollaire 2.21.12). Soit It un 
ultrafiltre sur X , alors les bases de filtre pr^U) sont des bases d’ultrafiltre qui 
convergent d’apres (C 4 ) ; il en resulte que U converge (proposition 2 . 21 . 8 ), ce qui 
prouve que X est compact. Q.E.D. 

Le theoreme de Tychonoff est un thdoreme fondamental car il permet de ca- 
racteriser les parties compactes d’un grand nombre d’espaces fonctionnels. Voici 
d’abord un corollaire immediat. 

Corollaire 2.32.6 Soit X le produit d' une famille ( Xi)i e j d’espaces separes. Une 
partie AdeX est relativement compacte si, et seulement si, pour tout i G I, pri(A) 
est relativement compacte dans X^. 

Preuve La condition est necessaire. En effet, soit A une partie relativement com- 
pacte de X qui est separe (corollaire 2.21.12) ; A est compact, done pri(A) est 
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compact cTapr&s la continuite des projections et on a pri(A) C pri(A ), ce qui 
prouve que pri(A) est relativement compact. 

La condition est suffisante. On a en effet A c Yli^i PU(A), d’ou 

A c J \wi(A) 

i£l 

d’apres (2.21.3) ; notons alors que la topologie induite par la topologie de X sur 
l’ensemble YlieiPt'iiA) est la topologie produit des topologies des sous-espaces 
pi'i(A) ; d’apres le theoreme de Tychonoff cette topologie est compacte, ce qui 
prouve que A est relativement compact. Q.E.D. 

Dans le corollaire precedent, si on suppose les ensembles pri(A) compacts 
pour tout i G /, on ne peut pas en deduire que A est compact, car A n’est pas 
necessairement ferme : par exemple, dans M 2 , il suffit de considerer l’ensemble 
A = (]0, 1] x {0}) U {(0, 1)}. 

Les resultats qui precedent s’appliquent par exemple a la topologie de la conver- 
gence simple. Le theoreme 2.32.5 et le corollaire 2.32.6 impliquent le 

Theoreme 2.32.7 Soient X un ensemble non vide et Y un espace topologique . 
L’espace J S (X; Y), muni de la topologie de la convergence simple , est compact 
si, et seulement si, Y est compact. Si Y est separe, une partie Ade 3 r s (X]Y) est 
relativement compacte si, et seulement si, pour tout x G X, V ensemble 

A(x) = pr x (A) = {/(x) ; / G A} 
est relativement compact dans Y. 

Rappelons que la topologie de la convergence simple n’est pas en general 
a base denombrable de voisinages ; lorsque Y est un espace compact, l’espace 
$ S (X\ Y) est compact, done toute suite d’ applications f n :X->Y admet une 
valeur d’adhdrence, mais il n’existe pas necessairement de sous-suite extraite qui 
converge simplement. Ceci conduit k la definition suivante. 

Definition 2.32.1 Un espace topologique separe X est dit sequentiellement com- 
pact si toute suite de X admet une sous-suite convergente. 

Un espace compact a base denombrable de voisinages est sequentiellement 
compact d’apres la proposition 2.16.6. Nous montrerons ulterieurement qu’un es- 
pace metrisable sequentiellement compact est compact. Pour l’instant, voici un 
r^sultat dont la demonstration utilise une methode interessante, il s’agit de la me~ 
thode diagonale introduite par Cantor pour demontrer que R n’est pas denom- 
brable. 

Proposition 2.32.8 Un produit denombrable d ’ espaces sequentiellement compacts 
est sequentiellement compact. 

Preuve Notons X = Yl^Li X q l’espace produit. Soit ( x p ) pe n* une suite de X , 
on a x p = (x Py q) q €M+ ou x Pt q G X q . Construisons par recurrence une suite d 6- 
croissante (A q ) de parties infinies de N* telle que, pour tout q G N*, la sous-suite 
( x P,q)p€A tl de Xq converge : l’espace X q etant sequentiellement compact, de la 
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suite (x PtQ ) pe A <l _ i (-Ao = N*) on peut en effet extraire une sous-suite convergente 
(.'t'Py<l)p€A< l > Aq d Aq—i. PoSOnS dq = limp_^oo,pE.<4,| X Pi q C Xq et tt — (( lq ) E X. 
Notons ip(q) le q tkme element de A q et montrons alors que la sous-suite diago- 
nal Oe<p( p ))pgn* converge vers le point a, c’est-a-dire que la suite 0*V(p),g)peN* 
converge vers a q : en effet, pour p > q, on a p(p) e A p c A q et la suite 
(xtp(p) y q)p> q est done une sous-suite de la suite ( x Py q) P eA tl , suite qui converge 
vers a q . Q.E.D. 

Exercice 2.32.2 Soient X un espace compact, R une relation d’dquivalence sur X , X/R l’espace 
quotient, 7 r : X -> X/R la surjection canonique et 

<2 = {(z,2/) E X x X ; 7 r(x) = n(y)} 

le graphe de la relation R. Montrer Tdquivalence des propridtds suivantes 

1 . l’espace X/ R est sdpard, 

2 . le graphe G est fermd, 

3 . Implication w est fermde, 

[pour ddmontrer que 2 => 3 , si F est un fermd de X, noter que 7 r“ 1 (7 r(F)) = pr\ (( X x F)C\G) ou 
pr\ : X x X — ► X ddsigne la premiere projection ; pour ddmontrer que 3 => 1, soient £,77 e X/R, 
£ ± 77, alors 7 r“ 1 (£) et 7 r ~ 1 (77) sont des fermds disjoints qui admettent des voisinages ouverts disjoints 
V et W ; si V 7 et W 1 sont les satur£s (exercice 2 . 24 . 1 ) de X — V et X — W, verifier que 7 r(X — V 7 ) 
et 7 r(X - W') sont des voisinages ouverts disjoints de £ et 77 ]. 


2.33 Espaces metriques compacts 

La compacitd des espaces mdtriques peut se caracteriser par des proprietes de leur 
structure uniforme. Cette caracterisation utilisera la notion suivante. 

Definition 2.33.1 Dans un espace metrique, une partie A est dite precompacte si, 
pour tout e > 0, il existe un recouvrement fini de A par des ensembles dont le 
diametre est inferieur a e. 

Un ensemble de diametre < e etant contenu dans une boule fermee (resp. ou- 
verte) de rayon e (resp. 2e), un ensemble A est prdcompact si, et seulement si, pour 
tout e > 0, il existe un recouvrement fini de A par des boules de rayon e qu’on 
peut choisir ouvertes ou fermdes. En prenant des boules fermees, on constate que 
A est precompact d£s que A est precompact. Par ailleurs, si A est precompact, tout 
sous-ensemble de A est precompact. Il en resulte que A est precompact si, et seule- 
ment si, A est precompact. Notons dgalement que toute reunion finie d’ensembles 
prdcompacts est precompacte et que tout ensemble precompact est borne. 

Voici une premiere propriete des espaces metriques prdcompacts. 

Proposition 2.33.1 Un espace metrique precompact est separable. 

Preuve Pour tout entier n > 1, il existe un recouvrement fini de l’espace X par 
des boules de rayon 1/n ; soit A n l’ensemble des centres de ces boules ; A n est 
fini et A = U^i est denombrable. Montrons que A est partout dense. On a 
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d(x , A) < d(x y A n ) < 1/n pour tout x £ X et tout n > 1, d’ou d(x ) A) = 0 et 
on conclut avec la proposition 2.10.5. Q.E.D. 

La notion de precompacite ne depend que de la structure uniforme de 1’ espace ; 
on a en effet la proposition suivante. 

Proposition 2 . 33.2 Soient X , Y des espaces metriques, f : X ->Y une applica- 
tion uniformement continue. Alors, l* image par f de toute partie precompacte de 
X est une partie precompacte de Y. 

Preuve Soit A une partie precompacte de X et soit e > 0 ; alors il existe un nombre 
S > 0, tel que r image par / de tout ensemble de diametre < S soit un ensemble de 
diam&tre < e. II existe un recouvrement fini de A par des ensembles de diametre 
< 5, dont 1’ image par / est un recouvrement fini de f(A) par des ensembles de 
diametre < e. Q.E.D. 

Comme nous allons le montrer, il existe des liens tres etroits entre la notion de 
partie precompacte et celle de partie relativement compacte. 

Proposition 2 . 33.3 Dans un espace metrique , toute partie relativement compacte 
est precompacte. 

Preuve Soit A une partie relativement compacte, alors A est compact et l’ensemble 
des boules ouvertes ( B(x ; £)) x£ a (e > 0) recouvre A ; d’apres Borel-Lebesgue, il 
existe un sous-recouvrement fini ce qui prouve que A est precompact. Q.E.D. 
On a alors le resultat fondamental que void. 

Theoreme 2 . 33.4 Soit X un espace metrique, les proprietes qui suivent sont equi- 
valentes 

1. V espace X est compact. 

2. Toute suite de X admet une valeur d y adherence. 

3. L’espace X est complet et precompact. 

Preuve 1 => 2 d’apres (Ci). 

2 => 3 Soit ( x n ) une suite de Cauchy ; d’apres 2., cette suite admet une va- 
leur d’adherence done elle converge (proposition 2.18.1) et ceci prouve que X est 
complet. Pour montrer que X est precompact, nous raisonnerons par l’absurde ; 
supposons qu’il existe un nombre e > 0 tel qu’il n’existe pas de recouvrement fini 
de X par des boules de rayon e. Construisons alors par recurrence une suite ( x n ) 
de X telle que d(x p , x q ) > e pour tout p,^GN,p^. Pour xo on prend un point 
quelconque de X ; les points (xj)o<j<n etant construits, on a U^=o #( x j ; £ ) ^ X 
grace a l’hypothese, il existe done un point x n+ i de X tel que d(xj 1 x n+ 1 ) > € , 
pour tout 0 < j < n, ce qui acheve la construction. Cette suite ( x n ) ne peut ad- 
mettre de valeur d’adherence, e’est-a-dire de sous-suite convergente, car aucune 
sous-suite ne satisfait au critere de Cauchy. Ceci est done contraire a l’hypothese 
2. 

3 => 1 Montrons que tout ultrafiltre 'll converge, e’est-a-dire que tout ultrafiltre 
est de Cauchy, l’espace X etant complet. Soit e > 0 et soit (Ai) ie j un recouvre- 
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ment fini de X par des ensembles de diametre < e. Dapres le corollaire 2.32.2, il 
existe i G I tel que Ai G U, ce qui prouve bien que U est de Cauchy. Q.E.D. 

Corollaire 2.33.5 7. Soit X un espace metrique compact. Alors l* ensemble des 
parties fermees, V ensemble des parties completes et V ensemble des parties com- 
pares sont trois ensembles egaux. 

2. Soit X un espace metrique complet. Alors V ensemble des parties precom- 
pactes est egal a V ensemble des parties relativement compactes . 

Preuve 1. rdsulte des corollaires 2.20.6, 2.31.4 et du theoreme prudent. 

Quant a 2., vu la proposition 2.33.3, il s’agit de verifier qu’une partie precom- 
pacte A est relativement compacte ; X 6tant complet, A est une partie complete et 
precompacte, done compacte d’apres le theoreme 2.33.4 ; ceci prouve le rdsultat 
voulu. Q.E.D. 

Corollaire 2.33.6 Soit X un espace metrique, une partie Ade X est relativement 
compacte si, et seulement si, toute suite de A contient une sous-suite convergente 
dans X. 

Preuve La condition est n&essaire : si A est relativement compact, A est com- 
pact, done toute suite de A , et a fortiori de A , contient une sous-suite conver- 
gente. Riciproquement, soit ( x n ) une suite de A , il existe y n G A tel que 
d(x n) y n ) < (n + l)” 1 . Vu l’hypothese, il existe une sous-suite ( y n _ ± ) qui conver- 
ge ; la sous-suite ( x Uk ) est alors convergente et ceci prouve que A est compact 
(theoreme 2.33.4) ; A est done relativement compact. Q.E.D. 

Exercice 2.33.1 Montrer qu’un espace metrique est compact si, et seulement si, tout recouvrement 
ouvert ddnombrable contient un sous-recouvrement fini [utiliser l’exercice 2.30.2]. 

Exercice 2.33.2 Soient X un espace mdtrique compact et / : X -* X une application telle que 
d(x,y) < d(f(x),f(y)) pour tout x,y e X. 

1. Soient a, b G X , a n = / n (a), b n = f n (b) pour n G N. Montrer que, pour tout e > 0, il 
existe un entier n > 1 tel que d(a, a n ) < e et d(b t b n ) < e [si ( a nk ) et (b nk ) sont des sous-suites 
convergentes, noter que, pour tout k < /, 

d(<2, Q>m —n k ) ^ d{jlix k y 0>ni ) et d{b , 6n/ —n k ) — d(bn k > bm )•] 

2. En ddduire que d(a, b) = d(f(a ), /(6)). 

3. Montrer que / est une isomdtrie de X sur X [pour ddmontrer la surjectivitd de /, noter que 
f(X) est dense dans X d’apr&s 1.]. 

Exercice 2.33.3 Soit X un espace mdtrique bornd et soit r J l’ensemble des fermds non vides de X ; 
pour A, B G on pose 

p{A , B) = max(sup d(x , B ), sup d(x , A)). 

xSA x€B 

1. Montrer que p est une distance sur 3 [pour verifier l’indgalitd triangulaire, montrer que, pour 

tout A,B,C G sup X £ A d(x , C) < sup xeA d(x } B) + sup y€B d(y , C)]. 

2. Soit (A n ) une suite de 'J convergeant vers A et soit x n 6 A n , si la suite ( x n ) converge vers 

x , montrer que x G A. 

3. Soit (A n ) une suite de J convergeant vers A, montrer que A = H^Lo U p > n ^ v x appar- 

tient a ce dernier ensemble, construire une sous-suite (A njt ) et des Xk € A nk tels que la suite (a^) 
converge vers x ; utiliser alors 2.]. 
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4. Si X est prd com pact, montrer que ‘J est prdcompact [soient e > 0, A un recouvrement fini 
de X par des ensembles fermes de diametre < e et !B l’ensemble de toutes les reunions d’ensembles 
appartenant a A, montrer que, pour tout A G f J, il existe B G $ tel que p(A , B) < e]. 

5. Si X est complet, montrer que 3 est complet en raisonnant comme suit. Soit (A n ) une suite de 
Cauchy de 3", on pose B n = U p >„ A p el B = f|“ =0 B n . 

a. Montier que, pour tout e > 0, il existe n G N tel que, pour tout p } q > net x e A p , il 
existe y G A q tel que d(x , y) < e. 

b. Soient e > 0 et (e^) une suite de nombres > 0 telle que Y^kLo e k < e > construire une 
sous-suite (A nk ) et, pour tout xo G U p >no ^p» des x k € A nk ( k > 1) tels que d{x^, Zfc+i) < £k 
pour tout k > 0. 

c. En ddduiie que B est non vide et que, pour tout e > 0, il existe n G N tel que d(pc , B) < e 
pour tout x G B n . 

d. Montrer que la suite ( A n ) converge vers B. 

6. Si X est compact, en ddduire que f J est compact. 

Le theoreme 2.33.4 montre que la definition 2.5.2 des parties compactes de R 
coincide bien avec la definition generale 2.30.1. Une partie de R est relativement 
compacte si, et seulement si, elle est bornee (theoreme 2.5.5). Plus generalement, 
on a le 

Theoreme 2.33.7 Les parties relativement compactes de M n sont les parties bor- 
nees de R n . 

Preuve II suffit d’appliquer le corollaire 2.32.6 en remarquant qu’une partie de 
R n est bornee si, et seulement si, pour tout i G [l,n], les ensembles pri(A) sont 
bornes dans R. Q.E.D. 

Corollaire 2.33.8 Les parties compactes de R n sont les parties fermees et bor- 
nees. 

Exemple 2.33.1 Etant donne que R est homeomorphe a l’intervalle compact 
[-1, +1], la droite achevee R est compacte. 

Exemple 2.33.2 L’intervalle [0, 1] etant compact, le cube de Hilbert [0, 1] N (exem- 
ple 2.22.3) est compact. 

Note L’espace R, muni de la distance usuelle d\{x,y) = \x — y |, est un espace 
completion precompact. Par contre, si on munit R de la distance d<i induite par 
celle de R, R est isometrique a l’intervalle ouvert ] — 1, +1[, done non complet 
mais precompact. Cet exemple, ou les distances d\ et d<i sont topologiquement 
equivalentes, montre combien il est essentiel de ne substituer a une distance qu’une 
distance uniformement equivalente. 

Exercice 2.33.4 Soit X un ensemble, une fonction / : [a, 6] — > X est appelde une fonction en 
escalier s’il existe une suite finie de points de [a, 6], (aJi)i<i< n +i telle que 

a = x i < *2 < • ■ • < x n +i = b 

et telle que / soit constante sur chaque intervalle ouvert ]#*, Xi+i [ , 1 < i < n. 

1. Si X est un espace mdtrique, montrer que toute fonction rdgtee (exercice 2.20.8) est la limite 
uniforme d’une suite f n : [a, 6] X de fonctions en escalier [soient e > 0, x G [a, 6], il existe 
6 X > 0 tel que d(f(y),f(z)) < epour y t z G [a,6]n]rc,a: + <5 a ;[ etpoury,^ G [a,b]n]x - 6 x ,x[ ; 
extraire du recouvrement ouvert (]a? — 8 Xy x + <M):ce|a,6] un sous-recouvrement fini et construire 
une fonction en escalier g telle que d(f(x), g(x)) < e pour tout x G [a, 6] ]. 

2. En deduire que toute fonction r^glde / : [a, 6] -»- X, X metrique, est bomde. 
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Exercice 2.33.5 Soit X un espace mdtrique compact non vide, on propose de prouver qu’il existe 
une surjection continue de {0, 1} N * sur X : tout espace mdtrique compact est une image continue de 
l’ensemble de Cantor (exercice 2.22.5). On procddera de la fagon suivante. Posons 
£n = y([l,n]; {0, 1}) pour n > 1 et £ = UJS=i £n ; construire une famille (A € ) e e£ de par- 
ties compactes non vides de X telle que 

1. X = AoUA u 

2. pour tout n > 1, tout e € £ n » A e = A e / U A e » ou £ , ,£ n E £ n +i ddsignent les deux 
applications qui prolongent £, 

3. pour tout e E {0, 1} N *, le diam&tre de A eu , ou £ n = e|(i, n ]» ten d vers 0 quand n tend vers 
l’infini. 

Pour tout £ E {0, 1} N * , l’ensemble fl^i est rdduit a un point a ; montrer que l’application 

£ a est une surjection continue. 

Exercice 2.33.6 Soit X un ensemble totalement ordonnd muni de la topologie de l’ordre (exercices 
2.9.3 et 2.17.4), montrer que X est compact si, et seulement si, toute partie non vide de X admet 
une borne sup£rieure et une borne infcrieure [pour prouver que la condition est ndcessaire, si A est 
une partie non vide de X, considdrer la base de filtre sur X, ([a?, [nA ) x6i 4 ; pour la condition 
sufifisante, si 'J est un filtre sur X, verifier que a = sup inf M est un point adherent a 9]. 
Retrouver ainsi le fait que M est compact. 

Exercice 2.33.7 1. Etant donnd des ensembles ordonnds X\ et X 2 , on considfcre sur X\ x X 2 la 
relation «(x\ < y\) ou (a?i = y\ etX 2 < 2 / 2 )»ou (®i,® 2 )» (yi* 2 / 2 ) € X\ XX 2 . Montrer que cette 
relation est une relation d’ordre (appeld ordre lexicographique) et que cet ordre est total si les ordres de 
Xi et X 2 le sont. 

2. On munit [0, l] 2 de 1’ordre lexicographique et de la topologie de l’ordre correspondante, mon- 
trer que cette topologie est compacte [utiliser l’exercice 2.33.6]. 

Grace a la proposition 2.33.3, on a la 

Proposition 2.33.9 Soient X un espace compact , Y un espace metrique et 
f : X -* Y une application continue. Alors f est une application bornee, au- 
trementdit, G{X-Y) = Q b (X;Y). 

Preuve En effet, f(X) est une partie compacte de Y (th^oreme 2.31.10) done 
prdcompacte (proposition 2.33.3), done bornde. Q.E.D. 

Lorsque Y est R ou R, on peut pr^ciser la proposition pr£c£dente. 

Proposition 2.33.10 Soient X un espace compact, f : X -¥ R (ou R) une fonc- 
tion s.c.i. Alors f atteint sa borne inferieure sur une partie compacte non vide. 

Preuve Posons a = inf xG x f(x) € R, la proposition etant £vidente si a = + 00 , 
on peut supposer a < + 00 . Soit ( a n ) une suite d6croissante de R, a n > a , conver- 
geant vers a. Les ensembles F n = / _1 ([-oo, a n ]) sont fermes d’aprfcs la propo- 
sition 2.14.3, non vides car a n > a et constituent une suite d&roissante. L’ espace 
X etant compact (remarque 2.30.1), l’intersection F = f|^=o est non vide ; F 
est ferm£, done compact et F = f~ x ({a}) ce qui prouve l’assertion. Q.E.D. 
On en deduit le th£or£me suivant. 

Theoreme 2.33.11 Soient X un espace compact, f : X R (ou R) une appli- 
cation continue. Alors, f est une application bornee et elle atteint ses homes : il 
existe des points a,beX tels que f(a) = mm x£X f(x) et f(b) = max^x f(x). 
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On peut donner de tres nombreuses applications de ce theoreme. En voici 
quelques unes a titre d’exemples. 

Corollaire 2.33.12 Soient X un espace compact et f : X ->]0, +oo[ une ap- 
plication continue. Alors, il existe un nombre S > 0 tel que f(x)>5 pour tout 
xeX. 

Exercice 2.33.8 Soient X un espace mdtrique compact, / : X -» X une application telle que 
d(f(x),f(y)) < d(x,y) pour tout x, y E X, x ^ y. Montrer que / admet un unique point fixe 
[considdrer a = min x€ x d(x, f(x))]. 

Exercice 2.33.9 Soit A une partie compacte d’un espace mdtrique X , montrer que la suite 
M/n(^))n>i (exemple 2.13.2) est un systdme fondamental ddnombrable de voisinages de A. 

Exercice 2.33.10 Montrer que le sous-ensemble N de M n’admet pas de systdme fondamental d 6- 
nombrable de voisinages [on raisonnera par l’absurde en utilisant la propridtd suivante : soit 
(a m n)( mj n)eN 2 une su * te double de nombres > 0, alors la relation 

(3m € N)(Vn E N)(a mn < a n n/2) 


est fausse]. 

Exercice 2.33.11 Theoreme de D’Alembert Montrer que tout polynome a coefficients complexes 
non constant admet au mois un zdro complexe (theoreme de D’Alembert) [on raisonne par l’absurde, 
soit P(z) = a i zl un polyndme non constant, c’est-fc-dire n > 1 et a n ^ 0 ; on suppose 

P(z) 7 ^ 0 pour tout z E C ; montrer qu’il existe zo tel que |P( 2 o)| = infzec \P( Z )\ » on P eut ^ cr * re 
(Taylor) 

n 

P(z) = P{z 0 ) + bi(z - zqY oh 1 < A; < n, 7 ^ 0 ; 
i=k 

montrer qu’il existe p > 0 tel que 52 ?=*+ 1 \i ) i\p i < \bk\p k < |P(^o)| ; montrer qu’il existed E C, 
\zi - zo\ = p, tel que le point P(zo) + bk(z± — zo) k appartienne au segment [0, P(zo)] et en ddduire 
que \P(zi)\ < \P(z 0 )\ ]. 

Etant donn6 deux parties AetB non vides d’un espace metrique X, on ddfinit 
la distance de A a B par la formule 

(2.33.1) d(A y B) = inf d(x,y) = inf d(x,B) = inf d(y,A) ; 

x£A,y£B x€A yeB 

on notera que d(A , B) n’est dvidemment pas une distance sur l’ensemble des par- 
ties de X. 

Corollaire 2.33.13 Soient X un espace metrique, A et B deux parties non vides 
deX. 

1. Si A est compact, il existe a e A tel que d(A , B) = d(a, B). Si Aet B sont 
compacts, il existe a E Aetb E B tels que d(a, b ) = d(A, B ). 

2. Si A est compact, Bferme et si Aet B sont disjoints, alors d(A, B) > 0. 

Preuve 1. L’ application x h* d(x , B) de A dans R est continue, done elle atteint 
sa borne inffrieure, ce qui prouve la premiere assertion. De meme, l’application 
y i-4 d(a , y) de B dans R est continue, done elle atteint sa borne inf&ieure si B 
est compact. 

2. resulte de 1. d’apr&s la proposition 2.10.5. 


Q.E.D. 
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Remarque 2.33.1 En prenant B reduit a un point a, le corollaire precedent montre 
que, pour tout compact K non vide, il existe un point x £ K tel que 

d(a,x) = d(a,K). 

On dit que x est une projection de a sur K. Nous venons de resoudre un probleme 

de minimisation, & savoir la recherche des points x G K tels que 

d(a, a:) = inf d(a, y) ; 
yei< 

cet exemple tres simple montre que des techniques de compacite peuvent conduire 
& des thdor&mes d’existence ; bien entendu, sans hypothese supplementaire il n’y 
a aucun thdoreme d’unicite. 

On a enfin le resultat suivant. 

Theoreme 2.33.14 Heine Soient X un espace metrique compact , Y un espace 
metrique. Alors, toute application continue f : X — ► Y est uniformement conti- 
nue. 

Preuve Supposons que / ne soit pas uniformdment continue. Alors, il existe e > 0 
tel que, pour tout <5 > 0, il existe x,y € X verifiant 

d{x, y) < Set d(f(x), f(y)) > e. 

En prenant (5 = 1/n ( n > 1), on construit ainsi une suite (( x ny y n )) de X x X 
telle que 

d(x n ,y n ) < 1/n et d(f (x n ), f (y n )) > £■ 

L’espace metrique X etant compact, il existe une sous-suite ( x Uk ) convergente, 
soit a sa limite. L’in^galite d(x nki y nk ) < l/n* montre que la sous-suite ( y nk ) 
converge vers a. En passant a la limite dans l’inegalite d(f(x nk ), f(y nk )) ^ on 
obtient d(/(a), /(a)) > e, ce qui est absurde. Q.E.D. 

On peut alors prdciser le corollaire 2.3 1.12. 

Corollaire 2.33.15 Soit f : X Y une bijection continue definie sur un espace 
metrique compact a valeurs dans un espace metrique. Alors , / est un homeomor- 
phisme uniformement continu ainsi que / -1 . 

Corollaire 2.33.16 Soit X un espace compact metrisable. Alors toutes les dis- 
tances sur X compatibles avec la topologie de X sont uniformement equivalentes. 

Observons enfin que dans le theoreme 2.25.2, si X est un espace metrique com- 
pact, la continuity uniforme de / est une condition necessaire pour que / admette 
un prolongement continu ; elle est suffisante d’apres ce theoreme m£me. 

Exercice 2.33.12 Soient X, Y des espaces metriques, K un compact de X et / : X — > Y une 
application continue en tout point de K. Montrer que, pour tout e > 0, il existe 6 > 0 tel que 
d(f(a '.)> f(y)) < e pour tout x e K,y e X vdrifiant d(x , y) < 8. 

Exercice 2.33.13 Soient X un espace topologique, f n : X -* E une suite de fonctions s.c.i. en un 
point a E X et qui converge uniformement vers /, montrer que / est s.c.i. au point a [se ramener au 
cas ou toutes les fonctions sont h valeurs rdelles finies en raisonnant comme dans l’exercice 2.14.4 et 
en utilisant Fexercice 2.27.3]. 
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Exercice 2.33.14 Soient X un espace topologique, Y un espace mdtrique, ( f n ) une suite d’appli- 
cations de X dans Y et / : X -> Y une application. 

1 . Si la suite ( f n ) converge uniform^ment vers / et si / est continu, montrer que, pour tout x e X 
et toute suite (x n ) de X convergeant vers x , la suite (fn(x n )) converge vers f(x). 

2. R&iproquement, on suppose que, pour tout x G X et toute suite (x n ) de X convergeant vers 
x , la suite (fn(x n )) converge vers f(x). 

a. Montrer que la suite ( f n ) converge simplement vers /. 

b. Montrer que, pour toute sous-suite ( f nk ), la suite (f nk ( Xk )) converge vers f(x). 

c. Si X est a base d^nombrable de voisinages, montrer que / est continu [construire une 
sous-suite ( f nu ) telle que d(f nk (x k ), f(x k )) < 1/k pour k > 1]. 

d. Si X est une espace metrique compact, montrer que la suite (/ n ) converge uniformdment 
vers / [raisonner par Pabsurde]. 

3. Si X est un espace mdtrique compact, en ddduire que la topologie de la convergence uniforme 
sur Pespace Q(X]Y) ne ddpend que de la topologie de Y : deux distances sur Y topologiquement 
dquivalentes conduisent a la meme topologie de la convergence uniforme. 

Exercice 2.33.15 Fonction nulle part derivable On considere Pespace E = e n ([0, 1];R). On 
pose I = [0, 1] et, pour tout entier n, 

Fn = {/ € E ; (3 1 e /)(Va G I)(\f(s) - f(t)\ <n\a- t|)}. 

1. Montrer que les ensembles F n sont fermds et d’int^rieur vide [on pourra verifier que Pensemble 
des fonctions continues, affines par morceaux de E — F n est dense dans E]. 

2. En d^duire que Pensemble des f £ E ddrivables en au moins un point (dependant de /) est 
maigre dans E, puis que Pensemble des f E E n’admettant de ddrivde en aucun point de [0, 1] est 
partout dense dans E. 


2.34 Le theoreme d’Ascoli 

Nous nous proposons de caracteriser les parties compactes pour la topologie de la 
convergence uniforme et plus precisement les parties compactes de r espace des 
fonctions continues Q U (X]Y ), ou X est un espace topologique et Y un espace 
metrique. 

La topologie de la convergence simple etant moins fine que la topologie de la 
convergence uniforme, notons d’abord (corollaire 2.31.14) que toute partie com- 
pacte pour la topologie de la convergence uniforme 7 U est compacte pour la topo- 
logie de la convergence simple T s et que ces deux topologies coincident sur une 
telle partie. II s’agit done essentiellement de trouver les parties compactes pour 
la topologie T s sur lesquelles les topologies 7 S et 7 U coincident. Pour cela, nous 
allons introduire la notion nouvelle qui suit. 

Definition 2.34.1 Soient X un espace topologique et Y un espace metrique. Un 
ensemble A C 3(X\Y) cl’ applications de X dans Y est dit equicontinu en un 
point a e X si, pour tout e > 0, il existe un voisinage V € V(a) tel que, pour tout 
f G Aet tout x € V, on ait d(f(x ), f(a)) < e. 

Toute fonction / de A est done continue au point a, mais une famille du- 
plications continues au point a n’est pas necessairement equicontinue au point a : 
dans la definition qui precede, le voisinage V ne depend pas de / G A. 
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Nous dirons qu’une suite f n : X -» Y d’ applications est dquicontinue en 
un point a G X, si l’ensemble {X? =0 {fn} est Equicontinu au point a. Enfin, si 
A C 7(X; Y) est dquicontinu en tout point de X , nous dirons simplement que A 
est equicontinu. 

Note La notion de partie equicontinue ne depend que de la structure uniforme de 
Y. II est evidemment essentiel de disposer d’une structure uniforme sur Y : le 
point f(a) depend de / et il faut etre capable de mesurer la proximite du point 
f(x) ace point /(a). 

Exemple 2.34.1 Si X est muni lui ausssi d’une structure d’espace metrique, une 
application / : X Y est dite a — holderienne de constante k > 0 ou a > 0 
si, pour tout x>y G X, on a d(f(x)>f(y)) < kd{x,y) a . Alors, tout ensemble 
A C 7(X] Y) de fonctions a-holderiennes de mSme constante k est equicontinu. 

Exercice 2.34.1 Soient X un espace topologique, Y un espace metrique et une famille 

d’ applications de X dans Y. Notons / : / x X ->• Y l’application (i,x) fi(x). Montrerque la 
famille est dquicontinue en un point a G X si, et seulement si, l’application x f(*,x) de 

X dans 3^(7; Y) est continue au point a. 

Proposition 2.34.1 Soient X un espace topologique t Y un espace metrique et 
A C ^(X^Y) un ensemble equicontinu en un point a G X. Alors , l f adherence 
A de A dans 3 s (X\Y)(c * est-a-dire pour la topologie de la convergence simple) 
est Equicontinue au point a. 

Preuve Soit e > 0, d’aprfcs l’equicontinuite de A au point a, il existe un voisinage 
V G V(a) tel que 

d(f(x),f(a)) < e pour tout / G A et tout x G V. 

D’apr&s la continuity des projections / i-> /(a) et / h* f(x) dans 1’ espace pro- 
duit 3 r 5 (X;Y r ) et le principe du prolongement des inegalites, il en resulte que 
d(g(x)>g(a,)) < £ pour tout g G A et tout x G V, ce qui prouve l’equiconti- 
nuity de A s au point a. Q.E.D. 

Corollaire 2.34.2 Soit une base de filtre sur ^(X; Y) qui converge simplement 
vers une application /. S’il existe un ensemble M de 3 equicontinu en un point 
a G X f V application f est continue au point a. En particulier, si ( f n ) est une suite 
equicontinue en un point a G X qui converge simplement , la limite de cette suite 
est continue au point a. 

Ce corollaire donne un critere permettant d’affirmer la continuity d’une limite 
simple ; comme nous allons le voir, lorsque X est un espace compact, ce critere 
ne differe pas de celui donne par le corollaire 2.27.5. 

Proposition 2.34.3 Soient X un espace compact , Y un espace metrique et 
A c G(X; Y) un ensemble equicontinu d’ applications de X dans Y. Alors , sur A 
les topologies de la convergence simple et de la convergence uniforme coincident. 

Preuve La topologie de la convergence simple 7 S etant moins fine que la topologie 
de la convergence uniforme T u , il s’agit de prouver que, sur A , la topologie 7 U est 
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moins fine que 7 S . Pour cela il suffit de demontrer que, pour tout f £ A, tout 
voisinage de / dans A pour la topologie 7 U est un voisinage de / dans A pour la 
topologie 7 S . On peut supposer que ce voisinage est la boule ouverte dans A , 

= {9 G A; sup d(f(x),g(x)) < r} ; 

x€X 

nous allons construire un ouvert O de A pour la topologie 7 S tel que 
f £ O C B(f\r) ; ceci prouvera le resultat souhaite. Or, pour tout a £ X, il 
existe un voisinage V(a) £ V(a) tel que, pour tout x £ V(a) et tout g £ A, 
on ait d(g(x),g(a)) < r/3. Ces voisinages V(a) (qu’on peut supposer ouverts) 
constituent un recouvrement ouvert de X, qui est compact ; on peut done en ex- 
traire un sous-recouvrement fini F(a*), 1 < i < n. Considerons alors l’ensemble 
O = {g £ A] sup 1 < i < n d(g(a.i) 9 /(a*)) < r/3} ; cet ensemble est un voisinage 
ouvert de / dans A pour la topologie 7 S . En outre, soit g £ O ; alors, pour tout x 
de X , il existe un V(a,i) contenant x, d’ou 

d{f(x),g(x)) < d(/(x),/(tti)) + d(f(a,i),g(ai)) + d(g(a,i),g(x)) < r, 
ce qui prouve que O C B(f\ r). Q.E.D. 

Corollaire 2.34*4 Soient X un espace compact et Y un espace metrique. Toute 
suite equicontinue d’ applications f n : X — > Y qui converge s implement, converge 
uniformement. 

Preuve Posons A = [j^Loifn} et soit / la limite simple de la suite (/ n ) ; on 
a alors A s = {/} U A ; A est equicontinu, done A s est equicontinu d’apres la 
proposition 2.34.1 et la proposition precedente montre que sur X s les topologies 
7 u et 7 S coincident, ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Si on ne suppose pas l’espace compact, on peut simplement dire qu’une suite 
equicontinue de fonctions, qui converge simplement vers /, converge vers / uni- 
formement sur tout compact de X. 

Venons-en au resultat essentiel de ce paragraphe. 

Theoreme 2.34.5 Ascoli Soient X un espace compact et Y un espace metrique. 
Pour qu f une partie A de Q U (X;Y) soit relativement compacte pour la topologie 
de la convergence uniforme, il faut et il suffit que les deux conditions qui suivent 
soient verifiees. 

1. A est une partie equicontinue. 

2. Pour tout x de X, Vensemble A(x) = {f(x ) ; / £ A} est relativement 
compact dans Y. 

Preuve Les conditions sont suffisantes. En effet, 2. signifie <^ue A est relative- 
ment compact pour la topologie 7 S (theoreme 232.7), done A est compact pour 
la topologie 7 S . D’apres la proposition 234.1, A* est une partie equicontinue et 
la proposition 2343 montre alors que A est compact pour la topologie de la 
convergence uniforme ; il en resulte que Ac A est relativement compact pour la 
topologie de la convergence uniforme. 
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Les conditions sont n&essaires. Soit A une partie relativement compacte de 
G U (X;Y) ; les applications pr x : f f(x) de Y) dans Y etant continues, 
les ensembles pr x {A) = A(x) sont relativement compacts dans Y. Montrons que 
A est 6quicontinu en un point a de X ; notons d’abord que A est precompact 
(proposition 2.33.3), done, pour tout e > 0, il existe une famille finie ( fi)\<%< n 
de fonctions appartenant a A telle que les boules de A , l < i < n t 

recouvrent A. Une famille finie de fonctions continues etant de toute Evidence 
6quicontinue, il existe un voisinage V de a tel que, pour tout x e V et tout 
1 < z < n, on ait d(f i (x) i fi(a)) < e. Considerons alors une fonction / de 
A ; il existe i £ [1, n] tel que / £ B(fi\ e) ; on a alors pour tout x de V 

d(f(x)J(a)) < d(/(a:) s /*(*)) + /<(a)) + dC/tCa), /(a)) < 3e 

et ceci prouve l’equicontinuit^ de A au point a. Q.E.D. 

Le theoreme precedent, pour etre utilise pratiquement, suppose connues les 
parties compactes de Y. Par exemple, si Y = R n , la condition 2. signifie que, pour 
tout x de X , A(x) est une partie bornee de R n . 

Exercice 2.34.2 Soient X un espace topologique, Y un espace m£trique, montrer qu’une suite ( f n ) 
d’applications continues de X dans Y qui converge localement uniformdment (exercice 2.27.5) est 
dquicontinue [observer que dans le thdor&me d’Ascoli la compacitd de X n’est pas utilisde pour d^- 
montrer que les conditions sont ndeessaires]. 


2.35 Espaces localement compacts 

Comme nous l’avons d^ja remarque, 1’ espace R n’est pas compact ; cependant 
tout point admet un voisinage compact. Ceci conduit a la 

Definition 2.35.1 Un espace topologique separe est dit localement compact si 
tout point admet un voisinage compact. 

Tout espace compact est evidemment localement compact, mais il existe des 
espaces localement compacts non compacts : par exemple, tout espace discret in- 
fini, l’espace R. Notons egalement qu’un produit d’une famille finie d’espaces 
localement compacts est localement compact d’apres le theor&me de Tychonoff. 
En particulier, les espaces M n , C n sont localement compacts. 

Exercice 2.35.1 Soient X un espace localement compact, Y un espace mdtrique, montrer qu’une 
suite (f n ) d’ applications de X dans Y qui converge localement uniformdment converge uniformdment 
sur tout compact (exercice 2.27.5 et 2.31.3). 

Exercice 2.35.2 Soient X un espace localement compact, Y un espace mdtrique, montrer qu'une 
suite dquicontinue ( f n ) d’applications de X dans Y qui converge simplement converge uniformdment 
sur tout compact (exercice 2.31.3) [utiliser le corollaire 2.34.4]. 

Exercice 2.35.3 Soient X, Y des espaces sdpards et f : X —> Y une application continue. On 
suppose, ou bien que X est a base d£nombrable de voisinages, ou bien que X est localement compact ; 
on note la topologie de Y. Soit 0*2 une topologie sur Y plus fine que telle que, pour tout compact 
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I< de X , f(K ) soit compact pour la topologie 0*2. Montrer alors que / : X -» Y est continu, 1’espace 
Y dtant muni de la topologie O 2 . 

Proposition 2.35.1 Dans un espace localement compact , toute partie compacte 
admet un systeme fondamental de voisinages compacts. 

Preuve Soit K une partie compacte d’un espace localement compact X . Montrons 
d’abord que K admet un voisinage compact. Tout x de K admet un voisinage 
compact C(x) ; lorsque x ddcrit K , l’ensemble des interieurs C(x) constitue un 
recouvrement ouvert de K dont on peut extraire un recouvrement fini ( C(xi))i G i ; 
1’ensemble |J iG/ C(xi) est alors un voisinage compact de K d’apr&s la proposition 
2.31.5, vu que X est separe. 

On peut ensuite appliquer la proposition 2.31.8. Soit V un voisinage compact 
de K 9 alors K , consider^ comme une partie compacte de V, admet un syst&me fon- 
damental de voisinages compacts dans V qui est a fortiori un systeme fondamental 
de voisinages dans X , vu que V est un voisinage de K. Q.E.D. 

D’apres la proposition 2.31.3, on en deduit le 

Corollaire 2.35.2 Tout espace localement compact est reguliei : 

Exercice 2.35.4 Topologie de la convergence compacte Soient X et Y des espaces topologiques, 
pour tout compact K de X et tout ouvert O de Y, on pose 

r(I<y O) = {/ E e(X; Y) ; f(K) C O } 

et on note X> l’ensemble de toutes les intersections finies d’ensembles de la forme r(K , O). 

1. Montrer que X> est une base d’une topologie T c sur e(X; Y) appelde topologie de la conver- 
gence compacte ; muni de cette topologie, l’espace Q(X]Y) est not6 C c (X; Y). 

2. Montrer que la topologie 7 C est plus tine que la topologie de la convergence simple ; la topologie 
7 C est done sdparde si Y est s£par& 

On suppose d£sormais que Y est un espace m£trique. 

3. Soit (f n ) une suite de l’espace C(X; Y) convergeant vers / € C(X ; Y) uniform&nent sur tout 
compact (exercice 2.3 1 .3), montrer que la suite (/ n ) converge vers f pour la topologie T c - En ddduire 
que la topologie 7 C est moins tine que la topologie de la convergence uniforme. 

4. Si X est localement compact, montrer rdciproquement qu’une suite (f n ) convergeant pour la 
topologie T c converge uniform^ment sur tout compact. 

5. Si X est un espace compact, en d&luire que la topologie T c est la topologie de la convergence 
uniforme. En ddduire que la topologie de la convergence uniforme sur l’espace Q(X]Y) ne depend 
que de la topologie de Y (cf. exercice 2.33.14 lorsque X est mdtrisable). 

Nous allons demontrer l’important th^oreme suivant. 

Theoreme 2.35.3 Tout espace localement compact est un espace de Baire. 

Preuve La demonstration est tout a fait analogue a celle du thdor&me 2.28.1. Soit 
(O n ) une suite d’ouverts partout denses et soit O un ouvert non vide ; verifions que 
OndZo O n est non vide. Construisons par recurrence une suite ( B n ) d’ouverts 
non vides relativement compacts telle que 

(2.35. 1) Bo C O et B n+ i c B n n O n pour tout n € N. 

Soit a £ O, alors O est un voisinage de a, done (proposition 2.35.1) contient un 
voisinage compact de a et par consequent il existe un ouvert non vide relativement 
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compact Bo tel que Bo C O. L’ouvert B n D O n etant non vide, le meme raisonne- 
ment permet de construire un ouvert B n + 1 ay ant les proprietes voulues. La suite 
(B n ) est une suite decroissante de fermes non vides dans l’espace compact Bo ; 
son intersection est done non vide (remarque 2.30.1) ce qui permet de conclure 
comme pour le theoreme 2.28. 1 . Q.E.D. 

Corollaire 2.35.4 Tout espace compact est un espace de Baire. 

Exercice 2.35.5 Montrer que tout produit X = n*e/ d’espaces localement compacts est un 
espace de Baire [raisonner comme pour l’exercice 2.28.1 en prenant les B U) i relativement compacts]. 

Soit X un espace localement compact, tout ouvert de X est encore un es- 
pace localement compact d’apr^s la proposition 2.35.1. En particulier, le comple- 
mentaire d’un point dans un espace compact est un espace localement compact. 
Reciproquement, nous allons demontrer que tout espace localement compact est 
homeomorphe au complementaire d’un point d’un espace compact. 

Theoreme 2.35.5 Alexandroff Soit X un espace localement compact et soit u un 
ensemble n’appartenant pas a X. Alors, sur T ensemble X' = X U {a;}, il existe 
une unique topologie compacte qui induise sur X la topologie donnee de T espace 
X. 

Preuve Notons d’abord qu’il existe un tel ensemble {cj} d’apres le paradoxe de 
Cantor (remarque 1 . 1 .3). 

1. Supposons qu’il existe une topologie compacte sur X ' induisant sur X la 
topologie de X ; notons Ox et 0x f P ensemble des ouverts de X et X 1 et X 
Pensemble des parties compactes de X. Montrons que necessairement 

(2.35.2) O x , =Qx'J{X' -K;K GX}. 

L’espace X etant un ouvert de X\ tout ouvert de X est un ouvert de X '. Si K est 
une partie compacte de X , done de X\ X f - K est un ouvert de X'. Inversement, 
soit O G Ox' ; si u £0,0 = OnX est un ouvert de X et, si u € O, K = X f — O 
est ferme, done compact, d’ou K G X et O = X' — K. Ceci prouve que, s’il 
existe une topologie sur X' verifiant les exigences voulues, elle est parfaitement 
determinee : l’ensemble des ouverts de X / est donne par la formule (2.35.2). 

2. Montrons qu’on definit bien ainsi une topologie sur X\ c*est-a-dire que 
Ox' verifie les axiomes des ouverts. Ceci est clair pour (Os). Quant a (0\) et 
(O 2 ), observons d’abord que Pensemble ( X ' - K)xex verifie ces axiomes : on a 
en effet 

\J(X , -K i ) = X l -f]K i , 

i€l i£l 

(. X ' - K x ) n (X' - K 2 ) = X' - I< 1 u k 2 

et il suffit d’utiliser la proposition 2.31.5. D’autre part, soit O G Ox et K G X, 
alors 


OU(X'-K) = X' -Kn(X -O) 
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ou K D (X - O) est ferine dans I < , done compact, et 

On(x' -K) = 0r\(X-K)e o x . 

Ceci prouve que les axiomes (Oi) et ( O 2 ) sont satisfaits et Ox* definit bien une 
topologie sur X / . 

3. II est evident que cette topologie sur X 1 induit sur X la topologie de X. 

4. L’espace X / est separe. Verifions l’axiome de Hausdorff (# 2 )- Soient x et y 
deux points distincts de X' ; si x et y appartiennent tous deux h. X> il suffit d’ecrire 
(# 2 ) dans l’espace X et, si x e X y y = cj, il existe un voisinage compact K G X 
de x dans X (cet espace etant localement compact) ; K et X 1 — K sont alors des 
voisinages disjoints de x et w dans X 1 , ce qui prouve le resultat voulu. 

5. Montrons que la topologie de X' est compacte. Soit (Oi)i^i un recou- 

vrement ouvert de X' . Il existe io G I tel que u e O * 0 et O = X 1 — K, 
I< e X ; alors {Oi) ie i est un recouvrement ouvert du compact K qui contient 
done un sous-recouvrement fini On obtient ainsi un sous-recouvrement 

fini (Ot)<€Ju{io} de x '- Q.E.D. 

L’espace compact X 1 que nous venons de construire est unique a un homeo- 
morphisme pres ; on a en fait le theoreme suivant. 

Proposition 2.35.6 Soient X un espace localement compact , X[ (i-1,2) deux 
espaces compacts tels qu’il existe un homeomorphisme hi de X sur le comple- 
mentaire d'un point cji de X[. Alors , il existe un unique homeomorphisme 
h : X[ ->* X f 2 tel que ho hi = / 12 . 

Preuve Posons X\ = X[ — {^}, soit X[ = Xi U {a;*}. On a necessairement 

h\xi = li2oh^ 1 , 

ce qui prouve la continuity de h en tout point de X\ vu que X\ est ouvert dans 
X[ (remarque 2.20.3), et /i(cui) = 0 ^ 2 - Verifions la continuity de h au point : 
soit O 2 un voisinage ouvert de u> 2 > alors K^ — X^ — O 2 est ferme dans X' 2 , done 
compact et 

K l = h~\K 2 ) = {h 1 oh^){K 2 ) 

est une partie compacte de Xu done fermee dans X[ ; il en resulte que 

h- 1 (0 2 ) = X[-K 1 

est un voisinage ouvert de On verifie de meme que h~ l est continu, ce qui 
permet de conclure. Q.E.D. 

A un homeomorphisme pres, il existe un unique espace compact X 1 tel que 
X soit homeomorphe au complementaire d’un point u € X'. Cet espace X' est 
appele le compactifiy d’Alexandroff de X et u> le point a l’infini de l’espace X ; 
on dit qu’on a compactifie l’espace X par adjonction d’un point a l’infini. 

Exemple 2.35.1 On peut donner une description concrete du compactifie d’Alexan- 
droff de l’espace R n . Considerons l’espace M n+1 = R n x M, les coordonnees d’un 
point 
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(x, u) E R n xR seront notees (xi, . . . , x n) u) ; identifions R n a l’hyperplan u = 0 
et notons § n la sphere unite de R n+1 , soit 

§ n : x\ + . . . + x 2 n + u 2 = 1. 

La projection stereographique a partir du pole nord N = (0, 1) E R n x R definit 
un homeomorphisme h : § n — {N} — > R n : on a simplement 

h(x,u) = (1 — u)~ 1 x. 

La sphere § n etant compacte est done le compactifie (TAlexandroff de R n . 

Exercice 2.35.6 Soient X un espace localement compact, X' = XU{gj} son compactifie d’Alexan- 
droff, montrer que X est compact si, et seulement si, u ; est un point isold de X 1 . 

Exercice 2.35.7 Soit X un espace localement compact, non compact. 

1. Montrer que = (X — K)j< € x> °u 3C ddsigne l’ensemble des parties compactes de X , est 
une base de filtre sur X [utiliser l’exercice 2.35.6]. 

Soient Y un espace topologique, / : X -> Y une application, y E Y. On dit que f(x) tend vers 
y lorsque x tend vers l’infini si y = lim® / : on dcrit alors y = lim x -^oo f{x). 

2. Soit / : X — > R une fonction continue admettant une limite y e ] — oo, +oo] lorsque x tend 
vers Tinfini, montrer que / est born£ infdrieurement et que / atteint sa borne infdrieure lorsqu’elle est 
diffdrente de y [utiliser l’exercice 2.20.5]. 

Exercice 2.35.8 1 . Montrer que dans un espace sdpard tout sous-espace localement compact est 
localement ferme (exercice 2.20.2). 

2. Rdciproquement, dans un espace localement compact tout sous-espace localement ferm£ est 
localement compact. 

Exercice 2.35.9 Soient X un espace sdpard, Y un espace localement compact, une application conti- 
nue / : X Y est dite propre si l’image rdciproque par / de tout compact de Y est une partie 
compacte de X. S’il existe une application propre de X dans Y , on notera que X est ndeessairement 
un espace localement compact. 

1. Montrer que toute application propre est fermde [soient A une partie fermde de X, 6 E f(A) t 

V un voisinage compact de 6 et W = f~ l (V), montrer que V D f(A ) = f(W n A ), en d&luire que 

V n f(A) est ferm6 et, b dtant adherent a V n f(A ), que 6 E f(A )]. 

2. Soient X, Y des espaces localement compacts, X' = X U {u>}, Y' = Y U {u/} leur compac- 
ted d’Alexandroff, montrer qu’une application continue / : X -» Y est propre si, et seulement si, le 
prolongement g : X' -> Y f de / ddfini par g(u>) = uj' est continu au point w. 

Exercice 2.35.10 Espace localement compact denombrable a l’infini Soient X un espace locale- 
ment compact, X' = X U {a;} son compacted d’Alexandroff. Montrer que les propridtds suivantes 
sont dquivalentes. 

1. le point u) admet un systdme fondamental ddnombrable de voisinages, 

2. l’espace X est une rdunion ddnombrable de parties compactes, 

3. l’espace X est la rdunion d’une suite (O n ) d’ouverts relativement compacts telle que 
O n C O n +i pour tout n, 

4. il existe une suite ( K n ) de parties compactes telle que, pour tout compact K , il existe n tel que 
K C X n . 

[pour vdrifier que 2 => 3, si ( K n ) est une suite de compacts de rdunion X, prendre pour Oq un 
voisinage ouvert relativement compact de Kq et pour O n , n > 1, un voisinage ouvert relativement 
compact de O n _i U K n ]. 

Un espace localement compact vdrifiant ces propridtds est dit ddnombrable h l’infini. Tout espace 
compact est ddnombrable a I’infini, tout sous-espace fermd d’un espace localement compact ddnom- 
brable a l’infini est un espace localement compact ddnombrable h l’infini [utiliser l’exercice 2.35.8]. 
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Exercice 2.35.1 1 Paracompacite des espaces localement compacts denombrables a l’infini Dans 
un espace topologique, un recouvrement ( Ai)i^j est dit plus fin qu’un recouvrement (Bj)j e j si, pour 
tout i E /, il existe j E J tel que Ai C Bj . 

Soit X un espace localement compact ddnombrable a Pinfini (exercice 2.35.10) et soit 
ft = ( Oi)i£i un recouvrement ouvert de X. Montrer qu’il existe un recouvrement ouveit ddnom- 
brable localement fini (exercice 2.10.4) plus fin que ft et constitud d’ouverts relajivement compacts 
[il existe une suite (Un) d’ouverts relativement_compacts de reunion X telle que U n C U n + 1 pour 
tout n, poser K n = U n ~ U n -\ ; ((U n +i - U n - 2 ) n Oi) ie j est un recouvrement ouvert de K n 
qui contient un sous-recouvrement fini ft n ; montrer que ft' = (J n vdrifie les propridtds voulues : 
pour demontrer que ft' est localement fini, si x E K n remarquer que £/ n + 1 — U n - 2 est un voisinage 
de x ne rencontrant pas les ensembles de ftp pour \p — n\ > 2]. 

Un espace sdpard est dit paracompact si, pour tout recouvrement ouvert, il existe un recouvrement 
ouvert plus fin localement fini. Avec cette terminologie, tout espace localement compact denombrable 
a Pinfini est paracompact. 


2.36 Le theoreme d’Urysohn 

Un espace compact 6tant regulier, la proposition 2.3 1 .9 montre que dans un espace 
compact, deux fermes disjoints admettent des voisinages disjoints. Un espace r£- 
gulier ne possede pas necessairement cette propriete de separation ; ceci conduit h 
la definition suivante. 

Definition 2.36.1 Un espace separe X est dit normal s y il verifie l* une des pro - 
prietes ecjuivalentes qui suivent. 

(N \ ) Quels que soient les fermes disjoints A et B, il existe des voisinages de A et 
B disjoints. 

(N 2 ) Toutferme admet un systeme fondamental de voisinages fermes. 

Preuve Verifions l’equivalence de ( Ni ) et ( N 2 ). 

(iVi) => {N 2 ). Soit F un ferme de X , montrons que tout voisinage O de F 
contient un voisinage ferme de F. On peut supposer O ouvert (proposition 2.9.2) ; 
alors F et X - O sont des fermes disjoints, il existe done des voisinages disjoints 

V € V(F) et W £ V(X — O) qui peuvent etre supposes ouverts. Il en resulte que 

V C X - W C O, ce qui montre que X — W est un voisinage ferme de F contenu 
dans O. 

(N 2 ) => (JVi). Soient A et B deux fermes disjoints. Alors, X - B est un 
voisinage ouvert de A done contient un voisinage ferme V de A ; X - V est alors 
un voisinage ouvert de B et ces voisinages V et X - V sont disjoints. Q.E.D. 

Tout espace normal est regulier vu que (Ni) implique (# 2 )- Tout espace com- 
pact est normal d’apres la proposition 2.3 1 .9. Tout espace metrisable est egalement 
normal : en effet, si A et B sont des fermes disjoints, 

V = {x £ X] d(x, A) < d{x , B)} et W = {x G X; d(x , B) < d(x, A)} 
sont des voisinages ouverts de A et B disjoints. 

Exercice 2.36.1 Montrer que tout espace nSgulier de Lindelof (exercice 2.30.3) est normal [soient 
A et B deux fermds disjoints de l’espace X ; construire des recouvrements ouverts ddnombrables 



184 CHAPITRE 2 TOPOLOGIE 


(Mn)nGN et (N n )n€N de A et £ tels que 

M n CX-B y N n cX-A ; 
poser alors V 0 = Mo, Wo = No - Vo et, pour n > 1, 

Vn =M n -TF 0 U...UVK n _i, W n = W n -F 0 U...uF n 
et montrer que U^Lo et U^Lo Wn sont des voisinages disjoints de A et B]. 

Exercice 2.36.2 Montrer que tout espace localement compact ddnombrable a I’infini (exercice 
2.35.10) est un espace de Lindeldf (exercice 2.30.3), done normal (exercice 2.36.1). 

Exercice 2.36.3 Soit X un espace normal. 

1. Soient 0\, O 2 des ou verts tels que X = 0\ U O 2 , montrer qu’il existe un ouvert U\ tel que 
Ui C Oi etX = Ui U 0 2 . 

2. Soit (O n ) un recouvrement ouvert ddnombrable et localement fini (exercice 2.10.4) de X, 
montrer qu’il existe un recouvrement ouvert (U n ) de X tel que U n C O n pour tout n [en utilisant 1 ., 
construire les ouverts U n par recurrence tels que 

n 00 

*=lMu U Oj pour tout n]. 

j = 0 j=n + 1 

Exercice 2.36.4 Soit X un espace normal, R une relation d’dquivalence sur X, si la surjection 
canonique 7 r : X — » X/R est fermde, montrer que l’espace quotient X/R est un espace normal 
[raisonner comme dans l’exercice 2.32.2 pour ddmontrer que 2 =$► 3 en prenant pour f et 77 deux 
fermds disjoints de X/R]. 

L’intdret des espaces normaux reside dans le th£or£me suivant. 

Theoreme 2.36.1 Urysohn Un espace separe X est normal si, et seulement si, 
(Ns) Quels que soient les femes disjoints A et B, il existe une fonction continue 
f : X -> [0, 1] telle que f\ A = 1, /| b = 0. 

Preuve II est facile de montrer que (Ns) implique (N\). En effet, si / vdrifie les 
propriety indiqu&s dans (Ns), f~ l (] - 00 , l/2[) et / -1 (]l/2, +oo[) sont des 
voisinages ouverts de A et B disjoints. II s’agit de verifier la r&iproque. 

1 . Soit D P ensemble des nombres dense dans [0, 1] de la forme k/2 n ob n E N, 
0 < fc < 2 n ; construisons par recurrence sur n une famille d’ouverts (0(t)) t eD 
telle que 

(2.36.1) A c 0(0), 0(1) C X - B et 0(t) c 0(t ') pour t < t'. 

Pour n — 0, prenons 0(1) = X — B, alors d’apres (./V 2 ), il existe un voisinage 
ferme V de A tel que A c V C 0(1) ; posons 0(0) = V, alors 
A C 0(0) c 0(0) C 0(1). 

Supposons 0(k/2 n ) C 0((k + l)/2 n ), de meme d’apr&s (N 2 ) il existe un ouvert 
0((2k + l)/2 n+1 ) tel que 

0(k/2 n ) c 0((2k + l)/2 n+1 ) C 0((2fc + l)/2 n+1 ) C 0((k + l)/2 n ), 
ce qui acheve la construction de la famille (0(t)). 

2. Posons f t = (1 - 9s = 1 - s + s% (5) , puis / = sup teD f t et 

g = inf szd g s . La fonction / est s.c.i. et la fonction g est s.c.s. d’apr&s la pro- 
position 2.14.1 et l’exemple 2.14.1. On a f t = 1 — t sur 0(t) done sur A , d’ou 
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/U — 1 e * ft — 0 sur X — 0(t) done sur B y d’ou f\s = 0. Si on montre 
Que f = g. In fonction / sera continue (proposition 2.14.2) et verifiera toutes les 
proprietes voulues. 

3. Montrons d abord que / < g,_c’est-a-dire ft < g s pour tout s,t G D. 
Soit a G X, si a G (X - 0(f)) U 0(s) on a f t (a) = 0 ou < 7 s (a) = 1, d’ou 
/t(a) < 9,(a). Si a G 0(f) n (X - O(s)), on a necessairement s < t d’apres 
(2.36.1), d’oil 

ft(a) = l-t<l-s = g s (a). 

4. Montrons ensuite que f = g. Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il 

existe a € X tel que /(a) < g(a). Alors, il existes, t e D tel que /(a) < 1 - 1 < 
1 - s < g(a), d’ob as (I - 0(t )) n O(s) d’oil O(s) <£. 0(t), ce qui est absurde 
d’apres (2.36.1) vu que s < t. Q.E.D. 

Exercice 2.36.5 Theorcme de Tietze-Urysohn Soit F une partie fermde d’un espace normal X. 

1. Soit / : F — > M une fonction continue telle que |/(a?)| < a pour tout x G F, montrer qu’il 
existe une fonction continue g : X M telle que 

|p(*)l < a/3 pour tout x G X et |/(*) - ^(*)| < 2a/3 pour tout x G F 
[considerer les fermes 


A = {xe F\ f(x) < -a/3} et B = {x G F; f(x) > a/3}]. 

2. Soit / : F ->[—1,1] une fonction continue, montrer que / admet un prolongement continu 
0 : ^ [“1 > 1] (thdoreme de prolongement de Tietze-Urysohn) [en utilisant 1., construire une suite 

9n : X -> R de fonctions continues telle que \g n (x)\ < 2 n /3 n+1 pour x G X et 


/(*) - 


< (2/3) n+1 pour a; E F, 


p= o 


puis considerer la sdrie 5D?Lo Pn]. 

3. Montrer que le thdor£me precedent subsiste pour des fonctions a valeurs dans un intervalle 
compact de M ou a valeurs dans un intervalle ouveit de R [dans ce dernier cas, se ramener au cas de 
l’intervalle ] — 1, 1[, construire un prolongement g a valeurs dans [—1, 1], puis construire une fonction 
continue h : X — > [— 1, 1] telle que la fonction g x h ait les propridtds voulues]. 

La demonstration du theoreme d’Urysohn est triviale pour des espaces metri- 
sables. II suffit de prendre f(x) = d(x , B)(d(x , A) + d(x y B )) _1 . En utilisant la 
metrique, on peut construire des fonctions continues possedant diverses proprie- 
tes. Par contre, sur un espace topologique general on ne sait pas a priori construire 
des fonctions continues non constantes. Ceci montre tout l’interet des espaces nor- 
maux et du theoreme d’Urysohn. Nous allons d’ailleurs voir qu’on peut en deduire 
des criteres de metrisabilite. 


Theoreme 2.36.2 Urysohn Soit X un espace normal admettant une base de to - 
pologie denombrable. Alors, X est metrisable. En outre , X est homeomorphe a un 
sous-espace du cube de Hilbert. 

Preuve Soit (B n ) n ^n une base de la topologie de X et D l’ensemble denombrable 
D = e N 2 ; Bi C Bj). 
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D’apr&s le theoreme d’Urysohn, il existe pour tout (i,j) £ D une fonction conti- 
nue fij : X — » [0, 1] telle que fij\si = 0, fij\x-Bj = 1. Considdrons l’applica- 
tion continue / = de X dans [0, 1\ D . Nous allons d^montrer que / est 

un hom^omorphisme de X sur f(X), 1’ espace [0, 1] D etant metrisable (corollaire 
2.22.3), ceci prouvera que X est metrisable. 

1 . Wrifions que / est injective. Soient x> y £ X, x ^ y, alors Fespace X dtant 
separ£, il existe j £ N tehque x £ Bj,y £ Bj, de plus X etant regulier, il existe 
i £ N tel que x £ Bi c Bi C Bj ; on a ( ij ) £ D, d’ou f i:j (x) = 0, fij(y) = 1, 
soit/(ar) ^ f(y). 

2. Montrons que / _1 : f(X) — )• X est continu. Le sous-espace f(X) etant 
metrisable, il s’agit de demontrer que toute suite ( x n ) de X converge si la suite 
(f( x n)) converge dans f{X). Notons f(x) la limite de la suite ( f(x n )) et mon- 
trons que la suite ( x n ) converge vers x. Soit j £ N tel que x £ Bj (l’ensemble 
de ces ouverts Bj est evidemment un syst&me fondamental de voisinages de x) ; 
comme precedemment, il existe i £ N tel que x £ Bi c Bi C Bj, d’ou 
fij{x) = 0 ; etant donn<$ que fij(x) = lim n _>oo fij{ x n)> on a fij(x n ) ^ 1 des que 
n est suffisamment grand, c’est-a-dire x n £ Bj et ceci prouve que 

X — lim n — y oo x n • 

3. Quant a la derniere assertion, elle resulte du fait que [0, 1] D est hom£o- 

morphe a [0, 1] N d’apres le corollaire 2.21.14. Q.E.D. 

Corollaire 2.36.3 Soit X un espace metrisable , les proprietes suivantes sont equi - 
valentes. 

1. X admet une base de topologie denombrable. 

2. X est separable. 

3 . X est homeomorphe a un sous-espace du cube de Hilbert. 

Preuve L’ equivalence de 1. et 2. a d£ja ete demontrde (proposition 2.10.7). Le 
th£or&me precedent prouve que 1. implique 3. Enfin, le cube de Hilbert etant me- 
trisable separable (exemple 2.22.3), la proposition 2.20.4 montre que 3. implique 
2. Q.E.D. 

Corollaire 2.36.4 Un espace compact est metrisable si, et seulement si, il admet 
une base de topologie denombrable. 

Preuve La condition est suffisante d’apres le theoreme 2.36.2 et elle est n^cessaire 
d’apres la proposition 2.33. 1 et la proposition 2. 1 0.7. Q.E.D. 

Exercice 2.36.6 Montrer qu’un espace rndtrique complet X est separable si, et seulement si, X est 
homeomorphe h un S <5 du cube de Hilbert [utiliser l’exercice 2.25.2]. 

Exercice 2.36.7 Soient X un espace metrisable separable, d une distance sur X definissant sa to- 
pologie telle que 0 < d < 1 et soit ( a n ) une suite de X partout dense. Montrer que l’application 
f : x ( d(x y a n )) de X dans [0, 1] N est un homeomorphisme de X sur un sous-espace du cube de 

Hilbeit : on obtient ainsi une demonstration directe (n’utilisant pas le theoreme d’Urysohn) de l’impli- 
cation 2 => 3 du corollaire 2.36.3. 
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Exercice 2.36.8 Soient X un espace localement compact, X' = XU{u/} son compacted d’Alexan- 
droff, montrer 1’dqui valence des propridtds suivantes 

1 . X admet une base de topologie ddnombrable, 

2. X 1 est mdtrisable, 

3. X est mdtrisable et ddnombrable a l’infini (exercice 2.35.10), 

[pour ddmontrer 1 => 2, si (O n ) est une base de la topologie de X, montrer que l’ensemble 
des On relativement compacts constitue ddja une base de la topologie de X ; en ddduire que X est 
ddnombrable k l’infini, puis que X ' admet une base de topologie ddnombrable ; pour ddmontrer 3 => 1, 
verifier que X est separable]. 

Exercice 2.36.9 1. Soient X un espace mdtrique compact et Y un espace sdpard, s’il existe une 
surjection continue / : X — > Y, montrer que Y est un espace compact mdtrisable [soit (£ n ) n€ N une 
base de la topologie de X stable par reunion finie, montrer que les ouverts C n = Y — /(X — B n ) 
constituent une base de la topologie de Y en procddant comme suit : soient O un ouvert de Y et 
a E O, montrer qu’il existe un ouvert B n tel que / _1 ({ a }) C &n C / _1 (0) et en ddduire que 
aeC n C O). 

2. En utilisant l’exercice 2.33.5, en deduire que pour un espace sdpard X les propridtds suivantes 
sont dquivalentes 

a. X est un espace compact mdtrisable, 

b. X est une image continue de l’ensemble de Cantor. 

Exercice 2.36.10 Montrer que les espaces [0, l] n et [0, 1] N sont des images continues de l’intervalle 
[0, 1] [si X est l’un de ces espaces, il existe une surjection continue de l’ensemble de Cantor C sur X 
(exercice 2.36.9), utiliser ensuite le thdoreme de Tietze (exercice 2.36.5)]. 

Peano (1890) a construit une application continue surjective de 1’ inter valle [0,1] sur le caird 
[0, l] 2 , c’est-a-dire une courbe, dite courbe de Peano, remplissant tout le carrd [0, l] 2 . 

Exercice 2.36.1 1 1 . Soient X un espace mdtrique compact et Y un espace mdtrique bornd. On note 
3 l’ensemble des parties fermdes non vides de X x Y et on munit 3 de la distance ddfinie k l’exer- 
cice 2.33.3 (sur X x Y on prend comme distance d(z> z f ) = d(x y x f ) + d(y,y f ) ou z = (x,y), 
z f = (x' } y ') ). Si / : X — > Y est une fonction continue, on note Gf € 3 son graphe ; on ddfinit 
ainsi une application <p : f ■-> Gf de Tespace e(X; Y) dans if. L’espace Q U (X;Y) dtant muni de 
la topologie de la convergence uniforme, montrer que (p est un homdomorphisme de £ U (X; Y) sur 
un sous-espace de 3 [si (/ n ) est une suite de C U (X; Y) convergeant uniformdment vers /, montrer 
que la suite (G f u ) converge vers G / dans l’espace 3 en remarquant que p(G / , G/„ ) < d\ (/, f n ) ; 
rdciproquement, si ( Gf n ) converge vers Gf, soit (x n ) une suite de X convergeant vers x , mon- 
trer qu’il existe une suite ( x ' n ) de X telle que lim n _+oo d{z ny z' n ) = 0 ou z n = ( x n , f n (x n )), 
z n = { x n>f( x n)) et en ddduire que la suite (f n (x n )) converge vers f(x) ; conclure avec l’exercice 
2.33.14]. 

2. Si X est un espace mdtrique compact et Y un espace mdtrique sdparable, ddduire de 1. que 
l’espace C U (X; y) est sdparable [remarquer que C^(X; y) est homdomorphe k un sous-espace de 
Q U (X\ Z) ou Z est le cube de Hilbert et que l’espace if des parties fermdes non vides de X x Z est 
compact]. 

Exercice 2.36.12 Espace compl&tement regulier Un espace topologique sdpard est dit comple- 
ment rdgulier si 

(CRi) pour tout fermd F et tout x g F, il existe une fonction continue / : X — > [0, 1] telle que 
f(x) =0 et f(y) = 1 pour y € F. 

1. Montrer que tout espace complement rdgulier est rdgulier et que tout espace normal est com- 
pldtement rdgulier ; en particular, tout espace compact est compldtement rdgulier, tout espace mdtri- 
sable est compldtement rdgulier. 

2. Tout sous-espace d’un espace compldtement rdgulier est compldtement rdgulier ; en particular, 
tout espace localement compact est compldtement rdgulier. 
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3. Soit X un espace compl&ement rygulier, on pose Y = C(X; [0, 1]), on consid&re l’espace 

compact Z = f 5 s {Y\ [0, 1]) et on note <£ : X — > Z implication qui a x E X associe Implication 
&(x) : f € Y f(pc ) E [0, 1]. Montrer que 3> est un hom^omorphisme de X sur <£(X) [pour 

ddmontrer la continuity de $ _1 : 4 (X) —> X, soit O un voisinage ouvert d’un point a € X, il existe 
f eY tel que /(a) = 0 et f(x) = 1 pour x E X — O, montrer que It = {© e 4>(X) ; 0(/) ^ 1} 
est un ouvert de <E>(X) et que i (a) E It C $(0)]. En deduire que X est homyomorphe h un sous- 
espace dense de 1’espace compact (3X = 4>(X), appeiy compactifiy de Stone-Cech de X. 

4. En dyduire qu’un espace sypard X est comply tement rygulier si, et seulement si, X est homyo- 
morphe h un sous-espace dense d’un espace compact. 

Exercice 2.36.13 Soient X un espace complement rygulier (exercice 2.36. 12) et / : X — > U une 
fonction s.c.i., montrer que / est l’enveloppe supyrieure des fonctions continues g : X — > E telles que 
9 < / [en utilisant 1’homyomorphisme </? : M -> [—1, 1] dyfinie par <p(t) = t/( 1 + |t|) si t E K 
et y>(±oo) = ±1, se ramener au cas ou / est h valeurs dans [—1, 1] ; soient a e X, a < f(a) t 
construire une fonction continue g : X — > [— 1, 1] telle que g < f et g(a) > a]. 

Un espace localement compact n’est pas en general un espace normal et au lieu 
du theoreme d’Urysohn, on a seulement la 

Proposition 2.36.5 Dans un espace localement compact X, soient A une partie 
compacte et B une partie fermee sans point commun. Alors il existe une fonction 
continue f : X [0, 1] telle que f\ a = 1 et f\s = 0. 

Preuve Soit X / = XU {a;} le compactifie d’ Alexandroff. Alors, A est une partie 
compacte de X\ B est ferme dans X done est la trace sur X d’une partie fermee 
de X' qui ne peut etre que B ou B U {cj} et dans tous les cas BU {u} est fermd 
dans X f . Il suffit alors d’appliquer le theoreme d’Urysohn dans l’espace compact 
X ' aux ferm^s disjoints A et B U {a;}. Q.E.D. 

Etant donne une fonction f : X —> R dyfinie sur un espace topologique X , 
le support de / est par definition l’adherence de l’ensemble {x E X\ f(x) ^ 0} 
et on le note supp (/) ; e’est le plus petit ferm£ de X tel que / soit nulle sur son 
complementaire. Si supp (/) est une partie compacte de X , on dit que / est & 
support compact ; on note Co(X;M) l’ensemble de toutes les fonctions continues 
/ : X -> R & support compact. Avec cette terminologie, on a alors le corollaire 
suivant. 

Corollaire 2.36.6 Soient X un espace localement compact, K une partie com- 
pacte et O un voisinage ouvert de K. Il existe une fonction continue f : X — > [0, 1] 
egale a 1 sur K et a support compact contenu dans O . 

Preuve II existe un voisinage compact V de K contenu dans O d’apr&s la proposi- 
tion 2.35.1. Utilisons la proposition 2.36.5 en prenant A = KetB = X- V ;on 
obtient ainsi une fonction a support dans V, done a support compact contenu dans 
O. Q.E.D. 

Theoreme 2.36.7 Partition de 1’unite Soient X un espace localement compact, 
K une partie compacte de X et (O^)^/ un recouvrement ouvert fini de K. Alors, 
il existe des fonctions continues a support compact ipi : X [0, 1] telles que 
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supp (ipi) c Oi et Yli^i Vi — 1 sur K : une telle famille (cpi) est appelee une 
partition de l f unite sur K subordonnee au recouvrement {Oi). 

Preuve Lorsque I est r&luit a un element, il s’agit simplement du corollaire prece- 
dent. Nous raisonnerons alors par recurrence sur Card/. Supposons done 
I = [0,n] et K C UIUO*. On P eut a l° rs tr °u v er deux compacts Ko et K' 
tels que K C K 0 U K' et I< 0 C O 0 , K' C O' ou O' = (JlLi °i : en effet, O' 
etant un voisinage du compact K — Oo, il existe (proposition 2.35.1) un voisinage 
compact K' de K — Oo contenu dans O' et il suffit de prendre Ko = K — K f . 
D’apres Thypothese de recurrence, il existe une partition de l*unit£ sur K' subor- 
donn^e au recouvrement ( 0*)i<i< n , soit (fa)i<i< n : d’apres le corollaire 2.36.6, 
il existe d’autre part une fonction ip 0 e Go{X; [0, 1]) £gale a 1 sur I<o et a support 
dans Oo. Posons alors ip-i = (1 - ipo)fa pour 1 < i < n; la famille (< Pi)o<i<n 
est evidemment une partition de l’unitd sur Ko U K\ done sur K , subordonnee au 
recouvrement (O*)o<i< n - Q.E.D. 

Si / : X ->> R est une fonction continue h. support contenu dans le compact 
K 9 on peut done £crire / = fi ou fa = (pif est une fonction continue de X 
dans R & support dans 0*. Ceci montre que / peut s’dcrire comme la somme de 
fonctions continues dont les supports sont arbitrairement petits ; ce type de resultat 
est, comme nous le verrons, tres utile dans l’dtude des mesures de Radon sur un 
espace localement compact. 

Exercice 2.36.14 Partition de I’unite Soient X un espace topologique, (Ai)i^j un recouvrement 
(quelconque) de X ; une famille de fonctions continues fi : X — > [0, 1] est appelde une 

partition de 1’ unite subordonnee au recouvrement (Ai) ie j si 

a. supp fi C Ai et la famille des supports (supp fi)iei est localement finie (exercice 2.10.4), 

b. pour tout x e X, J2iei = l - 

1. Soient X un espace normal et (O n ) un recouvrement ouvert denombrable localement fini de 

X, montrer qu’il existe une partition de l’unite subordonnde h un tel recouvrement [soit ( U n ) un 
recouvrement ouvert de_X tel que U n c O n pour tout n (exercice 2.36.3), il existe des ou verts V n 
tels que U n C V n C V n C O n et des fonctions continues g n : X -» [0, 1] telles que g n = 1 sur 
U n > 9n = 0 sur X — V n ; montrer que la fonction g = $ n est ^ en ddfinie, continue et > 0 ; 

prendre alors f n = g n /gl 

2. Soit X un espace localement compact denombrable h l’infini, montrer que, pour tout recouvre- 
ment ouvert de X, il existe une partition de l’unitd subordonnee & ce recouvrement [soit 
Oi = ( Oi)i e f un recouvrement ouvert de X, il existe (exercice 2.35.11) un recouvrement ouvert 
ddnombrable Oi' = ( U n ) localement fini et plus fin que 5? ; soit (f n ) une partition de l’unitd subor- 
donnee h Oi' (exercice 2.36.2) ; il existe une fonction ip : N ->• I telle que U n C O^) pour tout n ; 
on pose gi = X^( n )=i f n » montrer que la famille (gi) est une partition de l’unitd subordonnde a !R]. 

2.37 Limite superieure et inferieure 

Considdrons sur R une base de filtre ; l’espace R etant compact, l’ensemble des 
points adherents a $ est une partie non vide de R ; cet ensemble dtant de toute 
fa^on ferm£, e’est une partie compacte non vide de R. Nous pouvons done poser 
la definition suivante. 
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Definition 2.37.1 Soit 3 une base de filtre sur R. On appelle limite superieure 
(resp. inferieure) de cette base de filtre , le plus grand ( resp. petit) point adherent a 
3 et on la note lim sup 3 ( resp. lim inf 3). 

D’apres la proposition 2.31.1, une base de filtre ® sur R converge si, et seule- 
ment si, lim inf 23 = lim sup 23 et on a alors 

lim 3 = lim inf 3 = lim sup 3. 

Si 3 et 23' sont deux bases de filtre sur R et si 3 engendre un filtre moins fin 
que 23', on a 

(2.37.1) liminf23 < liminf23' < limsup23' < limsup23. 

Dans ce qui suit, on raisonnera uniquement sur les limites superieures vu que 
lim inf® = — limsup(-23), 

ou —3 ddsigne l’ensemble des parties -M = {—x ; x G M} lorsque M ddcrit 3. 
II est utile d’expliciter la definition 2.37.1 sous la forme suivante. 

Proposition 2.37.1 Soit 3 une base de filtre sur R, on a alors 

lim sup 3 = inf sup M et lim inf 3 = sup inf M. 

Mev mg ® 

Preuve Vdrifions la premiere formule par exemple. Posons x = lim sup 3 . Notons 
d’abord que sup M est le plus grand point adherent a M ; on a done x < sup M 
pour tout Mg®, d’ou x < inf mg® supM. Pour demontrer rinegalitd opposde, 
soit y > x, montrons que ® n’admet pas de trace sur [y, +oo] ; supposons en effet 
que 3 admette une trace ®' sur un tel intervalle ; cet intervalle etant compact, ®' 
aurait un point adherent z G [y> +oo] qui serait a fortiori un point adherent h 3 et 
ceci est absurde vu que x est le plus grand point adherent k 3. II en resulte qu’il 
existe Mg® tel que M fl [y, +oo] = 0, d’oh sup M < y et infMG® sup M <y 
ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Si on considere maintenant une application / : X ->* R definie sur un en- 
semble X et si ® est une base de filtre sur X , on appellera limite supdrieure (resp. 
infdrieure) de / suivant la base de filtre 3 la limite supdrieure (resp. inferieure) de 
la base de filtre /(®). On utilisera les notations suivantes 

lim sup / = lim sup /(®) et lim inf / = lim inf /(®). 

Si ® est une base de filtre sur X engendrant un filtre moins fin que ®', on a d’apres 

(2.37.1) 

(2.37.2) lim inf / < lim inf / < lim sup / < lim sup /. 

® 3 ' 

La proposition 2.37.1 montre que 

(2.37.3) lim sup / = inf sup f(x) et liminf / = sup inf fix). 

® MG®£eM 3 

Le principe du prolongement des inegalites (proposition 2.13.5) se generalise 
ainsi. 
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Proposition 2.37.2 Soient *B une base de filtre sur un ensemble X , /, g : X — > R 
applications telles que f < g, on a alors 

limsup / < limsup g et liminf / < liminf g. 

3 3 ' 3 ® 

Preuve II suffit d’utiliser les formules (2.37.3). Q.E.D. 

La notion generate de limite superieure et inferieure d’une application contient 
comme cas particulier diverses notions frequemment utilisees. Voici les plus im- 
portantes. 


Exemple 2.37.1 Limite superieure et inferieure d’une suite Soit (x n ) une suite 
de R ; on appelle limite superieure (resp. inferieure) de cette suite, la limite su- 
perieure (resp. inferieure) de 1* application n x n suivant le filtre de Frechet ; 
ces limites sont notees limsup (resp. lim inf^oo £n)- En d’autres 
termes, lim sup n _ >00 x n est la plus grande valeur d’adherence de la suite ( x n ) et 
liminfn-^oo x n est la plus petite valeur d’adherence. D’apres (2.1 1.4) et (2.37.3), 
on a 

lim sup x n = inf supx p = lim sup x p , 

n—yoo p>n n— ^°°p>n 


(2.37.4) 


lim inf x n = sup inf x p = lim inf x p . 

n— >oo nGN P> n n—too p>n 


La suite ( x n ) converge si, et seulement si, 


et on a alors 


lim inf x n = lim sup x n 

n—yoo 7i— >cxD 


lim x n = lim inf x n = lim sup £ n . 

n—yoo n— >oo n -> oo 


on a 


Si ( x n ) et (y n ) sont deux suites de R telles que x n < y n pour tout n e 
d’apres la proposition 2.37.2, 

lim inf x n < liminf?/ n et lim sup £ n < lim sup y n . 

n— >°° n—y oo n— >oo n—yoo 

Si f n : X R est une suite d’applications de X dans R, on definit la limite 
superieure et inferieure de cette suite par les formules 

(limsup f n )(x) = limsup f n (x) et (liminf f n )(x) = liminf f n (x ) ; 

n—yoo 7i — >oo n—> oo n—yoo 

on a done 


(2.37.5) 


lim sup f n = inf sup/« = lim sup / p , 

n—yoo tiGN p>7i n—yoo p>n 

lim inf / n = sup inf f p = lim inf f p . 
n—yoo n€NP^ n n-yoop>n 


La suite (/ n ) converge simplement si, et seulement si, 


auquel cas lim* 


lim inf f n = lim sup / n , 

n-yoo n—yoo 

> fn = lim inf n ^oo f n = limsup^^ f n . 


Exemple 2.37.2 Soient X un espace topologique, A une partie de X , a un point 
adherent a A et / : A -» R une application. On appelle limite superieure (resp. 
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inferieure) de f(x) quand x tend vers a en restant dans A la limite superieure 
(resp. inferieure) de / suivant la trace sur A du filtre V(a) ; ces limites sont notees 
limsup x^a^eA f( x ) et lim inf^a^e a f(x)- 

Si A = X, on les note simplement lim sup^.^ /(x) et lim inf x _^ a /(x) ; dtant 
donne que f(a) est adherent a la base de filtre f(V(a)), on a 

(2.37.6) lim inf /(x) < f(a) < lim sup /(x) 

x—¥a x—>a 

et / est continue au point a si, et seulement si, ces deux limites sont dgales. 

Si (x n ) est une suite de A qui converge vers a, le filtre dfementaire associe a 
cette suite dtant plus fin que V(a), on a d’apres (2.37.2) 

(2.37.7) liminf /(x) < liminf/(x n ) < limsup/(x n ) < limsup /(x). 

x-+a,x€A n-> oo n->oo x->a,x€A 

Lorsque le filtre V(a) est a base denombrable, il est possible de caracferiser 
les limites pfecddentes en termes de suite. De fagon precise, on a la proposition 
suivante. 

Proposition 2.37.3 Les notations etant celles de Vexemple 2.37.2 , si le filtre V(a) 
est a base denombrable , on a y = limsup a ._^ a a . GA /(x) si, et seulement si, les 
deux conditions qui suivent sont realisees. 

1. Pour toute suite (x n ) de A qui converge vers a, limsup n ^ 00 /(x n ) < y. 

2. II existe une suite (x„) de A qui converge vers a telle que la suite (/(x n )) 
converge vers y. 

Preuve En effet, d’apres la proposition 2.16.7, 1. signifie que toute valeur d’adhd- 
rence de / suivant V(cl)\a est < y et 2. signifie que y est une valeur d’adlference. 

Q.E.D. 

La semi-continuite se caracferise aisement en termes de limite superieure ou 
inferieure. 

Proposition 2.37.4 Soit X un espace topologique. Une fonction f : X -» Rest 
s.c.i. en un point a G X si, et seulement si, 

( SCI 4 ) /(a) < liminfaj-^a f(x), auquel cas f(a) = liminf^a /(x). 

Preuve Si / est s.c.i. au point a, pour tout a < /(a), il existe V G V(a) tel que 
f(V) C]a, + 00 ], d’ou inf xeV f{x) > a et liminf x _+ a /(x) > a et ceci prouve 
(SCI4). On a alors l’egalite d’apres (2.37.6). 

Reciproquement, si ( SCI4 ) est verifie, c’est-^-dire si 

/(a) < sup inf f(x), 

KeV(a) xSV 

pour tout a < f(a), il existe V £ V(a) tel que a < inf xsv f(x), d’ou 
f(V) c]a, + 00 ] ce qui prouve la semi-continuitd inferieure de /. Q.E.D. 

Si / est s.c.i. au point a, pour toute suite ( x n ) de X qui converge vers a, on a 
d’apr^s (2.37.7) f(a) < lim inf^oo f(x n ). Reciproquement, on a la 
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Proposition 2.37.5 Soit X un espace a base denombrable de voisinages, une ap- 
plication f : X R est s.c.i. en un point a £ X si, et seulement si, pour toute 
suite ( x n ) de X qui converge vers a 

(2.37.8) f(a) < lim inf f(x n ). 

n—>oo 

Preuve D’aprfcs la proposition 2.16.7, (2.37.8) signifie que toute valeur d’adhe- 
rence de / suivant V(a) est > f(a), Q.E.D. 

Exercice 2.37.1 Soient f J un filtre sur un ensemble X et /, g : X -> M des applications, on suppose 
que / admet une limite finie > 0 suivant f J , montrer alors que 


lim sup {f g) = lim / x lim sup g. 
‘S ? y 


Exercice 2.37.2 Regularisee s.c.i. Soit A une paitie d’un espace topologique X partout dense et 
soit / : A -» R une application, montrer que la fonction /* (a:) = lim inf^-*®, f{y) est la plus 
grande fonction s.c.i. telle que /* < / sur A : /* est appetee la rdgularisde s.c.i. de /. Si / est s.c.i., 
/* prolonge /. 

Exercice 2.37.3 Soient X un espace topologique admettant une base de topologie denombrable et 
fi : X ->• M, i e /, une famille de fonctions s.c.i.. Cet exercice a pour objet de ddmontrer qu’il existe 
une partie denombrable Iq de I telle que (exercice 2.37.2) (inf* 6 / fi)* = (inf* G / 0 fi)* (lemme de 
Choquet). __ 

En utilisant l’liomeomorphisme : IR — > [— 1, 1] de l’exercice 2.36.13, on peut supposer les 
fonctions fi h valeurs dans [—1,1]. Pour toute partie J de /, on pose fj = inf fi et on note 
(O n ) n > i une base de la topologie de X telle que chaque ouvert O n soit repete une infinite de fois 
dans la suite (O n ). 

1. Soit n > 1, montrer qu’il existe x n 6 O n tel que fi(x n ) < info M fi + 1 /n et un indice 
in € / tel que /< n (® n ) < fi(x n ) + 1/n ; en deduire que 


inf /»„ < inf // + 2/n. 


2. On pose Iq = U5^=i On}. Soit g : X IR une fonction s.c.i. telle que g < fi 0 , montrer que 
g < f i [soit x E X, e > 0, il existe V e V(x) tel que g(x) < g(y) + e pour tout y € V ; en deduire 
que, pour tout n tel que x e O n c V, g{x) < fi(x) + e + 2/n]. 

3. Conclure. 


2.38 Les espaces projectifs 

On rencontre, en geometrie en particulier, de tres nombreux exemples d’espaces 
compacts. II faut d’abord citer la sphere unite § n de R n+1 : si les coordonnees 
d’un point x £ M n+1 sont notees (^Jo <i< n » on a 

n 

§ n = {x£ M n+1 ; £><) 2 = 1}. 

2=0 

Voici une description du cercle unite S 1 utile dans la th^orie des fonctions 
periodiques. Considerons sur R le sous-groupe additif 27 tZ et la relation d’equiva- 
lence associee x-y £ 2 ttZ ; notons i? cette relation d’equivalence et T = R/27 tZ 
l’espace quotient muni de la topologie quotient ; cet espace est appele un tore de 
dimension 1. Nous allons demontrer la proposition suivante. 
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Proposition 2.38*1 Le tore T est un espace compact homeomorphe a S 1 . 

Preuve 1. Considerons Implication p : R S 1 definie par p(x) = e %x ; cette 
application est continue, surjective et, pour tout t € S 1 , <p~ l (t) est une classe 
d’equivalence pour R. Si on note p : R -> T la surjection canonique, ceci montre 
qu’il existe une unique application i\) : T — > S 1 telle que ^°p = y?;e n outre, 
^ est une bijection, continue d’apres la proposition 2.24.3. La topologie de T est 
done separee, vu qu’elle est plus fine que la topologie compacte image reciproque 
par ^ de celle de S 1 . 

2. Considerons l’intervalle compact [0, 1] et notons i : [0, 1] E l’injection 
canonique ; considerons la relation d’equivalence R! sur [0, 1] induite par R , l’es- 
pace quotient [0, 1 ]/R l (muni de la topologie quotient) et la surjection canonique 
p ' : [0, 1] -» [0, 1]/jR'. II existe alors une unique application 6 : [0, l)/R' -> T 
telle que 0 op' = p o % ; en outre, 0 est une bijection, continue d’apr&s la propo- 
sition 2.24.3 et la continuity de p o i ; l’espace T etant s£pare, il en r^sulte que 
[0, 1 \/R! est s^pare ; l’espace [0, 1] etant compact et p f etant continu, on en deduit 
(theoreme 2.31.10) que [0, 1 ]/R! est compact. Le corollaire 2.31.12 montre alors 
que 6 est un hom^omorphisme et que T est compact. 

3. L’espace T etant compact, la bijection continue ^ : T — > S 1 est un homeo- 

morphisme. Q.E.D. 

Note Les classes d’equivalence associees a R' sont d’une part les ensembles r£- 
duits a un point {x} ou 0 < x < 1, d’autre part I’ensemble {0, 1}. Le cercle unit£ 
S 1 s’obtient done en identifiant les points 0 et 1 de l’intervalle compact [0, 1] et 
ceci est vrai du point de vue topologique : 1’application ^ o 0 : [0, 1 \/R! S 1 est 

un homeomorphisme. 

A toute fonction / : S 1 — » C associons la fonction f = f o ip, soit 
f(x) = f(e lx ). Alors / : R ->• C est une fonction p^riodique de periode 27 t 
( e’est-a-dire f(x + 27 r) = f(x ), pour tout x G R) ; nous noterons ^^(KjC) 
l’ensemble de toutes les fonctions / : M — > C periodiques et de periode 27r. R^ci- 
proquement, soit / € C), il existe une unique application / : S 1 C telle 

que f = f op. L’ application / / est done une bijection de l’espace ^(S 1 ; C) 

sur En outre, la proposition 2.24.3 montre, compte tenu de l’homeo- 

morphisme i/j : T -> S 1 , que l’application / «-» / induit une bijection de l’espace 
^(S^C) sur l’espace e 27 r(M;C) de toutes les fonctions continues / : R ->• C 
periodiques et de periode 27r. 

Introduisons maintenant les espaces projectifs. On considere l’espace 
K n+ i - {0}, ou K = EouC ; les coordonnees d’un point x € K n+1 seront 
notees (x*)o<i<n- Si x et y sont deux elements de K n+1 — {0}, la relation 

(3 1 € K*)(x = ty) 

est une relation d’equivalence R. L’espace quotient P n (K) = K n+1 - {0 }/R est 
appele 1’ espace projectif (r^el ou complexe selon le cas) de dimension n ; on munit 
cet espace de la topologie quotient et on note ir : K n+1 - {0} -> P n (^) la surjec- 
tion canonique. Nous allons demontrer que les espaces projectifs sont compacts. 
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Lemme 2.38.2 V application n : K n+1 — {0} — > P n (K) est ouverte. 

Preuve Soit O un ouvert de K n+1 — {0}, montrons que i r(O) est ouvert dans 
P n (K), c’est-a-dire (paragraphe 2.24) que 7r -1 (7r(0)) est ouvert dans K n+1 — {0}. 
Notons h t : K n+1 - {0} — )> K n+1 — {0} l’homothetie de rapport t E K*, soit 
h t (x) = tx ; l’application h t est un homeomorphisme. Alors d’apres la definition 
de la relation d’equivalence i?., on a 

■K-\Tr(0)) = (J h t (0) 

t€K* 

qui est done ouvert dans JK n+1 - {0}. Q.E.D. 

Afin d’appliquer la proposition 2.24.4, verifions le 

Lemme 2.38.3 Le graphe de la relation R estferme dans (K n+1 — {0}) 2 . 

Preuve Notons G ce graphe ; si ((xk,yk)) est une suite de G qui converge vers 
(x, y) dans (K n+1 - {0}) 2 , il faut demontrer que (x,y) E G, c’est-a-dire qu’il 
existe t E K* tel que x = ty. Or, il existe tk G K* tel que Xk = ^2/fc- H existe 
0 < i < n tel que y l ^ 0, d’ou y\ ^ 0 pour k suffisamment grand, soit k > ko ; 
il en resulte que la suite tk = x % k /y % k est convergente, soit t = lim^ootk- En 
passant a la limite dans la relation Xk = tkyk> on obtient x = ty et t ne peut etre 
nul vu que x ^ 0 ; ceci prouve que (x, y) E G. Q.E.D. 

Compte tenu de la proposition 2.24.4, on en deduit que l’espace projectif 
P n (K) est separe. Nous allons demontrer que cet espace est compact. Suppo- 
sons d’abord K = R. La relation d’equivalence R. induit sur la sphere unite § n 
de R n+1 une relation d’equivalence R dont les classes d’equivalence sont de la 
forme {x, — x} avec x E S n . On peut alors considerer i’espace quotient S n /R 
muni de la topologie quotient et on note tt 7 : § n S n /R f la surjection cano- 
nique. Il existe alors une application et une seule 6 : S n /R -» P n ( R) telle que 
6 o 7r' = 7T o ou i designe l’injection canonique de § n dans R n+1 — {0} ; en 
outre, 6 est une bijection, continue d’apres la proposition 2.24.3 et la continuite de 
noi ; l’espace F n (R) etant separe, on en deduit que 1 ’espace § n /R' est egalement 
separe ; l’espace S n etant compact et l’application 7r' etant continue, le theoreme 
2.3 1 . 10 montre que l’espace § n /R' est compact et le corollaire 2.3 1 . 12 prouve que 
P n (R) est compact et que 6 est un homeomorphisme. 

Lorsque K = C, le meme raisonnement montre que l’espace P n (C) est com- 
pact et homeomorphe a § 2n+1 /i? // ou R" designe la relation d’equivalence 
dont les classes d’equivalence sont les ensembles {tx\ t E C, |£| = 1} ou 
x E § 2n+1 C C n+1 . 

Examinons plus precisement l’espace Pi(K). 

Proposition 2.38.4 U espace Pi (R) est homeomorphe au cercle unite S 1 . 

Preuve Considerons l’application / : S 1 -> S 1 definie par f(z) = z 2 , z = x + iy. 
Cette application / est surjective et pour Z E S 1 , il existe exactement deux points 
de S 1 diametralement opposes 2 : et — z tels que f(z) = f(—z) = Z. Ceci montre 
qu’il existe une application et une seule <p : S l /R S 1 telle que <p o 7r' = / ; 
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en outre ip est une bijection. La continuity de / et la proposition 2.24.3 montrent 
que ip est continu ; ip est done une bijection continue, done un homeomorphisme 
d’apres le corollaire 2.31.12. Q.E.D. 

Proposition 2.38.5 L’espace Pi (C) est homeomorphe a la sphere unite § 2 . 


Preuve Le raisonnement est analogue a celui de la proposition precedente. II s’agit 
de construire une application continue surjective / : § 3 ->* § 2 telle que l’image 
reciproque par / de tout point de § 2 soit une classe d’equivalence pour R". Les 
coordonnees de C 2 etant notees (x, y), la sphere § 3 est definie par |x| 2 + \y \ 2 = 1. 
On peut d’autre part identifier C x E et E 3 au moyen de Implication ( X , Y) G Cx 
E i-> (Sfte X , 9m X, Y) € E 3 ; la sphere § 2 a alors pour equation |X| 2 + Y 2 = 1. 
On pose 

f(x,y) = (2xy, \x\ 2 - \y\ 2 ). 

Si (x, y) e S 3 , on a 

\2xy\ 2 + (\x\ 2 - |y| 2 ) 2 = (|x| 2 + |y 2 |) 2 = 1, 

d’ou /(x,y) G § 2 . L* equation f(x,y) = (X,Y) e S 2 , e’est-^-dire le systeme 
2 xy = X, \x\ 2 - \y\ 2 = Y se rdsout de la fagon suivante. Si Y = —1, done 
X = 0 on obtient x = 0 et \y\ = 1. Si Y > —1, on a |x| 2 = (1 + Y)/ 2 d’oft 
x = t(( 1 + Y)/2)V 2 ou t e C, \t\ = 1, et y = tX/( 2(1 + Y)) 1 / 2 et on verifie 
que ces points (x, y) appartiennent & § 3 : en effet, 


M 2 + \y? 


l+Y 


|X | 2 


1 + y + izl = 1 . 


2 2(1 + Y) 2 ' 2 

On constate bien que f~ l {X ) Y) est une classe d’equivalence pour R". Le raison- 
nement est alors identique a celui de la proposition precedente. Q.E.D. 

Nous avons vu (exemple 2.35.1) que § n etait le compactifie d’Alexandroff de 
E n . Les propositions precedentes montrent que Pi (K) peut etre considere comme 
le compactifie d’Alexandroff de DC. Comme nous le verrons, le compactifie du plan 
complexe C, e’est-a-dire Pi(C) ou § 2 , joue un role important dans la theorie des 
fonctions d’une variable complexe. 



D - Espaces connexes 


2.39 Proprietes fondamentales 

Nous abordons ici l’gtude d’une categorie d’espaces topologiques d’une nature 
differente de ceux qui ont 6t6 etudtes jusqu’a present ; la connexite ne se relie pas 
a des notions de convergence. 

Definition 2.39.1 Un espace topologique X est dit connexe s’il verifie Vune des 
proprietes equivalentes qui suivent . 

{CO i ) X n * est pas la reunion de deux ensembles ouverts non vides et disjoints. 
{CO 2 ) X n ’ est pas la reunion de deux ensembles fermes non vides et disjoints. 
(CO3) V ensemble X et la partie vide sont les seuls ensembles a la fois ouverts 
et fermes. 

Une partie d’un espace topologique est dite connexe si, munie de la topologie 
induite par celle de X , A est un espace connexe. Quand on manipule des topologies 
induites, il est conseille d’utiliser des ouverts et des fermes de Tespace ambiant. 
Par exemple, dire que A n’est pas une partie connexe de X signifie qu’il existe 
des ouverts 0\ et O 2 de X tels que A C 0\ U O 2 , A n 0\ ^ 0, A fi O 2 7 ^ 0 et 
A D Oi D 0 2 = 0. 

Dans un espace topologique, toute partie reduite a un element est evidemment 
connexe. Un espace discret est connexe si, et seulement si, il admet au plus un 
element ; tout sous-espace d’un espace discret etant discret, ceci montre que, dans 
un espace discret, les parties connexes non vides sont les parties reduites a un 
element. 

Donnons de suite une propriete fondamentale des espaces connexes. 

Theoreme 2.39.1 Soient X , Y des espaces topologiques , / : X — ► Y une appli- 
cation continue. Alors , V image par f de toute partie connexe de X est une partie 
connexe de Y. 

Preuve Soit A une partie de X , montrons que A n’est pas connexe si f(A) n’est 
pas connexe. Il existe done des ouverts Oi, O2 de Y tels que 
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f(A) cO,u o 2 , f(A ) n Oi ± 0, /(A) n o 2 ^ 0 et f(A) n Oi n o 2 = 0. 
Les ensembles / _1 (0 1 ) et f~ 1 (0 2 ) sont deux ouverts de X tels que 

A c rHOi) u r\o 2 ), A D /- x (Oi) ^ 0, ^ n /- x (02) / 0 
et A n / -1 (Oi) fl / -1 (02) = 0, ce prouve que A n’est pas connexe. Q.E.D. 
Ceci permet d’en deduire la caracterisation suivante. 

Proposition 2.39.2 Soit D un espace discret tel que Card D > 2. Un espace topo- 
logique X est connexe si, et seulement si, toute application continue 
f : X — > D est constante. 

Preuve La condition est necessaire d’apr&s le theor&me 2.39.1 vu que f(X) doit 
etre une partie connexe de D. Pour demontrer que la condition est suffisante, sup- 
posons X non connexe. II existe alors des ouverts non vides et disjoints 0\, O 2 
tels que X = 0\ U O 2 ; considerons alors deux elements differents a et b de D 
et Tapplication / : X -» D eg ale a a sur 0\ et a b sur O 2 ; cette application non 
constante est continue, 1’ image reciproque de tout ouvert de D etant un ensemble 
ouvert de X. Q.E.D. 

Corollaire 2.39.3 Soit A une partie connexe d’un espace topologique. Alors, toute 
partie B telle que Ac B C A est connexe. 

Preuve Soit D un espace discret et / : B — > D une application continue. D’aprfcs 
la proposition 2.39.2, l’application /|a est constante ; A etant dense dans B , 
le principe du prolongement des identites (corollaire 2.17.4) montre que / est 
constante. La proposition 2.39.2 permet alors de conclure. Q.E.D. 

Corollaire 2.39.4 U adherence de toute partie connexe est connexe. 

Corollaire 2.39.5 Soit (Ai) ie j une famille de parties connexes telle que 

Ai fl Aj ^ 0 si i ^ j , 

alors la reunion de cette famille est connexe. 

Preuve Soient D un espace discret et / : \J i€l Ai D une application continue. 
Les applications f\A { sont constantes, done / est constante vu l’hypoth&se. Q.E.D. 
En raisonnant de fagon similaire, on obtient les resultats suivants. 

Corollaire 2.39.6 Soit (A n ) ne ^ une suite de parties connexes telle que 
A n D A n + 1 ^ 0 pour tout n G N. Alors U^=o Ai est connexe. 

Corollaire 2.39.7 Soient A une partie connexe et ( A<)i € / une famille de parties 
connexes telles que A fl A* ^ 0 pour tout i, alors A U |J iG/ Ai est connexe. 

Indiquons enfin une derniere propriete des espaces connexes. 

Proposition 2.39.8 Soient A une partie d’un espace topologique X et B une par- 
tie connexe de X. Si B rencontre A et X - A, alors B rencontre lafrontiere de 
A. 
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Preuve Si B ne rencontrait pas la frontiere de A , les ensembles Int A fi B et 
Int (X — A) n B seraient deux ouverts non vides de B , disjoints et leur reunion 
serait B d’apres la proposition 2.10.3, ceci serait contraire a la connexitd de B. 

Q.E.D. 

Corollaire 2.39.9 Dans un espace connexe X, une partie non vide distincte de X 
admet une frontiere non vide. 

Un sous-espace d’un espace connexe n’a aucune raison d’etre connexe en gd- 
ndral. Par contre, un produit d’espaces connexes est connexe ; pour demontrer ce 
resultat nous aurons besoin du 

Lemme 2.39.10 Soit {Xi) ie j une famille d’espaces topologiques et soit 
a = {oi)i£i un point de I’espace produit X. Alors l f ensemble A des x = 
tels que x-i = a* saufpour un nombre fini d’ indices i est dense dans X. 

Preuve En effet, tout ouvert elementaire non vide rencontre A. Q.E.D. 

Theoreme 2.39.11 Un produit X = n^e/ ^ d’espaces topologiques non vides 
est connexe si, et seulement si, tous les espaces facte urs sont connexes . 

Preuve Si X est connexe, les espaces facteurs sont connexes car les projections 
sont continues et surjectives. Reciproquement, supposons les espaces facteurs 
connexes et soit / : X — > D une application continue a valeurs dans un espace 
discret D. Soit a = (a.j)* G / un point de X. Les applications partielles Xi •->> f{x) 
dtant continues, la proposition 2.39.2 montre que / est constante sur l’ensemble 
des x = ( Xi)i£i tels que Xi = a* sauf pour une valeur de l’indice i, done grace 
au meme raisonnement / est constante sur l’ensemble des x = (xi)i^i tels que 
Xi = at sauf pour deux valeurs de V indice i , et par recurrence / est done constante 
sur l’ensemble A du lemme 2.39.10, done sur X d’apres ce lemme et le principe 
du prolongement des identitds. Q.E.D. 

Dans un espace produit, une partie non vide de la forme ILe/ est connexe 
si, et seulement si, tous les Ai sont connexes. Si X est un ensemble et Y est un 
espace topologique, l’espace 3 r s (X;Y) muni de la topologie de la convergence 
simple est connexe si, et seulement si, Y est connexe. 

Exercice 2.39.1 Soient A et B des parties d’un espace topologique. Si A et B sont fermds et si 
A U B et A fl B sont connexes, montrer que A et B sont connexes. 

Exercice 2.39.2 Soient A et B des parties d’un espace topologique. Si A et B sont connexes et si 
A fl B ou A fl B est non vide, montrer que A U B est connexe. 

Exercice 2.39.3 Soit (C**)^/ une famille de parties connexes filtrante pour Pinclusion : pour tout 
i,j G /, il existe k e I tel que Ci U Cj c C^. Montrer que U*e/ ft est connexe. 

Exercice 2.39.4 Soient X un espace connexe et (Oi)$ € j un recouvrement ouvert de X. Montrer 
que, pour tout x, y G X, il existe une sous-famille finie (Oi p ) i< p < n telle que x G O i x , y G 0* n et 
°i P n °i ,,+ 1 ^ 0 pour 1 < p < n — 1. 
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Exercice 2.39.5 Soient X> Y des espaces connexes, A et B des sous-ensembles stricts de X et Y t 
montrer que X x Y — A x B est connexe. 

Exercice 2.39.6 Soit (K n ) une suite ddcroissante de compacts non vides dans un espace topolo- 
gique X. 

1. Montrer que K = fl^o ^ n est un com P act non vide et, que pour tout voisinage V de K , il 
existe n G N tel que K n C V. 

2. Si tous les compacts K n sont connexes, montrer que K est connexe [raisonner par l’absurde et 
utiliser la proposition 2.3 1 .9]. 

Exercice 2.39.7 Montrer que dans un espace mdtrique connexe non bornd, toute sphere est non vide. 

Exercice 2.39.8 Soit X un espace mdtrique compact, montrer l’dquivalence des propridtds suivantes 

1. X est connexe, 

2. pour tout e > 0 et tout x,y € X> il existe une suite finie de points de X y (a?*) 0 <*<r», telle que 
xo = x, x n = y et d(xi , Xi+i ) < e pour tout i G [0, n — 1] : on dit alors qu’il existe une e — chaine 
reliant x et y. 

Exercice 2.39.9 Soit X un espace mdtrique compact, on suppose que, pour tout a E let tout 
r > 0, B(a\r) = B'(a;r). Montrer alors que toute boule ouverte ou fermde est connexe [soit 
x G B'(a\r) et soit A Sy e > 0 , l’ensemble des y G B'(a;r) tels qu’il existe une e — chaine 
(exercice 2.39.8) dans B'(a\ r) reliant x et y ; montrer que A e est compact, que inf^^ d(a, y) = 0 
et en ddduire que a G A e ]. 

Exercice 2.39.10 Soient X un ensemble, Y un espace mdtrique, montrer que l’ensemble Jb(X ; Y) 
des applications bomdes de X dans Y est k la fois ouvert et fermd dans 3 U (X\ Y). 

Exercice 2.39.11 1. Soient X un espace topologique, Y un espace mdtrique et A c £ U (X\Y) 
une partie dquicontinue. Montrer que l’ensemble des x G X tels que A{x) = {f(x ) ; / G A} soit 
prdcompact est k la fois ouvert et fermd. 

2. Si X est un espace compact connexe et si Y est un espace mdtrique complet, en ddduire qu’une 
partie A C G U (X\Y) dquicontinue est relativement compacte dds qu’il existe un point a G X tel 
que A(a) soit relativement compact : ceci affaiblit, dans le cas ou X est connexe, la seconde condition 
figurant dans le thdordme 2.34.5 d’Ascoli. 

2.40 Parties connexes de la droite reel I e 

Theoreme 2.40.1 Les parties connexes deRetR sont les intervalles de R et R. 
En particulier, R et R sont des espaces connexes. 

Note Un intervalle I de R ou R peut etre limite ou illimite ; si a = inf I designe 
son origine et b = sup I son extremite, un tel intervalle sera note | a, b\ ; les points 
a et 6 n’appartiennent pas necessairement a I et peuvent etre infinis. 

Preuve Nous raisonnerons sur R ; le theoreme pour R s’en deduit de suite puisque 
R est un sous-espace de R. __ 

1 . Soit I une partie connexe non vide de R ; posons a = inf / et b = sup I. 
Alors tout x tel que a < x < b appartient necessairement a /, sinon les ensembles 
In [— oo, x[ et In ]x, +oo] formeraient une partition de I en deux ouverts de I non 
vides et disjoints. Ceci prouve que I est un intervalle d’origine a et d’extremite b. 
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2. Reciproquement, soit I = | a, b\ un intervalle non vide de R. Cet intervalle 
peut s’ecrire comme une reunion d’une famille d’ intervalles de la forme [x, y] dont 
1’ intersection est non vide. D’apres le corollaire 2.39.5, il suffit de prouver que tout 
intervalle compact [x, y] est connexe. Supposons non connexe un tel intervalle 
[x, y] ; il existerait alors deux fermes, done deux compacts K\ et K 2 non vides et 
disjoints tels que [x, y\ = K\ U K 2 ; d’apres le corollaire 2.33.13, il existerait des 
points a-i £ Ki tels que 

d(ai,a 2 ) = d(K u K 2 ); 

les compacts K\ et K 2 etant disjoints, on aurait a\ ^ a<i et l’intervalle non vide 
]ai, a 2 [ si a\ < a 2 ou ]a 2 , a \ [ si <12 < a\ n’appartiendrait pas a K\ U K 2 = [#> 2 /]» 
ce qui est absurde. Q.E.D. 

Compte tenu du theoreme 2.39.1 1, on a le 

Corollaire 2.40.2 Les espaces R n et C n sont connexes. 

Corollaire 2.40.3 Theoreme des valeurs intermediaires Soient X un espace 
connexe , / : X — > R une application continue , a et b deux points de X. Po - 
sons a = f(a ), p = /(£>). Alors , pour tout 7 £ [a,/3] si a < ft ( 7 £ [fi,a\ si 
P < a), il existe un point c £ X tel que 7 = /(c). 

Preuve En effet, f(X) est une partie connexe de R (theoreme 2.39.1), done un 
intervalle de R (theoreme 2.40.1) et cet intervalle contient les points a et p done 
tout l’intervalle [a, p] si a < P ([p, a] si p < a). Q.E.D. 

Exercice 2.40.1 Montrer que les intervalles ]a, b[ et ]a, 6], a < 6, ne sont pas homeomorphes. 
Exercice 2.40.2 Montrer que toute application continue / : [— 1, 1] [— 1, 1] admet un point fixe. 

Exercice 2.40.3 Montrer qu’il n’existe pas duplication continue / : R — > K telle que 
/(Q) C R - Qet f(R - Q) C Q. 

Exercice 2.40.4 Soit X un ensemble totalement ordonnd muni de la topologie de Tordre (exercice 
2.9.3). 

1. Montrer que X est connexe si, et seulement si, 

{ toute partie non vide de X majorde admet une borne supdrieure et pour tout 
x, y £ X t x < y, l’intervalle ]x, y[ est non vide. 

2. On suppose X connexe, montrer qu’un ensemble I C X est un intervalle si, et seulement si, 
pour tout x, y E X, x < y, on a ]x, y [ C /. Montrer que les parties connexes de X sont les intervalles 
deX. 

Exercice 2.40.5 Soient I un intervalle de K et / : I — ► R une fonction continue injective. 

I. Soient x>y> z e I tels que x < y < z, montrer que Ton a, soit /(x) < f(y) < f(z ), soit 
f(x) > f(y) > f(z) [utiliser le corollaire 2.40.3]. 

2. Soient a, 6 £ /, a < 6, si /(a) < f(b) (resp. /(a) > /(6)), montrer que / est strictement 
croissante (resp. ddcroissante). 

3. En ddduire que / est un homdomoiphisme de I sur /(/). De plus, si I est un intervalle ouvert 
(resp. compact), alors /(/) est un intervalle ouvert (resp. compact). 

Exercice 2.40.6 Sur K, on note d(x, y) = |x — j/| la distance usuelle et, pour toute fonction injective 
/ : R -> K, on considdre la distance df(x,y) = |/(x) — /(y)|. Montrer que 

1 . les distances detdf sont topologiquement dquivalentes si, et seulement si, / est continu. 



202 CHAPITRE 2 TOPOLOGIE 


2. les distances d et dj sont uniformdment dquivalentes si, et seulement si, / est un homdomor- 
phisme uniformdment continu de E sur M ainsi que / -1 , 

3. les suites de Cauchy pour detdf sont les mdmes si, et seulement si, / est un homdomorphisme 
de E sur E, 

4. E muni de la distance df est complet si, et seulement si, /(E) est fermd. 

Definition 2.40.1 Un chemin dans un espace topologique X est une application 
continue f : [a, 6] -* X definie sur un intervalle compact de M. 

L’image /([a, b ]) de 1’intervalle [a, b] par / sera appelde un arc de courbe ; le 
point A = f(a) est appeld l’origine du chemin, le point B = f(b) l’extremite du 
chemin. D’apr&s les theoremes 2.39.1 et 2.40.1, un arc de courbe dans un espace 
topologique X est une partie connexe de X. D’apres la proposition 2.39.8, on a 
done la 

Proposition 2.40.4 Theoreme du passage de la frontiere 

Soit f : [a, 6] — > X un chemin dans un espace topologique X et soit A une partie 
de X telle que f(a) £ A et f(b) £ X — A. Alors il existe t £ [a, b] tel que 
f(t) £ Fr A. 

Definition 2.40.2 Un espace topologique X est dit connexe par arc si, pour tout 
x, y de X, il existe un chemin f : [0, lj -» X d’origine x et d*extremite y. 

Remarque 2.40.1 Soient x, y y z trois points d’un espace topologique X. S’il existe 
un chemin / : [0, 1] -» X d’origine x et d’extremite y et un chemin g : [0, 1] -* X 
d’origine y et d’extremite z, alors il existe un chemin h : [0, 1] — > X d’origine x 
et d’extremite z. En effet, il suffit de definir h de la fagon suivante : h(t ) = f(2t) 
pour 0 < t < 1/2 et h(t) = g(2t - 1 ) pour 1/2 < t < 1 . 

Proposition 2.40.5 Un espace connexe par arc est connexe. 

Preuve En effet, soit a un point de X ; alors pour tout x de X , il existe un chemin 
f x : [0, 1] ->> X tel que f x ( 0) = a et f x ( 1 ) = x et on a alors X = \J xeX /*([ 0 , 1 ]), 
qui est done connexe d’apres le corollaire 2.39.5. Q.E.D. 

Un espace connexe n’est pas necessairement connexe par arc (exercice 2.41 .2). 

Proposition 2.40.6 Tout produit d’espaces connexes par arc est connexe par arc. 

Preuve Notons X = niLi ^ un te ^ es P ace produit. Soient x = (x*)^/, 
y = ( Vi)iei deux points de X. Pour tout i £ /, il existe une application 
continue 7 * : [0, 1] -> Xi telle que 7 ^( 0 ) = x* et 7 ^( 1 ) = y im L’ application 
7 : t 1 y ( 7 i(t))i e i est continue et 7 ( 0 ) = x et 7 ( 1 ) = y , ce qui permet de 
conclure. Q.E.D. 

L’ espace R etant evidemment connexe par arc, les espaces R n et C n sont 
connexes par arc. 

Exercice 2.40.7 Montrer que 1’ image continue d’un espace connexe par arc est connexe par arc. 

Exercice 2.40.8 Montrer que les spheres S n , n > 1, sont connexes par arc et que les espaces 
projectifs P n (K) sont connexes par arc [utiliser Texercice 2.40.7]. 
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Exercice 2.40.9 Soit X un espace connexe tel que, pour tout x e X, il existe un voisinage V de x 
tel que, pour tout y e V, il existe un chemin tracd dans X joignant les points x et y. Montrer que X 
est connexe par arc. 

Exercice 2.40.10 Espace localement connexe par arc Un espace topologique X est dit localement 
connexe par arc si tout point admet un systfcme fondamental de voisinages connexes par arc. 

1. Montrer qu’un espace X est localement connexe par arc si, et seulement si, pour tout x de X 
et tout voisinage V de x , il existe un voisinage W de x tel que, pour tout y € W, il existe un chemin 
tracd dans V joignant les points x et y. 

2. Un espace connexe, localement connexe par arc est connexe par arc [exercice 2.40.9]. 

3. Un espace mdtrique est localement connexe par arc si, et seulement si, pour tout x G X et tout 
e > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout y e B(x\ 6 ), il existe un chemin tracd dans la boule B(x ; e) 
joignant les points x et y. 

4. Soit X un espace mdtrique compact, localement connexe par arc, montrer que, pour tout e > 0, 
il existe 6 > 0 tel que, pour tout x, y E X vdrifiant d(x , y) < 6, il existe un chemin joignant x et y 
de diamfctre < e [raisonner par Pabsurde]. 

Exercice 2.40.11 1. Montrer qu’un produit fini d’espaces localement connexes par arc (exercice 
2.40. 10) est localement connexe par arc. 

2. Montrer que tout produit d’espaces connexes et localement connexes par arc est connexe et 
localement connexe par arc. 

Exercice 2.40.12 Montrer que tout espace metrique compact, connexe et localement connexe par 
arc X est une image continue de l’intervalle [0, 1] [soit / : C X une surjection continue (exercice 
2.33.5) ou C ddsigne l’ensemble de Cantor ; on peut dcrire [0, 1] — C = USJLoW’ ^n[ ou * es * nter " 
valles ]a n , b 7l [ sont disjoints deux h deux ; montrer que lim n _).oo (b n — a n ) = 0 et en ddduire que 
lim n _»oo d(f(a n ), f(b n )) = 0 ; en utilisant l’exercice 2.40.10, construire des fonctions continues 
7 n : [a ni b n ] -> X tellesque 

7 n(a n ) = f(a n )y 7 n(b n ) = f(b n ) et lim diam7 n ([a n ,6n]) =0; 

n—too 

prolonger alors / en une surjection continue g : [0, 1] -> X en posant </|[ ani 6„l = In]- Comparer 
avec l’exercice 2.36.10. 


2.41 Composante connexe 

Sur un espace topologique X , considerons la relation R(x , y) 

(2.41.1) il existe une partie connexe de X contenant x et y. 

On definit ainsi une relation d’equivalence sur X. Cette relation est en effet 
reflexive car toute partie reduite a un element est connexe ; elle est evidemment 
symetrique et la transitivite resulte du corollaire 2.39.5. Les classes d’equivalence 
assoctees a cette relation d’ Equivalence sont appelees les composantes connexes de 
X. L’ensemble des composantes connexes de X constitue une partition de X. Pour 
tout x de X y il existe une composante connexe de X qui contient x, on l’appelle la 
composante connexe de x. 

Proposition 2.41.1 La composante connexe d'un point x est le plus grand en- 
semble connexe contenant x. 
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Preuve Notons C x la composante connexe de x. D’apres la definition (2.41.1) 
de la relation d’equivalence R, un point y appartient a C x si, et seulement si, il 
existe un ensemble connexe contenant x et y. II en resulte que C x est la reunion 
de tous les ensembles connexes contenant x et cette reunion est connexe d’apr&s 
le corollaire 2.39.5. Q.E.D. 

Corollaire 2.41.2 Les composantes connexes sont des ensembles connexes fer- 
mes. 

Preuve En effet, l’adh£rence d’un ensemble connexe est connexe (corollaire 2.39.4) 
et la composante connexe d’un point x est le plus grand ensemble connexe conte- 
nant x. Q.E.D. 

Les composantes connexes sont fermees ; s’il n’y a qu’un nombre fini de com- 
posantes connexes, elles sont egalement ouvertes, mais en g£n£ral elles ne le sont 
pas sauf pour une cat^gorie particuliere d’espaces que nous allons etudier mainte- 
nant. 

Definition 2.41.1 Un espace topologique X est dit localement connexe si tout 
point admet un syst&me fondamental de voisinages connexes. 

Un espace localement connexe n’est pas necessairement connexe (par exemple 
un espace discret) et un espace connexe n’est pas necessairement localement 
connexe (exercice 2.41.2). 

Dans un espace localement connexe, tout sous-espace ouvert est localement 
connexe. Un produit fini d’espaces localement connexes est localement connexe 
d’apres le theoreme 2.39.1 1. 

L’ espace R est localement connexe : l’ensemble des intervalles 
]x-e,£ + £:[ou£ > 0 

constitue un systeme fondamental de voisinages connexes du point x. II en resulte 
que les espaces M n , C n sont localement connexes. 

L’interet des espaces localement connexes reside dans la propriety suivante. 

Proposition 2.41.3 Un espace topologique X est localement connexe si , et seule- 
ment si, les composantes connexes de toute partie ouverte sont ouvertes. 

Preuve La condition est n&essaire. Soit C une composante connexe d’un ouvert O 
et soit x € C 9 il existe un voisinage connexe V de x tel que x GV C O \ C £tant le 
plus grand ensemble connexe contenant x et contenu dans O, on a necessairement 
V C C ce qui prouve que C est un voisinage de chacun de ses points, done un 
ensemble ouvert. 

La condition est suffisante. Soit O un voisinage ouvert d’un point x de X , alors 
la composante connexe de O qui contient x est ouverte, done un voisinage de x 
contenu dans O, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Corollaire 2.41.4 Dans un espace localement connexe separable, tout ouvert est 
une reunion denombrable d y ouverts connexes disjoints. 
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Preuve Un ouvert est en effet eg al a la reunion de toutes ses composantes connexes 
qui sont ouvertes et disjointes deux a deux. L’ensemble (C*).^/ de ces compo- 
santes connexes est par ailleurs denombrable : si D est une partie denombrable 
partout dense, Ci D D est non vide, soit x\ e Ci D D ; P application i »->* Xi de I 
dans D est injective, done I est denombrable. Q.E.D. 

Ceci permet de preciser le corollaire 2.5.9 comme suit. 

Corollaire 2.41.5 Un ouvert de R est une reunion denombrable d’intervalles ou- 
verts disjoints. 

Exercice 2.41.1 Soient X un espace topologique, / : X — > M une application s.c.s. et A Pensemble 
des points ou / admet un minimum local (exercice 2.9.5). Montrer que / est constante sur chaque 
composante connexe de A. 

Exercice 2.41.2 Dans IR 2 , on considdre le sous-espace A reunion des deux sous-ensembles 
{(a?, y) E M 2 ; x E R - Q et y > 0} et {(a;, y) E IR 2 ; x E Q et y < 0}. 

Montrer que A est un espace connexe, non localement connexe et non connexe par arc [pour ddmontrer 
que A est connexe, soit / : A -> D une application continue a valeurs dans un espace discret, 
considdrer Pensemble connexe B = A U (Q x {0}), prolonger / en une application g : B — ► D 
en posant g(x , 0) = /( x, y) pour x £ Q et y < 0, puis verifier que g est continu ; pour ddmontrer 
que A n’est pas connexe par arc, considdrer un chemin (/, g) : [0, 1] -» A joignant deux points 
(x,y) et (x',?/) de A tels que y > 0 et y' < 0 et une composante connexe ]a,6[ de Pouvert 
{t E]0, 1[ ; g(t) < 0}]. 

Exercice 2.41.3 Espace extremement discontinu Soit X un espace topologique, montrer Pdquiva- 
lence des propridtds suivantes 

(EDi ) Padhdrence de tout ouvert est un ensemble ouvert, __ 

(ED 2 ) quels que soient les ouverts disjoints 0\ et O 2 , on a Oi fl O 2 = 0. 

Un espace sdpard verifiant ces propridtds est dit extrdmement discontinu. Montrer que dans un tel 
espace toute partie connexe non vide est rdduite a un point. 

Exercice 2.41.4 Soient X un espace connexe, A une partie connexe de X. 

1. Soit M une partie de X — A a la fois ouverte et fermde dans X — A, montrer que A U M 
est connexe [soient Oi, O 2 des ouverts disjoints de A U M tels que A U M = 0\ U O 2 ; A dtant 
connexe, on peut supposer A c 0 \ , AC\C >2 = 0 ; montrer que O 2 est ouvert et fermd dans X (utiliser 
Pexercice 2.20.1)]. 

2. Si M est une composante connexe de X — A, montrer que X — M est connexe [soient 0 \ , O 2 
des ouverts disjoints de X - M tels que X - M = 0\ UO 2 , on peut supposer A C 0 \ , i4fl02 = 0 ; 
en utilisant 1., montrer que M U O 2 est connexe]. 

Exercice 2.41.5 Soient X un espace sdpard connexe, Y = X x X — A ou A est la diagonale 
de X x X. Pour toute partie A c X x X, on note A~ l Pirnage de A par Phomeomorphisme 
(x,y) (y,x). _ i 

1. Soient Oi, O 2 deux ouverts disjoints tels que Y = 0\ U O 2 et Oi = O i . 

a. Soit x e X, si Oi(x) est non vide, montrer que Oi(x) = Oi(x) U {rc}. 

b. Montrer que 0\ (a;) et O 2 (x) sont connexes pour tout x € X [utiliser Pexercice 2.39.1]. 

c. Soit y E Oi(x), montrer que 02 ( 2 ) x {y} C 0\ ; en ddduire que 

((ar, 2 /) E Oi et (x } z) E O 2 ) => {y, z ) € 0\ 
et que, pour tout ieX, Pun des deux ensembles 0\ (x), O 2 ( 2 ) est vide. 
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d. Montrer que l’un des ou verts Oi, O 2 est vide. 

2. Soient 0 1 , O 2 deux ouverts non vides et disjoints tels que Y = 0\ U O 2 . Montrer que 
Y = U\ UU 2 UC /12 oij Ui = Oi flO“\ U \2 = (Oi flOJ 1 ) UfOj -1 n02),etddduirede l.que 
0\ = O J 1 et que 0\ et O 2 sont connexes. 

3. Ddduire de ce qui precede que, ou bien Y est connexe, ou bien Y admet deux composantes 
connexes Cet C~ l . 

Exercice 2.41.6 Soit X un espace connexe compact, montrer que X est localement connexe si, et 
seulement si, pour tout recouvrement ouvert ( Oi) ie j , il existe un recouvnement fini (Cj)j^j plus 
fin (exercice 2.35.1 1) et constitud de parties connexes compactes [pour verifier que la condition est 
ndcessaire, on procddera ainsi : soit x E X, il existe i(x) E / et un ouvert U x tel que 

x€U x CU x C O i(x) ; 

on note A le recouvrement ouvert constitud de toutes les composantes connexes des ouverts U x , x 
ddcrivant X ; si ( Aj)j e j est un sous-recouvrement fini, prendre Cj = Aj ; pour ddmontrer que la 
condition est suffisante, soit x € X et soit O un voisinage ouvert de x ; considdrer le recouvrement 
ouvert {Oy X — {x}} et un recouvrement fini plus fin constitud de parties connexes compactes pour 
construire un voisinage connexe de x contenu dans O]. 

Exercice 2.41.7 Soient X un espace connexe compact localement connexe, Y un espace sdpard et 
/ : X — ► Y une application continue surjective. Montrer que Y est un espace connexe compact 
localement connexe [utiliser le critdre de Pexercice 2.41.6]. 

Exercice 2.41.8 Theoreme de Sierpinski Montrer qu’un espace mdtrique connexe compact X est 
localement connexe si, et seulement si, pour tout e > 0, X est la rdunion d’une famille finie de parties 
connexes compactes de diamdtre < e [utiliser le critdre de Pexercice 2.41.6 et Pexercice 2.30.5]. 


2.42 Espaces connexes compacts 

Dans un espace compact X , les composantes connexes sont compactes, car fer- 
mees. Nous allons £tudier d’une fagon plus precise les propri^tes de ces compo- 
santes connexes. 

Lemme 2.42.1 Soit C une composante connexe d’un espace compact X , alors C 
est egal a V intersection des voisinages deC ala fois ouverts etfermes. 

Preuve Notons S l’ensemble des voisinages de C a la fois ouverts et fermds, po- 
sons 

D = fives L’ensemble D est ferme, done compact et il contient C. Sup- 
posons D ^ C, alors D n’est pas connexe ; il existe des fermes non vides et 
disjoints M et N tels que D = M U N et l’espace X etant normal (proposition 
2.31.9), des ouverts disjoints Om et On tels que M C Om> N C O^. La fa- 
mille ( X — V)vg9 est un recouvrement ouvert du compact X — Om U On , car 
U Keg (X- F) = X-D = X-MUN. Il existe done une famille finie (V*)^/ de 
S telle que (J ^ X—Om^On, soit Vq C OmUO# ou Vo = f] i& j Vi 

appartient encore a S- 
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Etant donnd que C est connexe et que CcMU^onaCcMouCciV; 
supposons C C M pour fixer les idees. L’ensemble Vo H Om est ouvert, il est 
egalement ferme vu que VoCiOm = Vbn(X— On) et il contient C, par consequent 
Vo D Om € S, d’ou D c Om ce qui est absurde. Q.E.D. 

Proposition 2.42.2 Soit C une composante connexe compacte d’un espace loca- 
lement compact X. Alors, C admet un systeme fondamental de vois inages a lafois 
ouverts et fermes . 

Preuve 1 . Supposons d’abord X compact. Soit O un voisinage ouvert de C, X — O 
est compact et la famille (X — V)ve9> 0 & S designe l’ensemble des voisinages de 
C a la fois ouverts et fermes, est un recouvrement ouvert de X — O car 

[j{X-V) = X-Cz>X-0 

d’apres le lemme 2.42.1. Il existe un sous-recouvrement fini ( Vi)iei> on a alors 

X -V 0 DX-O 
ou Vo = flie/ Vi € 9, d’ou F 0 C O. 

2. Lorsque X est localement compact, montrons que tout voisinage ouvert O 
de C contient un V G 9. Soit K un voisinage compact de C (proposition 2.35.1), 
O fl K est un voisinage ouvert de C contenu dans K , on peut done supposer 
O C K. Alors, O est un voisinage ouvert de C dans le sous-espace compact K ; 
d’apres 1. il existe un voisinage V de C dans K ^ la fois ouvert et ferme dans K 
tel que C C V C O. L’ensemble V est ouvert dans K, done dans O (car O est 
contenu dans K ), done dans X car O est ouvert ; l’ensemble V est ferme dans K , 
done dans X car I< est ferme et ceci prouve que V G 9- Q.E.D. 

Lemme 2.42.3 Soient X un espace localement compact et connexe , O un ouvert 
relativement compact non vide et distinct de X. Alors les composantes connexes 
de O (qui sontfermees dans O) ne sont pas fermees dans X. 

Preuve Raisonnons par l’absurde. Soit C une composante connexe de O, suppo- 
sons la fermee dans X, alors C est compact vu que O est relativement compact. 
Il existe (proposition 2.35.1) un voisinage compact K de C tel que C C K C O 
et, d’apres la proposition precedente, il existe V ^ la fois ouvert et ferme dans O 
(qui est bien un sous-espace localement compact) tel que C c V C K. Montrons 
que V est a la fois ouvert et ferme dans X : V est ferme dans O, done dans K et, 
K etant ferme dans X, V est ferme dans X ; V est ouvert dans O et, O etant un 
ouvert de X, V est bien ouvert dans X. L’ensemble V a la fois ouvert et ferme 
etant non vide et distinct de X (car O X), X ne saurait etre connexe. Q.E.D. 

Proposition 2.42.4 Soient X un espace localement compact, O un ouvert de X 
distinct de X et soit X' = X U {a;} le compactifie d’Alexandroffde X. Alors, les 
proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. U espace X' — O est connexe. 

2. Le point u est adherent a toute composante connexe de X — O. 
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Preuve 1 => 2 Notons (C*)^/ les composantes connexes de X — O. Par hypothese 
K = X' — O est un espace compact connexe, ojeKetX — 0 = K — {a;} est un 
ouvert non vide de K distinct de K. On peut done appliquer le lemme precedent 
dans l’espace K a cet ouvert X — O : toute composante connexe C< est fermee dans 
K — {a;}, mais n’est pas fermee dans K ; autrement dit, u> est un point adherent a 
Ci. 

2 1 On a X - O = Uigj Q et X' - O = \J ieI Q U {u}. D’apres 2. et 

le corollaire 2.39.3, Ci U {cj} est connexe et il suffit d’utiliser le corollaire 2.39.5 
pour en deduire que X 1 - O est connexe. Q.E.D. 

Corollaire 2.42.5 Soit X un espace non vide, localement compact et connexe et 
soit X' = X U {a;} le compactifie d’Alexandroff de X. Alors, X f est connexe si, 
et seulement si, X n *est pas compact . 

Preuve On applique la proposition precedente en prenant 0 = 0. Alors, X / est 
connexe si, et seulement si, le point uj est adherent a X. Dire que le point u est 
adherent a X = X' - {cj} signifie que {a;} n’est pas ouvert, e’est-k-dire que X 
n’est pas ferme dans X\ done n’est pas compact ce qui permet de conclure. Q.E.D. 
Note Bien entendu, ce corollaire peut se demontrer directement : si X est compact, 
X et {u} sont deux fermes de X' non vides, disjoints et de reunion X\ done X' 
n’est pas connexe ; reciproquement, si X n’est pas compact, X est dense dans X f 
qui est done connexe d’apr&s le corollaire 2.39.4. 

Corollaire 2.42.6 Les spheres S n (n > 1) sont connexes . 

Preuve La sphere § n est le compactifie d’Alexandroff de R n , espace localement 
compact et non compact. Q.E.D. 

Exemple 2.42.1 L’espace X = R n (n > 1) a pour compactifie d’Alexandroff la 
sphere § n . Si A est une partie de R n , dire que le point h l’infini u> est adherent a A 
signifie simplement que A n’est pas borne dans M n , la proposition 2.42.4 peut done 
s’enoncer comme suit :S n — O est connexe si, et seulement si, les composantes 
connexes de R n — O sont non bornees. On peut s’exprimer d’une fagon imagee en 
appelant trou de O toute composante connexe bornee de K n — O ; alors, § n — O 
est connexe si, et seulement si, Pouvert O n’a pas de trou. 

Exercice 2.42.1 Espace totalement discontinu Un espace topologique est dit totalement discontinu 
si les parties connexes de X sont rdduites a un point. Montrer qu’un espace mdtrique compact est 
totalement discontinu si, et seulement si, pour tout e > 0, il existe une partition finie de X constitute 
de parties compactes de diam&tre < e [pour dtmontrer que la condition est ntcessaire, utiliser la 
proposition 2.42.2]. 

Exercice 2.42.2 Montrer qu’un espace mttrique compact non vide, totalement discontinu (exercice 
2.42.1) et sans point isolt est homtomorphe & l’ensemble de Cantor [utiliser la mdthode de l’exercice 
2.33.5 : construire la famille ( A e ) telle que AqP\A\ = 0, A e t n A e n = 0 gr&ce h l’exercice 2.42.1]. 

Exercice 2.42.3 Soit X un espace mttrique compact. 

1. Montrer que l’ensemble A des parties de X a la fois ouvertes et fermtes est dtnombrable [si 
(B n ) est une base de la topologie, noter que tout Ae A s’tcrit comme une rtunion finie de B n ]. 
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2. On pose A = (D n ) n > i et on ddfinit une application / : X -> Ca valeurs dans Pensemble 
de Cantor (exercice 2.6.2) en posant f(x) = J2%Li x n/ 3 n od x n = 2 si x e D n et x n = 0 si 
x 0 D n . Montrer que P application / est continue, constante sur chaque composante connexe de X et 
qu’elle prend des valeurs diffdrentes sur des composantes connexes diffdrentes [pour verifier ce dernier 
point utiliser la proposition 2.42.2]. 

3. En ddduire qu’un espace mdtrique compact est totalement discontinu (exercice 2.42.1) si, et 
seulement si, il est homdomorphe a un sous-espace fermd de Pensemble de Cantor. 

Exercice 2.42.4 Soit X un espace mdtrique complet, connexe et localement connexe (par exemple 
[0, 1]), montrer que X ne peut s’dcrire comme une reunion infinie ddnombrable de fermds, non vides 
et disjoints deux h deux [on raisonne par l’absurde, supposons X = IJ^Lo ^ n * es * n sont f erm ^ s » 

non vides et disjoints ; on pose G n = F n — F n et G = U^Lo ; montrer que G est fermd et en 
deduire que G est un espace de Baire, puis montrer que les G n sont fermds dans G et d’intdrieur vide 
dans G et en deduire que G est maigre dans G ; conclure]. 




E - Corriges des exercices 


2.43 Exercices du chapitre 2.A 

EXERCICE 2.1.1 

1. Si a; + y > 0, on a \x + y\ = x + y ou x < \x\ et y < \y\ ; d’apr£s (2.1.1), on en d&luit 
\x 4- y\ = x + y < \x\ + y < \x\ + \y\. 

Si x + y < 0, on a \x + y\ = — (: x + y) = (—x) + (— y), ou —x < |#| et — y < \y\ et on 
en ddduit l’in6galit£ triangulaire comme pr^cddemment. 

2. Quant a la seconde relation, lorsque x et y sont positifs, x y est positif d’apr&s (2. 1 .2), 
d’ou \xy\ =xy= \x\ \y\. 

Lorsque x est n^gatif et y positif, on notera d’abord que —x est positif. En effet, d’aprfcs 
(2.1.1) on a x + (—x) < 0 + (-x), soit 0 < —x. On peut alors ^crire xy = —(—x) y , 
d’ou \xy\ = |(-#) y | = (-a;) y d’aprfcs le premier cas 6tudi6 et on conclut en remarquant 
que —x = |x| et y = \y\. 

On traite de la meme fa^on les deux autres situations. 

EXERCICE 2.1.2 

Onarc = y + x - y, d’ou \x\ < \y\ + \x — y\ d’apres l’in^galit^ triangulaire et 
M - \y\ < \x - y\ d’aprSs (2.1.1). En permutant x et y , on obtient 
M - l*| < \y-x\ = |rc — 2/|, 

d’ou le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.2.1 PARTIE BIEN ORDONNEE DE E 

1 . On ddfinit une application / : A -» R de la fa$on suivante : si A admet un plus grand 
dtement a, on pose /(a) = a + 1 et, si a n’est pas le plus grand 616ment de A lorsqu'il 
existe, on prend 

/(a) = min M ou M = {x G A ; x > a}. 

On a alors a < f(a) et A fi ]a, /(a) [ = 0 pour tout a e A. 

2. Montrons que les intervalles ouverts ]a, f(a)[ et ]&,/(&)[ sont disjoints lorsque 
a ^ b. Supposons a < b par exemple, alors f(a) < 6, sinon on aurait a < b < f (a) 
ce qui est contraire & la definition de /(a) ; ceci prouve que a < /(a) < 6 < /(6), d’ou le 
r£sultat annoncd. 

3. D’apres la proposition 2.2.5, ]a, /(a)[DQ est non vide ; il existe done (axiome de 
choix) une application g : A -» Q telle que a < g(a) < f(a ) pour tout a G A ; cette ap- 
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plication est injective d’aprhs 2., d’ou Card A < Card Q et, Q etant ddnombrable (exercice 
1.9.3), ceci prouve que A est ddnombrable. 

EXERCICE 2.6.1 

On a R = Q U (R — Q) et, Q etant denombrable, R - Q ne peut etre denombrable, sinon R 
serait denombrable (proposition 1.9.6). On a done Card <Q> < Card (R - Q) ; vu l’exercice 
1.9.4 Card R = Card (R - Q), ce qui prouve que l’ensemble des irrationnels a la puissance 
du continu. 

EXERCICE 2.6.2 ENSEMBLE TRIADIQUE DE CANTOR 

1. Les intervalles E n i etant ouverts, E n est ouvert d’aprhs (Oi) (proposition 2.5.7) ; le 
mSme argument montre que E = U^Li &n est ouvert, done C, qui peut s’ecrire 
C = [ 0 , 1 ] D (R - E ), est ferm 6 d’aprhs (O 2 ) (proposition 2.5.2). L* ensemble C etant 
fermd et born 6 est done compact (thdorfcme 2.5.5). 

2, a. Si un reel x e [0, 1] admet deux ddveloppements triadiques, Tun est 
de la forme x = O.ai . . . a n 2 ...2... ou n > 1, a n = 0 ou 1 , le second etant alors 
x = O.ai . . . a n + 1. Si a n = 0, alors a n + 1 = 1 et si a n = 1, a n + 1 = 2 ; ceci 
montre que si Tun des ddveloppements ne contient pas le chiffre 1 , 1* autre ddveloppement 
contient le chiffre 1. Par consequent, si x admet un developpement triadique ne contenant 
pas le chiffre 1 , ce developpement est unique. 

b. Montrons que 1 * intervalle E n i peut s’ecrire 

(2.43.1) ]0.ai . . .a n -il,0.ai . . . a n _i2[ ou aj = 0 ou 2. 

Raisonnons par recurrence sur n. On a bien E\ = ]0.1, 0.2[. Supposons (2.43. 1 ) etabli, alors 
E n i est le tiers central ouvert de l’intervalle ] 0 .ai . . . a n -i, O.ai . . • a n _i + 1[ et donne 
naissance k deux intervalles ouverts E n + 1 j qui peuvent done s’ecrire 

] 0 .ai . . . a n -i 01 , 0 .ai . . . a n -i 02 [ et ] 0 .ai . . .a n -i 21 , 0 .ai . . .a n -i 22 [ 
et qui sont bien de la forme voulue ; ceci prouve le resultat souhaite. 

Inversement, tout intervalle ]0.ai . . . a n -i 1, O.ai . . . a n _i2[ oh aj = 0 ou 2 est un 
intervalle E ni car il y a exactement 2 n_1 tels intervalles. 

c. Montrons qu’un point x € [0, 1] appartient k l’ensemble de Cantor si, et seulement 
si, x admet un developpement triadique ne contenant pas le chiffre 1. On remarque d’abord 
que les extremitds des intervalles E n % appartiennent k l’ensemble de Cantor et que ces points 
s’dcrivent 

O.ai • • • ot n - il = O.ai • • • a n _i02 2. . . ou O.ai • . .a n _i2 oh les aj valent 0 ou 2 ; 
ces points admettent bien un developpement triadique ne contenant pas le chiffre 1 . 

Considerons alors un point x = O.ai . . . a n . . . qui n’est pas extrdmitd de Tun des 
intervalles E n i ; d’aprhs la caracterisation des intervalles E n i , on observe qu’un tel point 
appartient k E n si, et seulement si, ai , . . . , a n -i 6 { 0 , 2 } et a n = 1. Un tel point appar- 
tient k l’ensemble de Cantor si, et seulement si, x n’appartient pas k E n pour tout n > 1 : 
x g E\ signifie ai ^ 1, x g Ei U E 2 signifie done ai ^ 1 et a 2 7 ^ 1 et par recurrence 
x € C signifie done a n ^ 1 pour tout n > 1. Ceci prouve le resultat annonce. 

3. Il en resulte que l’application (aj)j> 1 O.ai ... a n ... est une bijection de l’en- 
semble {0,2} N * sur l’ensemble de Cantor. L’ensemble de Cantor a done la puissance du 
continu d’aprhs la remarque 1 . 8 . 2 . 
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2.44 Exercices du chapitre 2.B 

EXERCICE 2.8.1 

Soit 3 un filtre sur un ensemble fini X. Posons A = f] Me3 r M. L* ensemble X 6tant fini, 
3 est fini, d’aprfcs (F 2 ) on en d&iuit que A appartient au filtre 3. Toute partie M contenant 
A appartient a 3 d’apr&s (Fi) et tout M G 3 contient A d’apr&s la definition de A. Ceci 
montre que 

3 = {M G 3(X ) ; A C M} 

et on obtient tous les filtres sur X en faisant d^crire & A l’ensemble des parties non vides 
de X. 

EXERCICE 2.9.1 

Soit X un espace metrique fini. Si X est un ensemble h un element {a}, la seule m6trique est 
donnee par d(a , a) = 0 et la seule topologie sur X est la topologie discrete. Si Card X > 2 
et si a G X y posons r = min x6 x-{a> d(a t x)> alors r est > 0 et B(a\r) = {a} est un 
ensemble ouvert ; tout point £tant ouvert, toute partie de X est ouverte et la topologie est 
bien la topologie discrete. 

EXERCICE 2.9.2 

1 . Sur un ensemble X = {a, 6} a deux 616ments, il existe 4 topologies diffgrentes. On a 
d’abord la topologie discrete et la topologie grosstere, puis les deux topologies definies par 
0 = {0, {a}, X} et 0 = {0, {6}, X}. 

2. Soit X = {a, 6, c} un ensemble h 3 Aments. 

D6terminons d’abord les topologies pour lesquelles aucun point n’est ouvert. On a 
d’une part la topologie grossi&re, d’autre part la topologie 0 = {0, {a,6},X} et celles 
qu’on obtient en permutant les points a, b et c. En resumd, on obtient 4 topologies. 
Supposons ensuite qu’un seul point soit ouvert. On obtient les topologies suivantes : 

0 = {0, {a},X} 3 topologies, 

0 = {0, {a}, {a, 6}, X} 6 topologies, 

0 = {0, {a}, {6, c},X} 3 topologies, 

0 = {0, {a}, {a, 6}, {a, c}, X} 3 topologies. 

Lorsque deux points sont ouverts, on obtient 

0 = {0, {a}, {6}, {a, 6}, X} 3 topologies, 

0 = {0, {a}, {&}, {a, 6}, {a y c}X} 6 topologies. 

Lorsque tous les points sont ouverts, on obtient la topologie discrete. 

En rdsum6, on obtient 29 topologies. 

EXERCICE 2.9.3 TOPOLOGIE DE LORDRE 

L’ ensemble 23 des intervalles ouverts <£tant stable par intersection finie est une base de to- 
pologie d’aprfcs la proposition 2.9.4. 

Tout intervalle iermd est ferme. On a en effet X — [a, 6] =] a[ U ]6, — > [ et s’il s’agit 

d’un intervalle illimit^ 

X — ] i — , a] — ]a, — y [ et X — [a, — > [ — ] 4 — , a[. 

La topologie usuelle sur R coincide avec la topologie de l’ordre ; il en est de mSme de 
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la topologie de R. 

EXERCICE 2.9.4 

Soit 23 une base de la topologie de X et soit x G X. Si V est un voisinage de x , il existe 
un ouvert O tel que x G O C V ; cet ouvert peut s’dcrire comme une reunion d’ouverts 
appartenant ^ CB. 11 existe done un ouvert U G 23 tel que xeUcOcVct ceci montre 
que Pensemble des ouverts appartenant k 23 et contenant x est un systfeme fondamental de 
voisinages de x. 

Rdciproquement, supposons que S x = {O G 23 ; x G O} est un syst&me fondamen- 
tal de voisinages de x. Soit O un ouvert, pour tout x G O il existe O x G S x tel que 
x G O x C O car O est un voisinage de x. Il en rdsulte que O = \J xeQ O x ; tout ouvert 
peut done s’dcrire comme une reunion d’ouverts appartenant k 23, ceci prouve que 23 est 
une base de la topologie. 

EXERCICE 2.9.5 

L’espace X admet une base de topologie ddnombrable que nous notons ( B n ). 

1. Soit A l’ensemble des points ou / prdsente un minimum local strict. Soit a G A, 
il existe un voisinage V de a tel que f(a) < f(x) pour tout x G V — {a}. D’apr&s 
l’exercice 2.9.4, les ouverts B n qui contiennent a constituent un systfcme fondamental de 
voisinages de a, il existe done n tel que a G B n C V ; d’aprfcs l’axiome de choix, il 
existe done une application tp : A -» N telle que a G B^ a ) et /(a) < f(x) pour tout 
x G B^a) - {a}. Montrons que cette application ip est injective. Soient a, 6 G A, a 6, 
telsquen = ip(a) = (p(b). Onaalors f(a) < f(x) pour tout x G ^n-{a}et/(6) < f(x) 
pour tout x G B n — {b}. Dans la premiere relation, prenons x = 6, on obtient f(a) < f(b) 
et dans la seconde x = a, alors f(b) < /(a), ce qui conduit k une contradiction ; (p est 
done injective, ce qui prouve que A est ddnombrable. 

2. Soit B P ensemble des points ou / prdsente un minimum local. Bien entendu, le 
rdsultat prdeddent ne subsiste pas ; B n’est pas en g^ndral d^nombrable comme le montre 
l’exemple d’une application constante. Nous allons d^montrer que f(B) est ddnombrable. 
Comme prdeddemment, on peut construire une application ip : B -» N telle que a G B^ a ) 
et /(a) < f(x) pour tout x G B^ a ). Montrons que / est constante sur B fl p~ 1 (n) 
quel que soit l’entier n : ceci prouvera le r&ultat voulu. Soient a, 6 G Bn p~ 1 (n ), alors 
f{a) < f(x) et f(b) < f(x) pour tout x G B n , d’apr^s la definition de Papplication 
<p ; en prenant x = b dans la premiere relation et x = a dans la seconde, on en ddduit 
/(a) = /(6), ce qui prouve le r^sultat voulu. 

EXERCICE 2.10.1 

Prenons A = [0, 1] et B = [1, 2], alors 

AuB =]0,l[U]l,2[etInt(yluB) =]0,2[. 


EXERCICE 2.10.2 

D’aprfcs (2.10.3), on a A U B C Int {A U B) et il s’agit de ddmontrer Pinclusion 
Int (A U B) c A U B. Soit x G Int (Au B) 9 alors x G A U B. Supposons par exemple 
x e Act montrons que x G A. Par hypothfcse, A C X — B et X — 5 est done un ouvert 
contenant le point x , done un voisinage de ce point ; d’autre part, A U B est un voisinage de 



2.44 EXERCICES DU CHAPITRE 2.B 215 


X. II en resulte que (X — B) fl (A U B) = A est un voisinage de x , d’ou x £ A C A U B y 
ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.10.3 

1. Soit x e A fl B y montrons que tout voisinage V de x rencontre A fl B y ceci prouvera 
que x est un point adherent a A fl B. L’ouvert A contenant x est un voisinage de x y done 
V fl A est un voisinage de x et, x etant un point adherent h B y V fl A rencontre B , done V 
rencontre AnB,ce qui prouve le rdsultat souhaite. 

2. L’ inclusion peut etre stride comme le montre Pexemple suivant. Sur M, prenons 
A =]0,2[et B = [1,2]. On a alors A D £ = [1,2[ et A fl B = [1,2]. 

3. L’ ensemble A fl B etant ferme, on en ddduit que A fl B C A n B ; Pinclusion 
opposd e etant trivialement vdrifide vu que A fl B C A fl B y on obtient bien la relation 
AnB = AnB. 

EXERCICE 2.10.4 FAMILLE LOCALEMENT FINIE DE FERMES 

1. D’apr^s (2. 10.7), on a \J ieI Ai c (J i€/ ^ et & s’agit de ddmontrer Pinclusion opposde. 
Soit x e (Jie/ Ai. II existe un voisinage V de x qui ne rencontre qu’un nombre fini de Ai : 
il existe une partie finie J de / telle que V D Ai = 0 pour tout i e I — J. Considdrons 
alors un voisinage quelconque W de x, V n W est un voisinage de x et, x dtant un point 
adherent h A = \J ieI A iy V 0 W rencontre A. Or, 

V nw n A = v n w n (\J A,) ; 

iej 

ceci prouve que W rencontre B = |J ig j Ai et par consequent x est un point adherent h B. 
D’apr^s (2.10.7), B = Au J etant fini. II en resulte que x e Ai C IJie/ Ai et 
ceci prouve le resultat voulu. 

2. Lorsque les ensembles Ai sont fermes, on en deduit que 

U = U Ai ■ 

iel i€l 

V ensemble Ui € / Ai est done ferme : une reunion localement finie de fermes est fermee. 

EXERCICE 2.10.5 

1. On a Fr (A) = A - °Ao\x A = AtiAD A y d’ofi Fr (A) C A - A = Fr A. 

De m6me, on a Fr (A) = A - Aoh Ac A, d’ou Fr (i4) C A - A = Fr A. 

2. Sur R prenons A = {0}U]1,2[U]2,3[, alors A = {0}U[1,3] et A =]1, 2[U]2,3[, 
d’ou 

Fr (A) = {0, 1, 2, 3}, Fr (A) = {0, 1, 3} et Fr (A) = {1,2, 3}. 

Cet exemple montre que les inclusions peuvent etre strides et qu’il n’existe en general 
aucune inclusion entre les ensembles Fr (^4) et Fr (A). 

EXERCICE 2.10.6 

l,a. Demontrons d’abord Pinclusion 

Fr (A U B) U Fr (A fl B) U (Fr (A) n Fr (B)) C Fr (4) U Fr (B). 

En utilisant les relations A U B = A U B et A U B C Int (^4 U B) y on a 

Fr (A U B) = AxfB — Int (A U B) C A U B - A U B C (A — A) U (B — B), 
d’oi» Fr (A U B) C Fr (A) U Fr (B). 
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En utilisant les relations AnB C An B tl An B = lnl(An B ), on a 
Fr (A H B) = ~AnB - Int (A fl B) C A DB - A D B C (A - A) U (B - J5), 
d’ou Fr (A H B) C Fr (A) U Fr (B). 

On a cT autre part Fr (.4) fl Fr ( B ) C Fr (A) U Fr (J3), ce qui prouve l’inclusion annon- 
c it. 

b. DtSmontrons ensuite 1’ inclusion opposde, c’est-^-dire 

Fr(A)UFr(B) c Fr (A U B) U Fr (A H B) U (Fr (A) n Fr (£)). 

Soit x G Fr (>l) U Fr (B), supposons par exemple x G Fr (A) ; si x G Fr ( B ), on a 
x G Fr (i4) fl Fr ( B ) et par consequent on peut supposer x £ Fr (B). Ddmontrons alors 
que x G Fr (A U B) U Fr (^4 fi B) et pour cela raisonnons par l’absurde : autrement dit, 
supposons 

x G Fr (A), x ^ Fr (J3), x & Fr (A U B) et x Fr (A fl B). 

II existe done un voisinage V de x tel que 

(V D B = 0 ou V n (X - B) = 0 
et 

(Vn(AuB) = 0ou Vn{x-A\JB) = 0) 
et. 

(V n (A n B) = 0 ou v n (X - A n B) = 0). 

Le point x appartenant a la fronti£re de A, V fl (A U B) est non vide, ainsi que 

V n (X - A fl B) ; on a done V fl (X - A U B) = 0 et V n (A fl B) = 0. En re- 
sume, on a 

(V n B = ® ouV n (X - B) = ttV C AU B etV <1 AD B = Q. 

Si V fl B = 0, il en r^sulte que V C A et ceci est absurde : x etant un point frontfere 

de A , V doit rencontrer X - A. Si V fl (X - B) = 0, alors V c. B ti par consequent 

V n An B = V n Acst vide, ce qui est absurde comme precedemment, x appartenant 
a la frontiere de A. Dans tous les cas, on obtient done une contradiction, ce qui prouve le 
resultat voulu. 

c. Lorsque An B = 0, on a A fl J5 = 0, d’ou Fr (An B) = 0, et Fr A C A , 

Fr B C B y d’ou Fr A D Fr B = 0 ; on en ddduit que Fr (A U B) = Fr A U Fr B. 

2. D’apresl’exercice2.10.2,onaFr (A\JB) = AU B-lnt (AuB) = AuB-AuB. 
On remarque ensuite que 

AUB - AU B = (A - A)U (B - B) = Fr (A)UFr (B), 
car A fl B = A fl B = 0. 

EXERCICE 2.10.7 AXIOMES DE FERMETURE DE KURATOWSXI 

L* application a possede bien les proprietes indiquees : 0 = 0 car l’ensemble vide est ferme, 
A C 34, A = A car A est ferme etAuB = AUB d’aprfcs (2.10.7). 

Reciproquement, soit a une application verifiant les proprietes 1. & 4. S’il existe une 
topologie sur X telle que a(A) = A pour toute partie A de X, cette topologie est unique : 
une partie A de X est fermee si, et seulement si, A = a(A). Nous allons done ddmontrer 
que l’ensemble de parties O' = {A G ?( X ) ; A = a(A)} verifie les axiomes des fermes 
(proposition 2.9.5) ; ceci permettra de definir une topologie sur X et il restera h verifier que 
pour cette topologie a(A) = A. 

Il s’agit de montrer que O' verifie (Oi), ( O f 2 ) et (O3). Notons d’abord que 
Ac B => ol(A) C a(B) : 
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on a en effet d’aprfcs 4. a(A) C a(A) U a(B — A) = a(B). Considdrons alors une 
famille non vide ( Ai) ie j de parties de X telle que Ai = a(Ai) pour tout i et posons 
A = p|. €J Ai ; alors A c A% pour tout z, d’ou a(A) C a(Ai) = Ai et par consequent 
a(A) c A , d’oil a(A) = A d’apr&s 2., ce qui prouve (OJ). Si A = a(A) et B = a(B), 
a(A U B) = a(A) U a(B) = A U B d’apr&s 4., ce qui prouve (O f 2 ). Enfin, a(0) = 0 et 
a(X) = X car X c oc(X) d*apr£s 2., ce qui prouve (O 3 ). 

Verifions ensuite que, pour la topologie d^finie par O', a(A) = A pour toute partie A. 
Notons d’abord que a(A) est fermd d’apr£s 3. et contient A d’apres 2. Si B est une partie 
fermde contenant A, on a alors a(A) C a(B) = B , ce qui prouve que a(A) est le plus 
petit fermd contenant A , d’ou le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.10.8 DIVERSES PROPRIETIES DE DENOMBRAB1LITE 

(Di) => (£> 2 ) Soit (B n )n€N une base de la topologie de X ; on peut supposer que ces 
ouverts B n sont non vides. Choisissons alors un point x n dans chaque B n . On construit 
ainsi un ensemble D = UnGN“t Xn } d^nombrable qui est partout dense, car tout B n > done 
tout ouvert non vide, rencontre D. Ceci prouve que l’espace est separable. 

(£> 2 ) => (£> 4 ) Soit D un ensemble d^nombrable partout dense et soit ( Oi)iei une 
famille d’ ouverts non vides disjoints deux h deux. L’ensemble D n Oi est non vide ; il 
existe done (axiome de choix) une application / : I — ► D telle que f(i) e DnOi pour 
tout 2 . Cette application est injective : si f(i) = /(j). Intersection Oi fl Oj est non vide, 
done Oi = Oj et 2 = j. Ceci prouve que I est d^nombrable. 

(£> 1 ) =$> (£> 3 ) Soit (-Bn)neN une base de la topologie de X et soit A une partie de 
X dont tous les points sont isolds. Pour tout a e A, il existe un voisinage V de a tel que 
V fl A = {a} ; il existe done un entier n tel que B n fl A = {a}. On peut done d^finir une 
application / : A -» N telle que £?/( a ) fl A = {a} pour tout a e A. Cette application / 
est injective : si f(a) = /(6), {a} = £?/( a ) H A = Bf^) fl A = {&}, d’ou a = b. Ceci 
montre que A est ddnombrable. 

(£) 3 ) =j> (£) 4 ) Soit ( Oi) ie i une famille d’ouverts non vides disjoints deux a deux. 
Choisissons un point Xi dans chaque Oi et posons A = Uze/{ x *}- Tous ^ es P°i nts d e A 
sont isolds, car Oi est un voisinage de Xi ne recontrant A qu’au point xu les ouverts Oi dtant 
disjoints deux a deux. D’apits (£> 3 ), l’ensemble A est done ddnombrable. L’ application 
2 Xi dtant une bijection de / sur A, ceci prouve que I est ddnombrable. 

EXERCICE 2.10.9 

1. L’ensemble A n est non vide : 0 6 A n . Soit ( Ai) ie i une famille totalement ordonnde 
par inclusion d’ensembles appartenant a A n et soit A la reunion de cette famille. Montrons 
que A appartient a A n : ceci prouvera que A est un majorant de la famille (Ai) et par 
consequent que A n est inductif. Soit a ;, y G A, x ^ y ; la famille (Ai) dtant totalement 
ordonnde, il existe 2 tel que Ai contienne x et y , d’ou d(x, y) > 1/n, A z appartenant a A n , 
et ceci prouve le rdsultat voulu. 

2. Soit A n un dldment maximal de A n (lemme de Zorn) et soit D = |J£Li A n - Mon- 
trons que D est partout dense, e’est-^-dire (proposition 2.10.5) que cl(x> D) = 0 pour tout 
x e X. Or, dire que A n est un 61£ment maximal signifie qu’il existe a n 6 A n tel que 
d(x y a n ) < 1/n, d’ou d(x , A n ) < 1/n et, vu que d(x , D) < d(x> A n ) pour tout n, il en 
r^sulte que d(x , D) = 0, ce qui prouve le r&ultat souhaitd. 

3. On suppose que toute famille d’ouverts non vides disjoints deux h deux est ddnom- 
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brable et il s’agit de prouver que Tespace est separable. L’entier n etant fixe, l’ensemble 
des boules ouvertes B(x\ 1/2 n) oh x ddcrit A n est done denombrable, ces boules etant 
disjointes deux h deux. Ceci signifie que A n est denombrable, done D = U^Li A n est 
denombrable et partout dense d’apres 2., ceci prouve que X est separable et par consequent 
(D 4 )^(D 2 ). 

Etant donne que (£> 2 ) => ( D\ ) (proposition 2.10.7), on en deduit que dans un espace 
metrisable, les proprietds ( £> 1 ) & (£>4) sont equivalentes. 

EXERCICE 2.10.10 

1 . Soit x un point isoie de A y il existe un voisinage V de x tel que V fl A = {#}, d’oh 

V fl A C {#} ; le point x etant adherent h A, V fl A est non vide et il en resulte que 

V H A = {x} t ce qui prouve que x appartient h A et que x est un point isoie de A. 

2. Soit Xi la reunion de la famille (Ai)i^i de tous les sous-espaces de X sans point 
isoie. Montrons que X\ est sans point isoie en raisonnant par l’absurde. Soit x un point isoie 
de X\ ; il existe un voisinage V de x tel que V DXi = {a;}, d’ou V D (J iG/ Ai = {#}, 
soit U iej(Y n ^0 = {®} * ^ existe done i tel que Vf)Ai = {#}, ce qui signifie que x est 
un point isoie de A it ce qui est absurde vu la definition de la famille (Ai). 

Le sous-espace X\ est done le plus grand sous-espace de X sans point isoie ; Xi 
etant sans point isoie d’apres 1 ., X\ est done ferme. De plus, si A est une partie non vide de 
X— X\ , A admet necessairement un point isoie : si A etait sans point isoie, A appartiendrait 
h la famille (Ai) et serait done contenu dans X\. 

EXERCICE 2.10.11 ENSEMBLE DIiRIV£ 

Rappelons (definition 2.10.4) qu’un point x est un point d’ accumulation de A si, et seule- 
ment si, pour tout voisinage V de x, V fl A — {#} ^ 0. 

a. Soit A c Bet soit x e A\ alors quel que soit le voisinage V de x, V 0 A — {#} est 
non vide et a fortiori V fl B - {#}, ce qui prouve que x est un point d’ accumulation de B 
et par consequent A C B => A' C B' . 

b. Tout point d’ accumulation de A etant adherent h A, on a A U A! c A. Inversement, 
soit x un point adherent, tout voisinage V de x rencontre A ; si x n’ appartient pas h A , on 
en deduit que V H A - {#} est non vide, ce qui prouve que x est un point d’ accumulation, 
d’ou A U A* = A. 

c. On a A c A U B et B c A U B t d’ou A! c (A U B) f et B* c (A U B) f d’apres a., 
d’ou A! U B‘ C (A U B) 1 . 

Inversement, soit x # A! U B\ alors il existe un voisinage V de x tel que 
V D A - {#} = 0 et V fl B — {x} = 0, 

d’ou V n (A U B) - {#} = 0, ce qui prouve que x £ (A U B)' t soit (A U B) f c A' U B'. 
On en deduit ainsi que (A U B)' = A! U B\ 

d. D’apres b. et c., on a A! = (A U A')' = A 1 U A " = A ', soit a! = A'. 

e. On suppose que tout point est ferme. Soit x e A " et soit O un voisinage ouvert 
de x ; alors O fl A! — {a;} est non vide, il existe done un point y e O fl A', y ^ x ; 
ce point y est done un point d’ accumulation de A et O — {#} est un voisinage de y, d’ou 
(O — {#}) n A — {y} 7 ^ 0 et par consequent (O - {x} C\A = Or\A — {x} est non vide, 
ce qui prouve que x est un point d’ accumulation de A et par consequent A n c A ! . D’apres 
b. et c., on a done a! = A! U A" = A\ soit A! = A’ = (^4)' d’apres d. Ceci montre que 
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F ensemble ddrivd est fermd. 

EXERCICE 2.10.12 THEOREME DE CANTOR-BENDIXON 

l,a. Supposons A C F et soit x un point de condensation de A. Pour tout voisinage V de 
x y VnA est non ddnombrable et V n B est a fortiori non ddnombrable, ce qui prouve que 
x est un point de condensation de F, d’ou A C B => A** C F**. 

b. Tout point de condensation x est un point d’ accumulation : si V est un voisinage de 
x y VnA est non d^nombrable, done V fl A - {#} est non vide. Autrement dit, A* C A! . 

c. Montrons que A* = A*, e’est-a-dire que Fensemble des points de condensation est 
fermd. Soit x un point adherent a A* et soit O un voisinage ouvert de x ; O fl A* est non 
vide, soit y e On A* > alors O est un voisinage de y, done O fl A est non ddnombrable, ce 
qui prouve que x est un point de condensation de A. 

d. On a A C A U B et B C A U By d’ou A* C (A U By et F* C (A U F)* 

d’aprfcs l,a., ce qui prouve que A* U B* c (A U B)*. Inversement, montrons que tout 
point de condensation x de A U B appartient & A* U B* en raisonnant par l’absurde : si 
x g A* \J B*yi\ existe un voisinage V de x tel que V fl A et V fl B soient ddnombrables 
et par consequent V fl (A U B) est d^nombrable, ce qui est absurde. Ceci prouve done que 
(AUF)* = A*UF*. _ _ 

e. D’apr&s l,b., on a A* C A! C A , d’ou A ** C A*, soit A ** c A* d’aprfcs l,c. 

2. On suppose que l’espace X admet une base de topologie d^nombrable, soit ( B n ). 
Soit x € A — A* y il existe un voisinage V de x tel que V fl A soit d^nombrable et par suite 
il existe un entier n tel que x e B n ti B n fl A est d^nombrable. II en r^sulte que A — A* 
est contenu dans la reunion de tous les ensembles B n n A qui sont d^nombrables et cette 
reunion dtant d^nombrable, on en d6duit (proposition 1.9.6) que A - A* est ddnombrable. 
Un ensemble ddnombrable n’ayant pas de point de condensation, on a (A - A*)* = 0, d’oii 
A* = (A - A*y U (A n A*)* c A** d’aprfcs l,a. et l,d., soit A* c A** ; d’aprfcs l,e., 
on en d&luit que A* = A**. 

3. On pose X\ = X* et X 2 = X — X* . Alors, X\ est un sous-espace ferm6 d’aprfcs 
l,c., sans point isol € car Xi = X{ c X{ d’aprfcs 2. et l,b. Le sous-espace X 2 = X - X* 
est ddnombrable d’aprfes 2. Ceci prouve le r&ultat voulu. 

EXERCICE 2.11.1 

Si X est un ensemble fini, tout filtre T sur X est fini ; il en resulte que Fensemble f| A , /€:r M 
appartient au filtre et est done non vide. Si Fintersection €y M est vide > ^ensemble X 
est done infini. En outre, pour tout x e X, il existe M x e J tel que x £ M x , soit 
M x cX-{x} et par suite X - {z} appartient au filtre T. Si A est une partie finie de X, 
on en ddduit que X - A = fixe a (X ~ {a;}) appartient au filtre qui est done plus fin que 
le filtre des comptementaires des parties finies. 

EXERCICE 2.11.2 

Soit J un filtre sur X, montrons que /(?) = {/(A) ; A € T} est un filtre sur Y lorsque 
/ est surjective. V&ifions ( Fi ). Soit M une partie de Y telle que M D f(A) oft A e T ; 
posons B = r l (NI)y alors B d A, done B appartient a Tet M = /(F) (exercice 1.2.2)! 
ce qui prouve (Fi). Quant & (F 2 ), soit A, B e J, alors 

M = /(A) n /(F) D /(A fl F), 

d’ou M 6 /( 3) d’apres (Fi). Enfin, 0 £ /( J) car 0 £ J et Y = /(X) e /(T) car / est 
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surjective. 

EXERCICE 2 . 1 1 .3 FILTRE INTERSECTION 

1. Si J = p|i € j 9* = {M C X ; M G Ji pour tout i e 1} est un filtre, ce filtre sera la 
borne infgrieure de la famille (Ji)ie/. Soient A e 3 et B D A f alors A G 3i pour tout 
z, d’ou B e 3i pour tout z, ce qui prouve (Fi). Soient A, B G 3, alors A,B e 3i pour 
tout z, d’oil A fl B e 3i pour tout z, soit A fl B e J, ce qui prouve (F2). Quant k (F3), 
T ensemble vide n’appartenant a aucun 3i n* appartient pas k 3 et X appartenant k tous les 
Ji appartient k 3. 

2. D’aprfcs la definition meme d’une borne inferieure, dire que le filtre 3 est plus fin que 
le filtre V(a) des voisinages d’un point a signifie que 3i est plus fin que V(a) pour tout z, 
ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2 . 11.4 

1. L* ensemble !Bi x est un ensemble non vide de parties non vides ; en outre, soient 
Bi, B[ € !Bi, B 2 , B' 2 G $2, alors (proposition 2.8.3) il existe B" G *Bi et B 2 G $2 tels 
que B" C B\ fl B{ et B 2 C B 2 fl B 2 , d’oii 

(Fi X b 2 ) n (-Bi X b 2 ) = (Fl n b [) X (f 2 n b 2 ) d b ’{ n b 2 
et ceci prouve que 23i x 23 2 est une base de filtre. Montrons que le filtre engendr£ 3 ne 
depend que des filtres 3i. II suffit de remarquer que la base de filtre 3\ x 32 est dquivalente 
k la base de filtre 23 1 x £2 ; il est Evident que 3\ x J2 est plus fine 23i x 232 etsi Mi E 3i 
il existe Bi G $i tel que Bi C M ir d’oQ ft x F 2 C Mi x M 2 , ce qui prouve l’inclusion 
opposde. 

2. Lorsque 3\ et 32 sont les filtres de Frdchet sur X\ = X 2 = N, le filtre 3 admet 
done pour base [p y +oo[x[g, +oo[ ou p et q ddcrivent N. Cette base de filtre est en fait 
dquivalente k la base de filtre, dvidemment moins fine, ([n, +oo[ 2 ) n €N, vu que 

[p,+oo[x[g,+oo[D [n,+oo[ 2 oun = ma x(p y q). 

Le filtre Jest strictement plus fin que le filtre 3 f des compldmentaires des parties finies. 
En effet, soit A une partie finie de N 2 , il existe un entier n tel que A C [0, n[ 2 et il rdsulte 
que N 2 -Ad [n, +oo[ 2 , d’ou N 2 - A e 3, ce qui prouve que 3 est plus fin que 3'. Etant 
donnd que [1, +oo[ 2 G 3 - 3\ 3 est strictement plus fin que 3'. 

3 . Il suffit d’^crire la definition d’une valeur limite de l’application / suivant une base 
de filtre. On remarquera que 

x = lim / => x = lim /, 

mais la r&iproque est en general fausse comme le montre l’exemple suivant. Sur R, la suite 
double x m ,n = 1 /(m + 1) tend vers 0 selon J, mais n’a pas de limite selon J'. 

EXERCICE 2 . 11.5 

1. Le filtre 3 est un ensemble filtrant lorsqu’on le munit de la relation d’ordre indiqude : 
soit A, B G J, alors A fl F appartient k3etA< AC\B, B < An B. 

2. Le filtre 3 ' associe k la suite gdndralis^e {xm)mz'j admet pour base l’ensemble des 

S(M) = |J {zn} ok M d<$crit 3. 
ncm, nsx 

Lorsque N C M, on a xn G N C M, d’oil S(M) C M et ceci prouve que le filtre 3 ' est 
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plus fin que J. 

EXERC1CE 2.12.1 F1LTRE A BASE DENOMBRABLE 

1. Soit J un filtre admettant une base denombrable ( B n ) qu’on peut supposer d^croissante 
et soit J' Tintersection de tous les filtres eiementaires plus fins que J. Par definition, le filtre 
3' est plus fin que 3. Montrons que ces deux filtres coincident et, & cet effet, raisonnons 
par l’absurde. Supposons 3‘ strictement plus fin que 3 : alors, il existe M £ 3? tel que 
B n <£ M pour tout n ; il existe done x n G B n - M. On construit ainsi une suite ( x n ) ; le 
filtre eiementaire 3\ associe & cette suite est plus fin que 3 vu que x n £ B n , done plus fin 
que 3' et par consequent M £ Ji, ce qui est contradictoire avec le fait que x n 0 M pour 
tout n. 

2. D’apres F exercice 2.1 1.3, un filtre 3 h base denombrable sur un espace topologique 
converge vers un point a si, et seulement si, tous les filtres eiementaires plus fins que 3 
convergent vers a, ce qui prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 2.12.2 

Soit x £ A tel qu’il existe une suite ( x n ) de A qui converge vers x telle que x n ^ x 
pour tout n et soit V un voisinage de x y alors il existe n tel que x n £ V et par consequent 
x n £ V n A - { x }, ce qui prouve que le point x n’est pas un point isoie (on notera que 
cette demonstration n* utilise pas le fait que F espace est h base denombrable de voisinages). 

Reciproquement, soit x £ A un point non Isold et soit ( V n ) un systeme fondamental 
denombrable decroissant de voisinages de x. Alors, V n n A — {#} est non vide pour tout 
n ; choisissons un point x n dans chaque V n n A - {#}, on construit ainsi une suite ( x n ) 
de A qui converge vers x telle que x n i 1 x pour tout n. 

EXERCICE 2.12.3 

1. Reprenons les notations de Texercice 2.6.2. On a, pour tout entier N > 1, 

C c [0, 1] - Un=i En et cet ensemble est la reunion d’un nombre fini d’intervalles fermes 
disjoints deux h deux et de longueur 3“ N ; etant donne que 3~ N tend vers 0 lorsque N 
tend vers Tinfini, Fensemble de Cantor ne peut contenir d’intervalle ouvert non vide, ce qui 
prouve que Fensemble de Cantor est d’interieur vide. 

2. Soit x = O.ai . . . a n . . ., aj £ {0, 2}, un point de Fensemble de Cantor. Construi- 
sons une suite (a; n ) de C convergeant vers x telle que x n ^ x pour tout n, ceci prouvera 
que Fensemble de Cantor n’admet pas de point isold (exercice 2.12.2). L* entier n > 1 ^tant 
fix6, posons 

Pj = ocj si j ^ n et = 0 si a n = 2, /3 n = 2 si a n = 0, 
puis x n = 0./?i ... .... On obtient ainsi un point x n £ C tel que \x — x n \ = 2 x 3” n ; 

on construit ainsi une suite ( x n ) ayant les propri6t6s voulues. 

EXERCICE 2.12.4 ESPACE SEPARABLE A BASE DENOMBRABLE DE VOISINAGES 

Soit D un ensemble denombrable partout dense. Pour tout x £ X, il existe (proposi- 
tion 2.12.1) une suite (a? n ) de D qui converge vers x ; il existe done une application 
/ : X -> D n telle que, pour tout x £ A r , la suite f(x) converge vers x. Cette applica- 
tion / est done injective, d’ou 

Card X < Card D n 
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et ceci prouve que X a au plus la puissance du continu. 

EXERCICE 2.13.1 

La condition est ndcessaire : si / est continu au point a et si la suite g^ndralisee ( Xi)i e i 
converge vers a, alors la suite gdndralisde ( f(xi))iei converge vers /(a). En effet, soit V 
un voisinage de /(a), il existe un voisinage W de a tel que f(W) C V et un indice i £ I 
tel que Xj e W pour j > z, d’ou f(xj) € V pour j > z, ce qui prouve le rysultat voulu. 

Rdciproquement, supposons que pour toute suite gdn^ralisde ( Xi)iei qui converge vers 
a, la suite gdn^ralisde f(xi)iei converge vers /(a) et montrons que / est continu au point 
a. Raisonnons par l’absurde : si / n’est pas continu au point a, il existe un voisinage V de 
/(a) tel que f(W) <£V quel que soit le voisinage W de a, autrement dit f(W) fl (X - V) 
est non vide ; il existe done xw E W tel que f(xw) V. Munissons le filtre V(a) de la 
relation d’ordre W < W' si W D W 1 ; on obtient ainsi d’aprfcs l’exercice 2.1 1.5 une suite 
g&idralisde {xw)wev(a) qui converge vers a alors que la suite ( f(xw )) ne converge pas 
vers /(a), le voisinage V ne contenant aucun f(xw)- 

EXERCICE 2.13.2 

La condition est dvidemment ndeessaire (sans hypothdse sur X et Y). Reciproquement, on 
suppose que, pour toute suite (x n ) de X convergeant vers a, la suite ( f(x n )) admet une 
limite ; montrons alors que la suite ( f(x n )) converge vers /(a), ceci prouvera la continuity 
de / au point a. Considdrons la suite ( y n ) d^finie par yin = x n et y2n+i = a. Cette 
suite ( y n ) converge vers a, la suite ( f(y n )) admet done une limite d’aprfcs rhypothfcse. 
Montrons que toute valeur limite l de cette suite (f(y n )) est nycessairement ygale h f(a). 
Raisonnons par Tabsurde, supposons l ^ f(a). La sous-suite (/(z/2n+i)) converge vers l 
et, vu Thypothyse faite sur Y,Y — {/(a)} est un voisinage ouvert de l ne contenant aucun 
terme de cette sous-suite, ceci est absurde. Ceci montre que la suite ( f(y n )) converge vers 
/(a) et on en dyduit que la sous-suite ( f(x n )) converge vers /(a), ce qui prouve le rysultat 
souhaity. 

EXERCICE 2.13.3 

1 => 2 Soit A une partie de^, on a A c A, d’ou f~ l (A) C f~ l (A) et, f~ 1 (A) ytant 
ouvert, on en deduit que f~ 1 (A) C Int ( f~ 1 (A )). 

2 => 3 Soit A une partie de y, posons B = Y - A ; d’aprys 2., on a 

r\B)c int cr 1 ^)) o& 

r\B) = r\Y - a) = x - r\A) 

et 

Int r\B) = Int (X — f - 1 (A )) = X — 7 ~^CA) i 
on en deduit X — f _ 1 (A) C X — f~ 1 (A), d’oi f~ 1 (A) c f~ 1 (A), ce qui prouve le 
rysultat voulu. 

3 => 1 Soit A une partie fermye de Y. D’aprys 3., on a / _1 (^4) C f~ 1 (A) t ce 
qui prouve que f~ 1 (A) est fermy ; T image ryciproque de tout fermy ytant fermye, / est 
continu. 

EXERCICE 2.13.4 

Soit A un S«5 de Y, alors A peut s’yerire A = fl^Lo On oti (O n ) est une suite d’ouverts 
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de Y ; on a alors / x (i4) = f)^Lof 1 (^n) ou les / l (O n ) sont ouverts d’aprys la 
continuity de /, ce qui prouve que f~ 1 (A) est un 9$ de X. 

De meme, un s’dcrit A = (J^Lo ^ n ORO est une suite de fermds de Y ; on a 

alors f~ l {A) = U^Lo /"^(RO ou les f~ 1 (F n ) sont fenrids d’apres la continuity de /, ce 
qui prouve que f~ l (A) est un J a de X. 

EXERCICE 2 . 13.5 

1. Soit A une partie dense dans X t on a alors d’aprys la continuity de /, 

f(X) = f(A)c7(Aj 

et, / ytant surjective, ceci prouve que Y = f(A) : f(A) est dense dans Y. 

2. Soit B une partie dense dans Y , montrons que tout ouvert non vide O de X rencontre 
f~ 1 (B ), ceci prouvera que f~ l (B) est partout dense. L’ application / ytant ouverte, f(0) 
est un ouvert non vide et, 1 8 ytant partout dense, f(0) fl B est non vide : il existe x e O 
tel que f(x) E B> soit x E f~ l (B ), ce qui prouve que O fl f~ 1 (B) est non vide. 

EXERCICE 2 . 13.6 

D’aprfcs la continuity de Implication x i-> d(x,A) - d(x y B) (exemple 2.13.1), les en- 
sembles disjoints 

Oa = {x E X ; A) < d(x , B)} et Ob = {x E X ; d(x y B) < d{x ) A)}, 
sont ouverts. D’autre part, soit x E A, alors d(x , A) = 0 et B) > 0 car a: n’appartient 
pas a B vu que A fl B est vide ; ceci prouve que x E Oa, d’ou .4 c Oa. Ceci montre 
que Oa est un voisinage ouvert de A , de meme Ob est un voisinage ouvert de B et ces 
voisinages sont disjoints, ce qui prouve le rysultat voulu. 

EXERCICE 2 . 14.1 

Soit a E X. Si f(a)g(a) = 0, la fonction / g admettant un minimum au point a est s.c.i. 
en ce point (remarque 2.14.1). Supposons f(a)g(a) > 0 et soit 0 < a < f(a)g(a) ; on 
peut ycrire a = £7 oil 0 < (3 < f(a) et 0 < 7 < g(a) : on choisit a/g(a) < ft < f(a) 
puis 7 = a/ /3. Les fonctions f tig ytant s.c.i. au point a, il existe des voisinages V et W 
de a tels que f(x) > pour x E V et g(x) > 7 pour x eW, d’oil f(x)g(x) > ^7 = a 
pour x E V fl W et ceci prouve que la fonction f(x)g(x) est s.c.i. au point a. 

EXERCICE 2 . 14.2 

Soient a E X et a > l//(a), c’est-a-dire 1/a < /(a) ; la fonction / ytant s.c.i. au point 
a, il existe un voisinage V de a tel que f(x) > 1/a pour x E V, d’ou l//(a) < a pour 
x E V et ceci prouve que 1/f est s.c.s. au point a. 

EXERCICE 2 . 14.3 

1. Soit a < (/ o ip)(a). La fonction / ytant s.c.i. au point (p(a ), il existe un voisinage V 
de ce point tel que f(V) C ]a, +00] et, d’aprys la continuity de ip au point a, il existe un 
voisinage W de a tel que ip(W) C V, d’ou (/ o ip)(W) C]a, +00], ce qui prouve que 
/ o ip est s.c.i. au point a. 

2. Soit a < (ip o /)(a), posons b = /(a). On a a < ip(b) et, la fonction ip ytant 
continue au point 6, il existe e > 0 tel que ip(y) > a pour y E f(X)d]b — e } b + e[, 
done pour tout y E f(X)n]b - £,+00] d’aprys la croissance de ip. La fonction / ytant 
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s.c.i. au point a, il existe un voisinage V de a tel que f(x) > b — e pour x e V, d’ou 
(ip o f)(x) > a pour x G V, ce qui prouve que la fonction (p o / est s.c.i. au point a. 

EXERCICE 2 . 14.4 

1 . La continuity des fonctions f n r^sulte de la continuity de P application x d(x, X-O). 
Montrons que la suite (/ n ) est une suite croissante convergeant vers la fonction caractyris- 
tique de O. Si x E X - O, f n (x) = 0 = lo(x) et, si x E O, d(x,X - O ) est > 0, il 
existe done un entier n > 1 tel que d(xy X — O) > 1/n , d’ou f P (x) = 1 = U o(x ) pour 
p > n, ce qui prouve le rysultat voulu. 

2. On pose O n ,k — / —1 (]A:/n., H-oo[) pour n > 1, 1 < A: < n - 1 ; ces ensembles 
O n ,k sont ou verts, / ytant s.c.i. 

On pose ensuite g n = (1/n) 52fc=i ^o 1ltk , montrons que / = sup n g n . On a 
Pn(^) = 0 si 0 < f(x) < 1/n 
et 

= k/n si /c/n < f(x) < (k + l)/n, 1 < k < n — 1, 
d’ob 0 < /(#) — pn(^) < 1/n et ceci montre que la suite (g n ) converge (uniformyment) 
vers /. 

Les fonctions g n : X — > [0, 1] ytant s.c.i. (exemple 2.14.1), il existe d’aprfcs 1. une suite 
croissante (h nm )m > i de fonctions continues h nm : X -> [0, 1] telle que g n = sup m /i nm . 
Posons f n = sup 1 < i < n ,i<j< n hij. Ces fonctions f n : X [0,1] sont continues, la 
suite (f n ) est yvidemment croissante. En outre, 0 < h n m < g n < (n — l)/n, d’ob 
0 < f n < (n - l)/n et ceci prouve que les fonctions f n sont h valeurs dans [0, 1[ . Enfin, 
on a 

sup/ 7l = sup sup hij = sup gi = /. 

n i j i 

Ceci prouve le rysultat voulu. 

3. La fonction g ytant h valeurs finies, la fonction f — g est bien dyfinie et elle est 
s.c.i. d’aprfcs la continuity de g. On peut done supposer la fonction / h valeurs positives. 
Considyrons la fonction <p : R+ — > [0, 1] dyfinie par p(t) = £/(l + t) si t E K+ 
et <p(+oo) = 1. D’apres Pexercice 2.14.3, la fonction tp o f : X -» [0, 1] est s.c.i. ; 
d’apres 2., il existe une suite croissante de fonctions continues f n : X [0, 1[ telle que 
(po f = sup n / n . Notons i) : [0, 1 [ -> [0, +oo[ la fonction dyfinie par ^(s) = s/( 1 — s). 
Cette fonction ^ ^tant continue croissante, la suite de fonctions ^ o f n : X [0, +oo[ est 
une suite croissante de fonctions continues k valeurs finies et 

SUp if) O fn = 'lpOipof = f; 
n 

la suite (%j) o f n ) possede toutes les propriytys voulues. 

EXERCICE 2 . 15.1 

1. Vyrifions les axiomes des distances (dyfinition 2.7.1). On a 

d 2 (x,y) = <p(di(x,y)) = <p(di(y,x)) = d 2 (y,x), 
ce qui prouve (Di). Quant a (D 2 ), <p(di(x,y)) = 0 equivaut h d\ (x, y) = 0 d’aprfes les 
hypothyses faites sur <p, done kx = y. Enfin, on a 

d 2 (x, z) = (p(di (x, z)) < (p(di (x y y) + d\ (y y z)) 
d’apres la croissance de <p, d’ou 

d 2 (x,z) < ip(di(x y y)) + <p(di(yyz)) = d 2 (x y y) + d 2 (y y z) 
vu les hypotheses, ce qui prouve legality triangulaire. 
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2. Si p est continue a l’origine, pour tout e > 0, il existe 6 > 0 tel que 0 < u < S 
impliqueO < p(u) < e, d’ou di(x,y) < 8 => d, 2 (x,y) < e. 

Inversement, la fonction p dtant croissante, soit e > 0, 6 = p(e), alors 

p(u) < $ => u < £ t d’ou d, 2 (x,y) < 8 => d\(x,y) < e. distances d\ et d 2 sont uni- 
formdment dquivalentes. 

3. La fonction p(u) = min(l,tt) est continue, croissante, p(u) = 0 si, et seule- 
ment si, u = 0 et p{u + v) < p(u) + p(v) d’aprds l’indgalitd (2.15.1). La fonction 
p(u) = u/( 1 + u) possdde les mdmes propridtds, l’indgalitd p(u + v) < p(u) + p(v) se 
vdrifie comme suit 

u + v _ u v < u + v 

1 + u + v 1 + u + v \ + u + v ~ 1 + w 1 + v* 

EXERCICE 2 . 17.1 

1. La condition est dvidemment ndcessaire d’apres la definition meme d’un espace sdpard. 
Rdciproquement, supposons que toute suite generalist admette au plus un point limite et 
montrons que l’espace est separe. Raisonnons par l’absurde, si l’espace n’est pas separe, 
il existe a, b E A r , a ^ 6, tel que tout voisinage de a rencontre tout voisinage de b ; 
soient V E V(a), W E V(b), choisissons un point xvnw E V n W. L* ensemble 7 des 
intersections {V n W ; V E V(a) et W E V(6)} est un filtre (lemme 2.16.4) plus fin que 
les filtres V(a) et V(6). Vu l’exercice 2.1 1.5, la suite generalisee (xm)m&t converge k la 
fois vers a et 6, ce qui contredit l’hypothdse. 

2. On suppose 1’ espace k base ddnombrable de voisinages et que toute suite admet au 
plus un point limite et il s’agit de ddmontrer que l’espace est sdpard. On raisonne comme 
prdcddemment en utilisant des systdmes fondamentaux ddnombrables ddcroissants de voi- 
sinages de a et b> soient (Ki) et (W n ) ; on choisit un point x n E V n n W n et on construit 
ainsi une suite (x n ) qui converge k la fois vers a et b. 

EXERCICE 2 . 17.2 

1. Soit ( Ai)izi une famille de parties finies, alors ^ — i4 oil 

A = p| i€/ Ai est une partie finie, ce qui prouve (Oi). Si A et B sont des parties finies, 
(X - A) n (X - B) = X - C ou C = A U B est fini, d’oil (O 2 ). L’axiome (O 3 ) 
dtant trivialement vdrifid, on ddfinit bien une topologie 7 sur X en prenant pour ouverts 0 
et P ensemble des compldmentaires des parties finies. 

2. Pour cette topologie, les fermds sont X et les parties finies de X. En particulier, les 
points sont fermds. Lorsque X est un ensemble fini, il en rdsulte que la topologie 7 est la 
topologie discrete, topologie sdparde. Lorsque X est infini, la topologie n’est pas sdparde, 
car deux ouverts non vides 0 1 et O 2 ont toujours une intersection non vide, vu que 

X - Oi n 0 2 = (X - Oi) U (X - o 2 ) 
est fini et l’axiome de Hausdorff ne peut 6tre vdrifid. 

3. Si X est fini, les suites convergentes sont les suites stationnaires a partir d’un certain 
rang. 

Lorsque X est infini, montrons qu’une suite converge vers x si, et seulement si, pour 
tout y ^ x, P ensemble {n E N ; x n = y} est fini. En effet, si x = lim n -+oo x n et si 
y ^ x, l’ensemble X — {?/} est un voisinage ouvert de x, done il existe un entier n tel que 
x p E X - {y} pour p > n et ceci montre que l’ensemble {p E N ; x p = y} est contenu 
dans l’intervalle [0,n[, done fini. Rdciproquement, si {n E N ; x v = y} est fini pour tout 
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y ^ x y soit O un voisinage ouvert de x ; alors O = X — A ou A est une partie finie ne 
contenant pas le point x ; il en r&ulte que 

{n £ N ; x n 6 A} = [J {n e N ; x n = y} 

yeA 

est fini, done contenu dans un intervalle de la forme [0, n[ ; on a alors x v £ O pour p> n 
et ceci prouve que la suite ( x n ) converge vers x. 

En particulier, une suite ( x n ) dont tous les termes sont distincts (c’est-&-dire telle que 
l’application n x n soit injective) converge vers tout point. 

EXERCICE 2 . 17.3 

1. Montrons que 23 est une base de topologie. Wrifions les propridtds (B\) et (.62) de la 
proposition 2.9.4. Soient Oi et O 2 des ouverts de X> D\ et D 2 des parties ddnombrables, 
alors 

( 0 \ — D\) D ( O2 — D2) = 0 \ n O2 — D\ U D2 
et ceci montre que 23 est stable par intersection finie, ce qui prouve ( B \ ). Quant & (£2), on 
remarque que X = X — 0 appartient b 23. Nous noterons T2 la topologie engendrde par 23. 
Cette topologie est plus fine que la topologie Ti vu que tout ouvert O pour la topologie Ti 
peut s’dcrire O = O — 0 et est egalement ouvert pour la topologie T2. 

2. Soit ( x n ) une suite convergente vers a pour la topologie T2. Montrons que cette 
suite est n&essairement stationnaire et dgale a a a partir d’un certain rang. Raisonnons par 
l’absurde ; supposons qu’il existe une sous-suite ( x Uk ) telle que x nk ^ a pour tout k, alors 
X - Ufclo{ Xn fc } est un vo i s i na S e ouvert de a pour la topologie T2 qui ne contient aucun 
terme de la sous-suite ( x nk ), sous-suite qui converge vers a ; ceci est dvidemment absurde. 
Les suites convergentes pour la topologie T2 sont bien les suites stationnaires. 

3. Si la topologie 7 2 est mdtrisable, cette topologie est ndeessairement la topologie 
discrete d’aprfcs 2. II en r&ulte que, pour tout x € X, il existe un ouvert O pour la topologie 
7\ et une partie ddnombrable D tels que {a;} = O - D et ceci montre que O est un 
voisinage ouvert ddnombrable de x pour la topologie 7i. Rdciproquement, supposons que 
tout x admette un voisinage ddnombrable pour la topologie 7u alors x admet un voisinage 
ouvert ddnombrable O et on peut dcrire {®} = O — DobD = O — {#} est ddnombrable ; 
ceci montre que {#} est ouvert pour la topologie T2 et cette topologie est done la topologie 
discrete qui est metrisable. Ceci prouve que la topologie T2 est mdtrisable si, et seulement 
si, tout point admet un voisinage ddnombrable pour la topologie 7\. 

4. Prenons X = R muni de sa topologie usuelle 7\. Le proeddd prudent permet de 
construire sur R une topologie O2 sdparde (car plus fine qu’une topologie sdparde), non 
mdtrisable d’apr&s 3. et pour laquelle les seules suites convergentes sont les suites station- 
naires. 

EXERCICE 2 . 17.4 

Montrons d’abord que la topologie est sdparde. Soit a,b e X,a < b. S’il existe c G ]a, b [ , 

] 4-, c[ et ]c, ->• [ sont des voisinages ouverts disjoints de a et 6. Sinon, ] b[ = ] G-, a] et 
]a, ->• [ = [6, [ sont des voisinages ouverts disjoints de a et 6. 

Montrons ensuite que la topologie est rggulfere, e’est-^-dire que tout voisinage d’un 
point x contient un voisinage fermd. Un voisinage de x contient un intervalle ouvert conte- 
nant x ; nous supposerons que cet intervalle est de la forme ]a,6[, on raisonnerait de la 
meme fagon lorsqu’il est de la forme ] b[ ou ]a, -> [ . On suppose done x e]a, 6[ . 
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S’il existe a, p G X tel que a<a<x<P<b, alors x G ]a, P[ C [a, P] c ]a, b [ , 
ce qui montre que [a, /?] est un voisinage ferm6 de x contenu dans ]a, b [ . 

Si ]a, #[ = ]xy 6[ = 0, ]a, b[ = {x} est un voisinage ferm6 de x. 

Si ]a, z[ = 0 et s’il existe P G X tel que x < p < 6, on a a; G ]a, /?[ C [x, P] C ]a, 6[ , 
ce qui montre que [; x , /?] est un voisinage ferme de x contenu dans ]a, 6[ . On raisonne de 
fa^on analogue lorsque ]x, b[ = 0 et s’il existe a G X tel que a < a < x. 

Ceci prouve que la topologie de l’ordre est r^gulifcre. 

EXERCICE 2.17.5 DOUBLE LIMITE 

1. Posons y = \im& lX 'j 2 / et soit V un voisinage fermd de y. II existe M* G T* tel que 
/(Mi x M 2 ) C V. Pour tout #1 G Mi, on a done C V ; tout point limite 

dtant un point adherent, on en dftluit que g(x\) G V = V pour tout x\ G Mi, c’est-&-dire 
g(Mi) C V. L’ensemble des voisinages fermds de y constituant un syst&me fondamental 
de voisinages de ce point, 1’ inclusion prdc6dente prouve que y = lim^ g. Ceci prouve le 
rdsultat voulu, qu’on peut dcrire sous la forme 

lim lim / = lim /. 

ifl 'J ‘2 IF1XIF2 

2. Prenons X = N et pour T* le filtre de Fr&het. Consid^rons une suite double (x m>n ) 
dans un espace rdgulier Y. On suppose que cette suite double admet une limite y suivant 
la base de filtre 7\ x J 2 , e’est-a-dire que, pour tout voisinage V de y, il existe un entier n 
tel que x PtQ G V pour p > n et q > n. On suppose en outre que, pour tout m, la limite 
y m = liin n _*oo Xm, n existe, alors la suite ( y m ) converge vers y d’aprfcs 1. 

EXERCICE 2.17.6 

1. L’ensemble *B des intervalles [a,6[, a < 6, est une base de topologie sur R car !B est 
stable par intersection finie et R = (Ja€® ^ (proposition 2.9.4). Notons T la topologie 
d^finie par cette base de topologie ; cette topologie est plus fine que la topologie usuelle To 
de R. En effet, soit ]a, b[ un intervalle ouvert, alors ]a, b[ = U a «*<6[ a >M est ouvert P our 
la topologie 7 ; tout ouvert de R pour To dtant une reunion d’ intervalles ouverts est done 
ouvert pour T : ceci prouve que T est plus fine que To. 

2. La topologie T, plus fine qu’une topologie sdparde, est s^parde. La suite 
([a, a + l/n]) n >i est un systfcme fondamental de voisinages fermds (car ces intervalles 
sont fermds pour la topologie usuelle) de a : en effet, tout intervalle [<*,/?[ qui contient 
le point a contient un intervalle de la forme [a, a + 1/n]. Tout point admet un syst&me 
fondamental ddnombrable de voisinages ferm^s. La topologie T est done r^gulifcre. 

3. Montrons que R, muni de la topologie T, est separable : tout intervalle [a, b[ , a < 6, 
contient un rationnel, done Q est partout dense pour la topologie T, ce qui prouve le rdsultat 
voulu. 

4. Montrons que la topologie T n* admet pas de base de topologie ddnombrable. Soit 
( Bi)iei une base de topologie. Soit iGR, l’intervalle ouvert [a, +oo[ peut s’dcrire comme 
une reunion de Bi ; il existe done ndeessairement un i tel que x G Bi et Bi C [x, +oo[ , 
c*est-a-dire tel que x = min Bi. On peut done ddfinir une application / : R -> I telle que 
x = min £/( x ) ; cette application / est ndeessairement injective, ce qui prouve que I a au 
moins la puissance du continu. Ceci prouve qu’il ne saurait exister de base de la topologie 
T qui soit ddnombrable. 

L’ espace R, muni de la topologie T, dtant separable d’aprfcs 3., cette topologie n’est pas 
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mdtrisable d’aprhs la proposition 2. 10.7. 

EXERCICE 2 . 18.1 

1. Notons d’abord que diam A < diam B si A c £, en particular diam A < diam A. D 6- 
montrons l’indgalite oppos^e, soit e > 0, il existe x>y € A tel que 

diam A < d(x , y) + e ; les points x et y dtant adherents h .4, il existe x' e A et y' e A tels 
que d(x,x') < e et d(y,y') < £ , d’oft diam A < d(y 1 y / ) + 3e < diam A + 3e et, ceci 
ytant vdrifid pour tout e > 0, diam A < diam A , ce qui prouve le r&ultat voulu. 

2. Soit e > 0, il existe x y y e A U B tel que diam (A U B) < d(x , y) + e. Si x et y 
appartiennent k A , d(x, y) < diam .4 < diam A + diam B , d’oil 
diam (A U B) < diam A + diam B + e 

et de m6me si x et y appartiennent a B. Lorsque x G A et y £ B, si A n B est non vide, 
soit z e AO B t alors d(x y y) < d(x y z) + d{z,y) < diam A + diam By d’oil, d’apr^s 1., 
diam (A\J B) < diam A + diam B + e. 

Si c’est A fi B qui est non vide, on choisit un point 2 e A n B et on raisonne de la m6me 
fa^on. L’in^galitd ci-dessus valable dans tous les cas prouve le r&ultat voulu. 

EXERCICE 2 . 18.2 

L’ensemble C des points de continuity de / peut s’^crire 

00 

C={xeX\ w(f;x) = 0} = p| {x G X ; «(/;*) < 1/n} 

n=l 

ou les ensembles {x G X ; cj(/; x) < 1/n} sont ouverts, la fonction u> dtant s.c.s. (propo- 
sition 2.18.5). Ceci prouve que C est un 3$. 

EXERCICE 2 . 18.3 

Il s’agit de dymontrer que le th^oreme de Cantor (proposition 2.18.9) caractyrise les es- 
paces mytriques complets. Soit ( x n ) une suite de Cauchy, posons B n = U p > n { a? p} et 
F n = B n . Ces ensembles F n sont fermys, la suite ( F n ) est dycroissante comme la suite 
(B n ) et le diamfctre de F n tend vers 0, car la suite (x n ) est de Cauchy et 
diam F n = diam B n d’aprys Texercice 2.18.1. Il en rysulte que Tintersection fj^Lo ^ n 
est ryduite k un point, ce qui signifie que la suite ( x n ) admet une valeur d’adhyrence ; 
la suite ( x n ) converge done d’apres la proposition 2.18.1, ce qui prouve que l’espace est 
complet. 

EXERCICE 2 . 18.4 

1. L’image du filtre des sections sur I par r application i Xi admet pour base Tensemble 
des Bi = \J j>i i x j} oh i dycrit I. Dire que ce filtre est de Cauchy signifie done que, pour 
tout e > 0, il existe i e I tel que diam Bi < e, e’est-h-dire d(xj y Xk) < e pour j > i et 
k> i. 

2. Tout filtre convergent ytant de Cauchy, toute suite gynyralisye convergente est de 
Cauchy. 

3. Si X est un espace mytrique complet, toute suite gynyralisye de Cauchy converge 
d’aprhs la dyfinition 2. 18.2. Ryciproquement, si toute suite gynyralisye de Cauchy converge, 
toute suite (ordinaire) de Cauchy converge et l’espace est complet d’aprhs le thyorhine 
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2.18.8. 

EXERCICE 2.19.1 

La topologie initiale 7 vdrifie la propridtd indiqu^e (corollaire 2. 19.4). Rdciproquement, soit 
7* une topologie sur X vdrifiant eette propri&6. Prenons pour espace Y 
l’espace X muni de la topologie 7' et pour application / ^application identique 
Ix : (X,T') — )• (X,7') ; cette application £tant continue, les applications 
fioI x =fi:{X y 7')^Xi 

sont continues, ce qui prouve que la topologie 7 ' est plus fine que la topologie 7 (th^orfcme 
2.19.1). Prenons ensuite pour espace Y l’espace (X, T) et pour application / Papplication 
identique I x : (X,7) -> ( X,T ') ; les applications fioI x : (X,CT) -> X* 6tant continues, 
cette application /x : (X, 7) -» (X, T') est continue, ce qui signifie que la topologie 7 est 
plus fine que 7\ Ceci prouve que 7 = 7* et le r6sultat voulu. 

EXERCICE 2.19.2 TOPOLOGIE ENGENDREE PAR UNE FAMILLE DE PARTIES 

1. Notons Xi 1’ espace topologique obtenu en munissant P ensemble X de la famille d’ou- 
verts Oi = {0, AiyX}. Si 7 est une topologie sur X, dire que A* est ouvert pour cette 
topologie signifie que Papplication identique I x : (X,7) -> Xu que nous noterons fu 
est continue. La topologie initiale sur X assoctee a cette famille (fi)iei est done la topolo- 
gie la moins fine sur X pour laquelle tous les ensembles Ai sont ouverts. On dit que cette 
topologie est engendr^e par la famille (Ai). 

D’apres (2.19.2), une base de cette topologie est constitute des intersections p| ieJ 
oil J dtcrit P ensemble des parties finies de I. 

2. Etant donnt un espace topologique Y, le corollaire 2.19.4 montre qu’une application 
f : Y — > X est continue si, et seulement si, les applications fiof:Y — > Xi sont 
continues, e’est-a-dire si f~ l (Ai) est un ouvert de Y pour tout i. 

EXERCICE 2.20.1 

Dire que M est ouvert dans A signifie qu’il existe un ouvert U de X tel que 
M = U fl A ; de meme il existe un ouvert V de X tel que M = V fl B. On en dtduit que 
M = (U D V) fl (A U B), ce qui prouve que M est ouvert dans A\J B. 

Le raisonnement est analogue lorsque M est ferm 6 dans A et dans B. 

EXERCICE 2.20.2 SOUS-ESPACE LOCALEMENT FERME 

1 => 2 Soit x e A, il existe un voisinage V x de x tel que 

V x fl A soit ferm 6 dans V x , e’est-a-dire tel que V x fl A = V x QA fl V x . Soit O x un 
ouvert tel que x G O x C V x ; d’apres Pexercice 2.10.3, on a O x fl A C O x fl A, d’ou 

o x r\A c o x n A n o x c v x n A n v x = v x n A c A 
et ceci prouve que (U x ga n A c A ; Pinclusion opposde dtant trivialement v^rifide, 
on a done P6galit£, soit A = O D A od O d^signe P ouvert Ux€>i et cec * P rouve Q ue A 
est une partie ouverte de A. 

2 => 3 Dire que A est une partie ouverte de A signifie qu’il existe un ouvert O tel que 
A = O fl A, ce qui prouve que A peut s’dcrire comme P intersection d’un ouvert et d’un 
fermd. 

3 => 4 On suppose que A = O D F ou O est un ouvert et F un fermd, alors A est ferm£ 
dans P ouvert O, ce qui prouve 4. 
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4=> 1 D’apr£s 4., il existe un ouvert O contenant A et un fermd F tel que A = O fl P, 
alors, pour tout x € A, O est un voisinage de x et A fl O = O fl F, done A D O est fermd 
dans O, ce qui prouve 1 . 

EXERCICE 2.20.3 RECOLLEMENT D’ESPACES TOPOLOGIQUES 

Notons Oi l’ensemble des ouverts de Xi et soit 7 une topologie sur X v^rifiant les condi- 
tions requises. Un ouvert O de X peut s’dcrire O = |J iG/ Oi ou Oi = O fl Xi est un 
ouvert de Xi. Inversement, soit Oi un ouvert de Xu alors Oi est ouvert dans X , X» etant 
ouvert dans X, et par suite O = (J iG/ Oi est un ouvert de X. Ceci montre que, s’il existe 
une topologie vdrifiant les propriety voulues, cette topologie est unique : Pensemble des 
ouverts est ndeessairement donnd par 

o = {0;o = (Jo < oao i €Oi}. 

iei 

Nous allons ddmontrer que 0 vdrifie bien les axiomes des ouverts et que la topologie 
associde possede les propridtds voulues. 

1 . Vdrifions d’abord la propriete suivante : soit Oj un ouvert de Xj> alors Xi fl Oj est 
un ouvert de Xi. Or Xi n Oj = (Xi fl Xj ) fl Oj est un ouvert de Xi fl Xj pour la topologie 
induite ‘Jj\x i nx j , topologie qui, d’aprfcs rhypothfcse b., coincide avec la topologie induite 
7 i\xinXj ; il existe done un ouvert Ui de Xi tel que Xi fl Oj = (Xi fl Xj) D £/* et cet 
ensemble est ouvert dans Xi d’aprfcs Phypoth^se a., ce qui prouve le r&ultat annoned. 

2. Montrons alors que 0 est stable par intersection finie, les autres axiomes des ouverts 
sont trivialement verifies. Soit 

O = U Oi, O' = U O' oil Oi.O'i € Oi. 

i€l i€l 

On a O n O' = U(ij)ei 2 n et ^ ^ aut v ^ ri fi er que Oi fl O' est ouvert dans Xi par 
exemple. Etant donnd que Oi fl O' = Oi fl (Xi fl O' ), il suffit de remarquer que Xi fl Oj 
est ouvert dans Xi d’aprfcs 1. 

L’ensemble 0 ddfinit done une topologie 7 sur X. 

3. Montrons que Xi est un sous-espace ouvert de X. En effet, on peut ecrire 
Xi = Uj € / Oj ou Oi = Xi et Oj = 0 si j ^ i. 

4. Vdrifions que 7 induit la topologie 7 \ sur Xu Soit O = (J ie/ Oi, Oi € Oi, 
un ouvert de X, alors O fl Xi = \J jeI (Oj n Xi) ou Oj fl Xi est un ouvert de Xi 
d’aprfcs 1., ce qui prouve que O fl X* est un ouvert de Xi : la topologie 7i est done plus 
fine que la topologie induite 7\x * . Inversement, soit Oi un ouvert de Xi ; on peut ecrire 
Oi = Xi D (\J jeI Oj) ou Oj = 0 si j ^ i et ceci prouve que Oi est un ouvert pour la 
topologie induite 7\x * , topologie qui est done plus fine que la topologie 7u Ceci ach&ve la 
demonstration. 

EXERCICE 2.20.4 IMAGE RECIPROQUE D’UN FILTRE 

1. Pour que / -1 (! B') soit une base de filtre, il est evidemment ndeessaire que / _1 (M') 
soit non vide pour tout M' e 23', un ensemble appartenant h. un filtre etant non vide. 
Redproquement, si cette condition est verifiee, montrons que f~ 1 ( i B / ) est une base de 
filtre. Utilisons la proposition 2.8.3, / _1 (2 3') est un ensemble non vide de parties non vides 
et, si M\ N f e 23', il existe P' E 23' tel que P' C M' fl N\ d’ou 

r\M') n }~\n') 3 n N') D r'iP'), 

ce qui prouve le rdsultat voulu. 
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2. Notons 3' le filtre engendrE par et 3 le filtre engendrE par /“ 1 (!B , ). Une partie 

M de X appartient a 3 s’il existe M' G *B' tel que / _1 (M') c M, ce qui Equivaut k dire 
qu’il existe M f G 3' tel que C M. Ceci montre que le filtre 3 ne depend que du 

filtre 3'. 

3. La base de filtre /(/“ 1 (- B')) engendre un filtre plus fin que 3' car, pour tout 
M' G 'B'y M' D /(/ _1 (M')) (proposition 2.1 1.1). 

Note Cet exercice generalise la situation dEcrite a la remarque 2.20.2 : si 3 est un filtre sur 
X admettant une trace sur une partie A de X t le filtre induit 3a est 1* image rEciproque de 
3 par Tinjection canonique i : A — > X et i( Ja), c’est-^-dire 3a en tant que base de filtre 
sur X y engendre un filtre plus fin que 3. 

EXERCICE 2.20.5 

Rappelons la situation envisage. On considEre une application / : X — {a} -» Y ou a 
est un point non isolE de X t ce qui signifie que a est un point adherent k X — {a}. Alors, 
y = lim x -> a ,x^a f(x) signifie que, pour tout voisinage V de y y il existe un voisinage W 
de a tel que f(W — {a}) C V . Dire que / est continue au point a signifie que, pour tout 
voisinage V de y y il existe un voisinage W de a tel que f(W) C V. Ces deux conditions 
sont Equivalentes vu que /(a) = y G V, ce qui prouve le r&ultat voulu. 

EXERCICE 2.20.6 LIMITE A GAUCHE ET A DROITE 

1. Dire que y = f(a + 0) signifie que, pour tout voisinage V de y t il existe un voisinage 
W de a tel que f(A fl Wn ]a, +oo[ ) C V ; 1’ ensemble (]a — 6, a + S[)s>o constituant un 
systeme fondamental de voisinages de a, il est Equivalent de dire qu’il existe 6 > 0 tel que 
/(An]a, a + <5[) CV ; ceci prouve que y = /(a + 0) Equivaut a a. 

a => b Soit ( x n ) une suite de An ]a, +oo[ convergeant vers a, alors il existe n tel que 
x p G ]a, a 4- S[ pour p > n t d’ou f(x p ) G V , ce qui prouve que la suite ( f(x n )) converge 
vers y. 

b => c est trivialement vErifiE. 

c => a On raisonne par l’absurde, si a. n’est pas vErifiE, il existe un voisinage V de y tel 
que /(An ]a, a+£[ ) (jL V pour tout 8 > 0. On construit alors par rEcurrence une suite ( x n ) 
de An]a, +oo[ strictement dEcroissante convergeant vers a tel que f(x n ) 0 V. On choisit 
xo G An]a,a+ 1[ tel que /(a?o) ^ V, puisa,* n +i G An}a y a + x n [ tel que f(x n +i) & V . 
On obtient ainsi une suite ( f(x n )) qui ne converge pas vers y , ce qui contredit c. 

2. Dire que / est continu au point a signifie que, pour tout voisinage V de /(a), il 
existe 8 > 0 tel que /(Anja - <5 , a + 8[) C V , c’est-£t-dire /(An]a - 5,a[) c V et 
/(An]a,a + 8[) c V ; d’aprEs l,a., ceci signifie done que / est continu k gauche et k 
droite au point a : /(a) = /(a + 0) = /(a - 0). 

3. Posons g(x) = f(x + 0) pour x G [a, b [ . Soient x G [a, b [ , y = g(x) et V un voisi- 
nage fermE de y. Il existe 8 > 0 tel que f(x') G V pour tout 

x < x' < x + 8y d’ou f(x ' + 0) G V = V y tout point limite Etant un point adhErent. 
Ceci prouve que g(x') G V pour tout x 7 e]x,x + 8[ ; Tensemble des voisinages fermEs de 
y Etant un systEme fondamental de voisinages de y = g{x) y on en dEduit que g est continu 
k droite au point x. La fonction x t-> f(x + 0) est continue k droite : en quelque sorte, 
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f(x + 0 + 0) = f(x + 0). 

EXERCICE 2.20.7 DISCONTINUITY D’UNE FONCTION MONOTONE 

1. Montrons que / admet une limite h droite en tout point x G [a,6[. On pose 
y = inf 2€ j X|6 ] f(z ) ; cette borne inf&ieure est bien d^finie car f(z) > f(x) lorsque z>x. 
Montrons que y = f(x + 0). Soit e > 0, il existe 6 > 0 tel que y < f(x + <5) < y + e, 
d’oii y < f(z) <y + e pour tout 2 G ]x, x + 5[ , ce qui prouve le r&ultat voulu. De plus, 
f(x) < f(x + 0). 

De la meme fa$on, on vdrifie que / admet une limite & gauche en tout point x G ]a, 6], 
f(x - 0) = sup 2G j a f(z) et que f(x - 0) < f(x). Pour tout x G [a, 6], on a done (vu 
les conventions adoptees aux extremes de Pintervalle) f(x — 0) < f(x) < f(x + 0). 
Lorsque a < x < y < 6, on a f(x + 0) < f(y - 0) : en effet, soit x' G }x ) y[, alors 
f(x + 0) = inf f(z) < f(x) < sup f(z) = f(y - 0). 

z€]*,x'[ ze )x’,y[ 

2. Soit a < x < y < b, d’apr£s 1. on a 

f(x) < f(x + 0) < f(y - 0) < f(y) < f(y + 0), 
ce qui montre que la fonction x i->- f(x 4-0) est croissante ; cette fonction est continue 
h droite d’aprfcs Pexercice 2.20.6. De m6me, on v^rifie que la fonction x f(x — 0) est 
croissante et continue h gauche. 

3. D’aprfcs Pexercice 2.20.6, la fonction / est continue en un point x si, et seulement si, 
f(x) = f(x + 0) = f{x — 0), e’est-fc-dire si, et seulement si, le saut de la fonction au point 
x est nul : s(x) = 0. 

Montrons que Pensemble D des points de discontinuity de / est dynombrable. On re- 
marque que les intervalles ]f(x — 0 ),f(x + 0)[, x G [a, 6], sont disjoints deux & deux 
et contenus dans Pintervalle [/(a), /(&)]. II en r^sulte que Pensemble des points x pour 
lesquels s(x) > 1/n est nycessairement fini et on en dyduit que Pensemble 

oo 

d — U { x e - V n ) 

n= 1 

est dynombrable. 

EXERCICE 2.20.8 FONCTION REGLEE 

Soit e > 0, on pose 

D e = {x G [a, b ] ; d(f(x - 0), f(x + 0)) > e} ; 

Pensemble D des points de discontinuity de / peut alors s’yerire D = U^Li D\/ n et il 
suffit done de dymontrer que les ensembles D e sont dynombrables. Nous allons vyrifier que 
tous les points de D e sont isoiys ; Pexercice 2.10.8 permettra de conclure, Pespace [a, b] 
admettant une base de topologie dynombrable. 

Soit x G D e , il existe S > 0 tel que d(f(x + 0), f(y)) < e/3 pour tout x < y < x + 8 
et il en rysulte que d(f(x + 0), f(y ± 0)) < e/3 pour tout x < y < x + 6 ;onen dyduit 
que d(f(y - 0), f(y + 0)) < 2e/3 < e et ceci prouve que D e C\ ]x, x + S[ = 0. De m6me, 
on vyrifiequ’il existed > Otel que D e C\]x - S',x[ = 0, d , ouD e n]x-(5 , ,a: + (J[= {a;}, 
ce qui prouve que x est un point isoiy de D e . 

Note Toute fonction monotone / : [a, b] —> R est rygiye d’apr^s Pexercice 2.20.7, on 
retrouve ainsi le fait que Pensemble des points de discontinuity d’une fonction monotone 
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est dynombrable. 


EXERCICE 2.20.9 DISCONTINUITY ARTIFICIELLE 


l,a. Montrons d’abord que ip est continu en tout point a de A. On a 
<p(a) = lim x ^a tX ^ a f(x). Si V est un voisinage fermy de <p(a), il existe done un voi- 
sinage ouvert W de a tel que f(W - {a}) c V, c’est-&-dire f(x) £ V pour tout 
x 6 W - {a}. En particular, ip(y ) £ V pour tout y £ (W - {a}) - A. D’autre part, soit 
y G (W — {a}) n A t respace X ytant sypary, W — {a} est un voisinage ouvert de y et il 
en r&ulte que ip(y) £V = V pour tout y £ (W — {a}) D A. Ceci montre que <p(y) £ V 
pour tout y £ W — {a}, done pour tout y £W. L’ ensemble des voisinages ferm^s de ip(a) 
ytant un systeme fondamental de voisinages de <^(a), ceci prouve que ip est continu en tout 
point de A. 

b. Montrons ensuite que ip est continu en tout point de continuity de /. Si a est un 
point isoiy de X, il n’y a rien h dymontrer car toute fonction est continue en un point isoiy. 
Si a n’est pas un point isoiy, on a ip(a) = f(a) = lim x _*, x ^ a f(x) d’apr^s la continuity de 
/ au point a et le raisonnement est alors identique a celui fait prycydemment. 

2. Montrons que tout point de A n est isoiy. Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il 
existe un point x £ A n non isoiy. Alors, on peut considyrer l’yventuelle limite 

y->x>yeA n -{x} 

cette limite, si elle existe, est nycessairement > 1/n. D’aprys la definition de ip et la conti- 
nuity de ip au point x f on a 

l]m , f(y) = <p(x) et lim <p(y) = <p(x), 

y-^x,yeA n -{x} y->x,yeA 1 t -{x} 

d’ou z = OyCe qui est absurde vu que 2 doit etre > 1/n. 

3. D’aprys l’exercice 2.10.8, X admettant une base de topologie dynombrable, l’en- 
semble A n est dynombrable et il en rysulte que A = U^Li A n est dynombrable. 

EXERCICE 2.20.10 PARTIE DE R DENOMBRABLE ET PARTOUT DENSE 


1. Pour n = 0, on prend A 0 = {ao}, A' 0 = {ao} et pour f 0 :Ao~> A' 0 l’application 
dyfinie par /(ao) = ao- Supposons construite une bijection croissante / n : A n A' n 
vyrifiant les conditions requises et construisons / n + 1. 

Si a n + 1 G A n et a' n + x £ j 4„ +1 , on prend simplement 

•^n+l = A nj A n+1 — A n et fn+ 1 = /n* 

Sinon, on a a n+ 1 £ A n ou a! n + x g A! n . On prolonge d’abord f n en une bijection 
croissante g n : A n U {a n +i} -> B' n ou B' n D A f n (si a n +i appartient h A nt on prend 
9n = fn) puis on prolonge g n en une bijection croissante / n +i : A n + 1 A ' n + 1 ou 
A n +\ D A n U {a n+ i} et A^ +1 = B' n U {a' n +i} (si a ' n + 1 appartient & B f n> on prend 
/n+i = g n )• Expliquons la construction de g n , celle de / n+ 1 est semblable. 

S’il existe a,p £ A n tel que a < a n + 1 < P et ]a y /3[nA n = 0, on choisit un point 
a! £ D 1 tel que / n (a) < a' < f n (P)> ceci est possible car D' est partout dense ; on prend 
alors B' n = A' n U {a'} et on prolonge f n en posant p n (a n + 1) = a'. 

S’il existe a £ A n telquea n +i < aet]-oo,a[nA n = 0, on choisit un point a' £ D ' 
tel que a' < / n (a) et comme prycydemment on pose B' n = A' n U {a'} et #n(a n + 1) = a'. 

Le raisonnement est identique lorsqu’il existe a £ A n tel que a < a n + 1 et 
]a, +oo[a4 n = 0. 

Ceci acheve la construction des bijections f n : A n A' n . 
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2. On d£finit une bijection / : D D' en posant simplement /\a„ = fn- 

3. Montrons que toute bijection croissante / : D ->■ D' est un homdomorphisme. 
Soient a 6 D, V un voisinage de a' = / (a). L’ensemble O' etant partout dense, il existe 
a! ,/3' 6 D' tel que a' &]a! ,(3'[c V ; on a ot = f(a) et /3' = /(/?) oil a, f3 g D et 
a < a < f3. On a alors f(]a,/3[ DD) c V n D' ou ]q, fi [ flD est un voisinage de a dans 
D, ce qui prouve la continuity de / au point a. De meme, on vdrifie la continuity de / _1 . 
EXERCICE 2.20.11 

On remarque que toute suite de Cauchy est bornye : en effet, il existe no tel que 
d(x no ,x n ) < 1 pour tout n > no, d’oQ x n g B'{ x nu ; r) en posant 
r = max(l max d( x no ,x n )). 

Cette boule 6tant complete par hypothese, la suite ( x n ) est convergente. 

EXERCICE 2.21.1 

OnaFr ( AxB ) = Ax i^n^xY-Int (A xB)),ou (proposition 2.21.2) A x B = AxB 
et Int (A x B) = A x B. De plus, 

X xY — A x B = ((X - A) x Y) U (X x (Y — B)) 
et par consequent 

_Fr (A x B) = ((A xB)C l ((X - A) x Y)) U ((A x5)n (X_x (Y - B))) 
ou ( A x B)_T\ ((X - A) x Y) = (A D (X - A))xB = Fr (A) x5e tde m6me 
(AxB)n(X x(Y-B)) = Ax (Bn (Y-B)) = Ax Fr (£), 
ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 2.21.2 

Il s’agit de verifier que, pour tout x G R, l’ensemble {(a;, 1 - x)} est ouvert et ceci resulte 
de regal ite suivante 

{(x, 1 — x)} = X D ([x, x + e[ x [1 — x, 1 — x + e[) oil € > 0. 

Il en resulte que X est le seul sous-espace de X dense dans X et, X n’etant pas denom- 
brable, ceci prouve que X ne saurait etre separable. 

EXERCICE 2.21.3 

1. Lorsque J est le filtre eiementaire associe h une suite ((x n ,y n )) et que l’espace X est 
h base denombrable de voisinages, la demonstration est la suivante. D’aprds la proposition 
2.16.6, il existe une sous-suite ( x nk ) qui converge vers x ; la sous-suite (y nk ) converge 
alors vers y et il en resulte que la sous-suite ((x nk ,yn k )) converge vers (x,y), ce qui 
prouve que ( x,y ) est une valeur d’adherence de la suite ((x n ,2/n)). 

2. Dans le cas general, soient V et W des voisinages de x et y , il s’agit de demontrer 
que V x W rencontre tout M 6 Le filtre pr2(5F) converge vers y , done est plus fin que 
le filtre V(y) ; il existe done N € J tel que W = pr 2 {N). Posons P = M n N e J, on a 
(V x W) n M D (V x pr 2 {P)) n P = (V n pn(P)) x pr 2 (P) 
et cet ensemble est non vide car V flpri (P) est non vide, le point x 6tant adherent h pr\ ( P). 
Ceci prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.21.4 

Notons d’abord que pr\\G : G -¥ X est une bijection dont la bijection rdciproque est 
donn^e par la formule ( Wi\g)~ 1 {x ) = (x,f(x)). D’autre part, cette bijection pti\g est 
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continue d’aprys la continuity de la projection pn : X x Y -» X. Quant k la bijection 
r^ciproque, elle est continue si, et seulement si, / est continu. Ceci prouve que / est continu 
si, et seulement si, pr\ |g est un homyomorphisme de G sur X. 

EXERCICE 2.21.5 PRODUIT D ESPACES REGULIERS 

Un produit d’espaces syparys ytant sypary (corollaire 2.21.12), il s’agit de demontrer que 
tout voisinage d’un point x = ( Xi)i e i contient un voisinage fermy. On peut supposer que 
ce voisinage est un voisinage yiymentaire, done de la forme V = rizeJ ^ x Uiel-J Xi 
ou J est une partie linie de I et ou V* est un voisinage de a?*. Les espaces Xi ytant supposys 
ryguliers, il existe un voisinage fermy Wi de Xi tel que Wi C Vi et il en rysulte que 
rizej Wi x Yl ieJ _j Xi est un voisinage fermy (corollaire 2.21.3) de x contenu dans V> ce 
qui prouve que 1’ espace produit est rygulier. 

EXERCICE 2.22.1 

1. Soit (( x ni y n )) une suite de G convergeant vers (x, y) dans Tespace X x R, montrons 
que (x y y) appartient k G , e’est-a-dire que x e O et que y = /(x), ceci prouvera que G est 
fermy dans X x R. On a y n d(x n ,F) = 1 pour tout n, d’ou y d(Xy F) = 1 ; on en dyduit 
que d(Xy F) ± 0, soit x £ O et (x, y) G G. 

2. La fonction / : O — > R ytant continue, l’exercice 2.21.4 montre que O est ho- 
myomorphe a G , done k un sous-espace fermy del x R d’aprys 1. Si X est un espace 
mytrique complet, tout sous-espace fermy de X x E est complet et par consyquent O est 
homyomorphe a un espace mytrique complet. 

3. Soit A un 9s d’un espace metrique complet X : A peut s’yerire H^Lo ^ es 
ensembles O n sont des ouverts de X. D’aprys le corollaire 2.21.7, A est homyomorphe 
k un sous-espace fermy de l’espace produit II^Lo ^ n ; chaque O n ytant homyomorphe k 
un espace mytrique complet, cet espace produit est homyomorphe k un espace mytrique 
complet (thyoryme 2.22.5) et la proposition 2.20.5 montre alors que A est homyomorphe a 
un espace mytrique complet, ce qui prouve le rysultat voulu. 

4. On peut ycrire 

/ = M_Q= f| (R -fo}), 

qe® 

ce qui prouve que l’ensemble des irrationnels I est un 9s de M ; d’aprys 3., / est done 
homyomorphe k un espace mytrique complet : il existe sur I une distance topologiquement 
yquivalente a la distance usuelle, celle induite par celle de R, pour laquelle I est complet. 
Bien entendu, il ne peut s’agir de la distance usuelle pour laquelle I n’est pas complet, 
n’ ytant pas fermy dans R. 

EXERCICE 2.22.2 

1. Il est clair que d' est une distance sur O. Montrons que les distances d et d' sont to- 
pologiquement yquivalentes. On remarque d’abord que d < d ' , done l’application iden- 
tique Io : ( 0,d ') -> (0,d) est continue. Pour dymontrer que l’application identique 
Io : (O, d) — > (Oy d') est continue, montrons que toute suite ( x n ) de O qui converge vers 
x pour la distance d, converge vers x pour la distance dl . D’apres (2.13.4), on a 

(2 - 44 - 1) d’(x,x n ) < d( X,Xn) + 

ou lim n ->ood(a:,a;n) = 0 et lim n _+oo d(XyF n ) = d(x y F) d’apres la continuity de Tap- 



236 CHAPITRE 2 TOPOLOGIE 


plication y d(y> F) ; il en resulte que lim n _>oo d'(x> x n ) = 0, ce qui prouve le rdsultat 
voulu. 

2. On suppose respace X complet, montrons que l’espace O muni de la distance d! est 
complet. Soit ( x n ) une suite de Cauchy de (O, d'). Vu l’inegalite d < d ', la suite ( x n ) est 
de Cauchy pour la distance d et converge done vers un point x e X pour la distance d. 
D’autre part, la suite (x n ) dtant de Cauchy pour d\ pour tout e > 0, il existe un entier n tel 
que 


1 

d(x Pi F) 


1 

d(x q ,F) 


< € pour p > n et q > n, 


e’est-^-dire 


| d(x p ,F) - d(x qi F)\ < ed(x P) F)d(x q ,F). 

En faisant tendre q vers l’infini, on en ddduit que 

| d(x p ,F) - d(x>F)\ < ed(x Pi F)d(x ) F) pour tout p > n. 

Cette indgalitd montre que d(x , F) ne peut 6tre nul et par consequent x appartient k O, F 
etant ferme. L’inegalite (2.44.1) montre alors que la suite ( x n ) converge vers x pour d '. 
Ceci prouve que tout ouvert d’un espace metrique complet est homeomorphe k un espace 
metrique complet. 


EXERCICE 2.22.3 


Munissons l’ensemble X de la metrique discrete et prenons sur l’espace produit Y = X N 
la distance dp d^finie en (2.22.5) avec = l/n. On obtient alors dp(x,y) = 0 si x = y 
, et si x ^ y, dp(x>y) = l/n ou n est le plus petit entier tel que x n ^ y n > e’est-^-dire 
la distance d proposde. D’aprfcs le thdorfcme 2.22.5, l’espace Y est bien un espace metrique 
complet pour cette distance. 

EXERCICE 2.22.4 FRACTION CONTINUE ILLIMITEE 


1 ,a. On a n = 1/ ai , soit 


soit 


n 


r 2 = 


P2 


Pi 

— ou Pi = 1, qi=ai\ 
Qi 

1 


OL2 


Oil + l /<*2 CH1O12 + 1 * 


V2 = — oii p2 = <*2 et q 2 = oi2qi + 1 ; 
<72 

r 3 s’obtient a partir de 7*2 en substituant a 2 + 1/0:3 a 02, d’ou 

0:2 + I/03 _ c*3P2 + Pi 

(q 2 + I/03) ai + 1 03^2 + qi * 


r 3 = 


d’ou 


P3 


rz = — ou p 3 = azp 2 + pi et q 3 = a 3 <?2 + qi- 

Q3 

On raisonne ensuite par recurrence, r n + 1 s’obtient en remplagant dans l’expression de r n , 
a n par a n + l/«n+i* d’oii 

_ (ftn + l/o:n+l)Pn-l + Pn-2 _ Otn+lPn + Pn-1 

(a n + 1/ oi n -\-i)qn—i + qn - 2 & n +iq n + q n - 1 

ou p n = oinPn- 1 +Pn- 2 , q n = a n qn- 1 + < 7 n -2 et ceci prouve le r£sultat voulu. On notera 
que les p n et qn sont des entiers > 1, que p n < q n pour n > 2 d’aprfcs les formules de 
recurrence (carpi < qi et p 2 < 42 ), done 0 < r n < 1 pour n > 2. 


r n + 1 = 
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b. On a P2Q1 - P1Q2 = — 1 et par recurrence 

Pn+\Qn PnQn+\ (0^1+lPn " 1 “ Pn—l^Qn Pn(^n+l^n H~ Qn — l) 


— (PnQn— 1 Pn — lQn) — ( l) n . 


On en deduit que 


(-l) n 

? n+ 1 T n — , 

QnQn +1 

d’ou r n + 1 = n + La sdrie est en fait conver- 

gente car il s’agit d’une serie alternee ; le terme general tend vers 0 car la suite ( q n ) est 
strictement croissante d’apres la formule de recurrence q n = a n q n - 1 + q n - 2 . Ceci prouve 
que la suite (r n ) est convergente, notons x sa limite. On a r 2n < x < r 2n +\ pour tout n et 
en particulier 0 < x < 1. 

c. Si 0 < x < 1 est developpable en fraction continue illimitee, nous allons montrer 
que x est necessairement irrationnel et que le developpement est unique. 

Notons d’abord la formule 


r k +i(oti , . . . ,Qffc+f) = r-fc(ai, . ..,<** + n(afc+i, . . .,<**>+*)) 
pour tout A,*, l > 1. En effet, pour l = 1 il ne s’agit que de la definition de rk+i en fonction de 
r k ; on raisonne ensuite par recurrence sur /, n+f+i s’obtient a partir de rk+i en remplagant 
Oik+i par + l/c*fc+t+i, ce qui conduit de suite a la formule voulue. 

En faisant tendre l vers l’infini, on en deduit que, pour k > 1, 

x = rje(ai, . . . ,afc-i,afc + x k ) ou x k = lim n(a fc +i> . . • ,Oi k +i ) ; 

i— ><x> 

observons que E ]0, 1[. Etant donne que 

n+i(^fc+ii • • • >afc+f+i) = ri(afc+i + ri(a k + 2 , . . . ,c*fc+H-i))> 
on obtient en passant a la limite x k = l/(a k+ i + x k +\)> formule qui vaut encore pour 
k = 0 en posant xq = x. Autrement dit, 


x k = 


1 


pour tout k > 0. 


C*k+l + X k+ i 

Cette formule permet de calculer par recurrence les entiers a k > 1 et les reels x k E ]0, 1[ . 
En effet, a k+ i est necessairement la partie entfere de l/x k , soit 

(2.44.2) a k +i = 


1 1 1 r 1 1 

— et x k +i = — . 

x k _ x k x k _ 


Lorsque x est rationnel, soit x = xq = p/q , 0 < p < q, tous les x k sont rationnels ; 
montrons que x k = y k +i/yk ou (y k ) est une suite d’entiers > 0 strictement decroissante : 
ceci prouvera qu’il existe k tel que 0 = y k +\ < y k > d’oii x k = 0 ce qui est absurde, les 
x k appartenant k ]0, 1[ . On a xq = yi/yv avec 2/0 = q et y\ = p, puis par recurrence on a 
(division euclidienne) y k = sy k + 1 + t, 0 < t < y k + 1 , d’oii y k /y k +i = s + t/y k + 1 , soit 
s = [l/x k ] et x k +i = y k + 2 /y k +i ou y k + 2 = t, ce qui prouve le resultat voulu. 

2. Ce qui precede montre que toute fraction continue illimitee definit un nombre irra- 
tionnel de ]0, 1[ et que l’application / qui h toute suite (a n ) n >i associe le nombre irration- 
nel H h H est injective. Montrons que cette application de Y = J(N*; N*) 

sur l’ensemble I des irrationnels de ]0, 1[ est surjective. 

Etant donne un irrationnel de ]0, 1 [ , les formules (2.44.2) definissent une suite (a n ) n >i 

d’entiers > 1, tous les x n etant irrationnels. verifions alors que x = H h H . 

a i I a n 

En effet, on note que 


x = r k (ai y . . . ,afc- i,a k +x k ) pour tout k > 1. 
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Pour k = 1, cette formule se rdduit & x = n(ai 4* x\) = l/(ai + xi), soit 
1/x = ai + xi, ce qui est la definition de ai et x\. On raisonne ensuite par recurrence : 
onaxfc = l/(afc+i + x k +i), d’ou 


x 


r k 


(ai,. . . y a k -i,a k H ) 

\ afc+ 1 + Xfe+i / 


= rfc+i(ai,...,afe,Q;fc+i + ®fc+i)> 


ce qui prouve le r&ultat voulu. La fonction y »-» r k (ai , . . . , a k -\ , afc + 2/) etant croissante 
si A; est pair, ddcroissante si k est impair, on en d&juit que 

P2n/q2n <X < P2n+l/q2n+l pOUr tOUt 71 

et, en faisant tendre n vers l’infini, il r&ulte que x est bien dgal h la fraction continue 
illimitde H h p-J- H . Ceci prouve que / : Y -> / est une bijection. 


3. Soit a = (a n ) G K et soit (a 5 ) une suite de K, a 5 = (aj) ; on pose x = /(a) et 
x j = f(a j ). Les espaces Y et I dtant m&risables, il s’agit de ddmontrer que la suite (a j ) 
converge vers a si, et seulement si, la suite (x j ) converge vers x. 

Supposons d’abord que la suite (a j ) converge vers a, alors (proposition 2.21.8) pour 
tout entier n > 1, il existe un entier k tel que a p = aj pour 1 < p < n et tout 
j > k. Il en rdsulte que x et x j pour j > k appartiennent au m6me intervalle d’extrd- 
mit^s r n _i(ai , . . . , a n -i) et r n (ai, . • . , a n ), intervalle dont la longueur l/q n -iqn tend 
vers 0, ce qui prouve que la suite (x j ) converge vers x. 

Rdciproquement, si la suite (x j ) converge vers x , les formules (2.44.2) montrent que, 
pour tout n, la suite (aj) converge vers a n et ceci prouve le rdsultat voulu. 

Tout espace m&rique discret 6tant complet, l’espace Y est un espace m&rique complet 
d’aprfes le thdorfeme 2.22.5 : plus pr6cis6ment, il existe une distance sur Y compatible avec 
sa topologie pour laquelle Y est complet. On en d^duit que I est hom^omorphe h un espace 
m^trique complet. 


EXERCICE 2.22.5 


1. Rappelons que 1* application 

oo 

/ ' (&n)n> 1 ^2 Oi n 3 n 

71 = 1 

est une bijection de l’espace {0, 2} N * sur l’ensemble de Cantor C. Montrons que / est un 
hom^omorphisme. Soit (a fc ) une suite de {0, 2} N *, a k = (aj), et soit 

ol = (a n ) G {0, 2 } n ; 

posons x k = /(a fc ) et x = /(a). Les espaces {0, 2} N * et C 6tant m&risables, il s’agit de 
ddmontrer que la suite ( a k ) converge vers a si, et seulement si, la suite ( x k ) converge vers 


x. 

Notons d’abord le rdsultat suivant. Soient a,/3 G {0, 2} N *, a ^ f3 ; posons x = /(a) 
et y = /(/?). Notons p > 1 le plus petit entier tel que a p ^ (3 P . On a 

oo 

x - y = 2 x 3 -p + E (a„- fi n )3~ n 

n=p+l 


ou 


E K - Pn)3~ n <2 E 3_n = 3_P . 

n=p+l 7t=p+l 
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d’ou3 _p < \x-y\ < 3 _p+1 . 

Si la suite ( a k ) converge vers a, pour tout entier p il existe k tel que a n = a 3 n pour 
1 < n < p et tout j > k t d'oft |# — x 3 \ < 3 _p+1 et, 3 _p+1 tendant vers 0 lorsque p tend 
vers Tinfini, ceci prouve que la suite ( x k ) converge vers x. Rdciproquement, si la suite ( x k ) 
converge vers x y pour tout entier po, il existe k tel que \x — x 3 \ < 3“ Po pour j > k , d’oii 
3~ Pj < 3“ p0 , soit pj > po si pj d^signe le plus petit entier tel que a Pj ^ a 3 Pj et ceci 
montre que a n = ot 3 n pour 1 < n < po et tout j > k : la suite ( a k ) converge vers a. 

2. D'aprfcs le corollaire 2.21 .1 6, on en d^duit que les espaces C n , n > 1, et C N sont ho- 
mtfomorphes a {0, 2 } n * x ll,nl et {0, 2 } n * xN . Les ensembles N* x [1, n] et N* xN ytant ^qui- 
potents a N*, le corollaire 2.21. 14 prouve que ces espaces sont hom^omorphes & {0, 2} N *, 
done a V ensemble de Cantor. 

EXERCICE 2.22.6 

1. Soit a e A t alors a e A n pour tout n > 1 ; les ensembles A n>z ^tant disjoints deux 
h deux, il existe une unique application e E £ n telle que a G A n ,e • Vu l’hypoth^se c., on 
en d^duit qu’il existe une unique application e : N* {0, 1} telle que a G A nt e n pour 
tout n > 1 oCl e n d^signe la restriction de e & [1, n]. Ceci permet de d^finir une application 
/ : A -> {0,lf* telle que a G A n j u(a ) pour tout n > 1 oil f n (a) = f(a) | ( i, n] . 
Cette application est une bijection. En effet, soit e G {0, 1} N+ , alors f(a) = e signifie 
aef)n=lAn t e n , ce qui determine a, cette intersection 6tant rdduite a un point d’apr^s le 
th^orfcme de Cantor (proposition 2.18.9). 

2. Montrons ensuite que cette bijection est un hom^omorphisme. Soit ( a k ) une suite de 
A qui converge vers a G A et soit n > 1, alors il existe e G Z n tel que a G A n , e - Soit 
0 < 6 < min e t e c ut £'^£ d(a , A n ^ ), il existe k tel que \a— a?\ < 6 pourj > k . Vu lechoix 
de 8 , a j appartient au m6me ensemble A nf£ que a. Si on pose e = f(a) et e 3 = f(a 3 )> ceci 
prouve que e(n) = e 3 (n) pour tout j > k et ceci d^montre que la suite (e fc ) converge vers 
e, d’oii la continuity de /. Inversement, supposons que la suite ( e k ) converge vers e . Soit 
n > 1, il existe k tel que e n = e 3 n pour tout j > k , ce qui prouve que a et a 3 appartiennent 
au meme ensemble A nt£ , d’oil | a — a?\ < max e G£„ diam A n , e pour tout j > k ; vu 
Thypothese b., ceci montre que la suite ( a k ) converge vers a. Ceci prouve la continuity de 
/ _1 . L’espace A est done homyomorphe h l’ensemble de Cantor d’aprys Texercice 2.22.5. 
Note On observera que Tensemble de Cantor lui-meme est bien construit selon le procydy 
dycrit ci-dessus 

EXERCICE 2.22.7 

Utilisons Texercice 2.22.6. Construisons une suite (A n ) n >i de fermys vyrifiant les propriy- 
tys requises dans cet exercice. En prenant pour A nt£ des boules fermyes, il suffit de vyrifier 
la propriyty suivante : soit B'(a\r) y r > 0, une boule fermye et soit 8 > 0, alors il existe 
des boules fermyes disjointes s) et B'(a 2 \ s), 0 < s < 8> contenues dans B'(a;r). 
En effet, prenons a\ = a ; le point a n’ytant pas un point isoiy, la boule ouverte B(a\ r/2) 
contient un point a 2 ^ a. Il suffit alors de choisir s tel que 0 < s < min(£, d(ai, a 2 )/ 2 ). 

EXERCICE 2.23.1 

On a 3 r s(X\3 r s (Y]Z)) = ( Z Y ) X et 3 r s (X x Y\ Z) = Z XxY ou les espaces produits sont 
munis des topologies produits. Il suffit d’utiliser alors le corollaire 2.21.16 en observant 
que, dans cette situation particultere, Thomyomorphisme dycrit dans la proposition 2.21.15 
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est bien la bijection canonique qui nous intdresse ici. 

EXERCICE 2.24.1 

1 => 2 Soit A un ouvert de X , alors n(A) est ouvert d’aprfcs 1. Vu la continuity de 7 r, 
on en ddduit que 7r~ 1 (n(A)) est ouvert, ce qui prouve 2. 

2 => 1 Soit A un ouvert de X, 7r -1 (7r(j4)) est ouvert d’aprfcs 2., ce qui signifie que 
7 t(j 4) est ouvert d’aprfcs la caractyrisation des ou verts de la topologie quotient. Ceci prouve 
que P application ir est ouverte. 

Le raisonnement est identique dans le cas fermy. 

EXERCICE 2.24.2 

1. On a / = g o 7r et la surjection canonique n : X X/3R est continue. Si g est continu, 
/ est done continu. Rydproquement, si / est continu et si O est un ouvert de Y, g~ l (0) 
est un ouvert de X/R car 7r~ 1 (g~ 1 (0)) = / _1 (0) est un ouvert de X ; ceci prouve que 
g est continu. 

2. Soit O un ouvert de X/% alors U = 7 r _1 (0) est un ouvert de X et, ir ytant surjec- 
tive, tt(U) = O ; il en rysulte que g(0) = g(n(U)) = f(U) est un ouvert de Y , ce qui 
prouve que g est une application ouverte. 

3. Lorsque / est surjective, g est bijective. La continuity de g rysulte de celle de / 
d’aprys 1. Si / est ouverte, g est ouverte d’aprfcs 2. et rydproquement, si g est ouverte, / est 
ouverte en tant que composye d’ applications ouvertes (7r est supposye ouverte). Enfin, dire 
que g est ouverte signifie que g~ l est continu, autrement dit que g est un homdomorphisme, 
ce qui prouve le rysultat demandy. 

EXERCICE 2.25.1 

1. Le raisonnement est analogue & celui de la proposition 2.18.5. Soit a > a;), il existe 

un voisinage ouvert de x tel que diam f(V n A) < a. Soit y e V D A, alors V est un 
voisinage de y , d’ob a > u>(f ; y) et 

w(/;V) C [— 00 , a [ , 

ce qui prouve que c •) est s.c.s. au point x. 

2. On a Ao = H^Li {x € A \ u(f ; x) < l/n} ; la fonction w ytant s.c.s., on en dyduit 

que Ao est un S$ de A. Il existe des ouverts O n de X tels que Ao = H A). 

Si X est un espace mdrique, A est un 9s de X d’aprys le lemme 2.29.7 : il existe des 
ouverts 0' n de X tels que A = f|^° =1 0 ' n , d’oii 

00 

A>= 

71 = 1 

ce qui prouve que A 0 est un 9s de X. 

3. Si / : Aj-^ Y est continu, u>(f\x) = 0 pour tout x € A (proposition 2.18.5), d’ou 
A C Ao C A. Ceci montre que A est dense dans Ao. Montrons que / se prolonge en 
une application continue fo:Ao^ Y, e’est-a-dire (proposition 2.25.1) que la limite 

f(y) existe pour tout x e Ao. L* espace mytrique Y ytant complet, il suffit de 
remarquer que ( f(V n A))vev(x) est une base de filtre de Cauchy, Toscillation de / ytant 
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nulle au point x. 

EXERCICE 2.25.2 

1. On note F : Aq -> X x Y l’application x ( x , fo(x)) et 

G 0 = {(z, y) eX x B 0 ; x = go(y)} 
le graphe de go. On a alors 

F~ l (G 0 ) = {x G A 0 ; f 0 (x) G B 0 ttx = go(fo(x))} = A\. 

Le sous-espace Go est fermy dans X x Bo d’apr&s la continuity de go ; d’aprfcs le lemme 
2.29.7 , Go est un 9s de X x Bo, done de X x Y, X x Bo ytant un 9$ de X x Y . L* application 
F ytant continue, l’exercice 2. 13.4 montre que A\ est un 5s de Ao, done de X , Ao ytant un 
5s deX. 

Pour dymontrer que Bi est un 9$, on raisonne de fa$on similaire. On introduit Pappli- 
cation F' :y i-> (go(y), y) de Bo dans X x Y et on remarque que B\ = F f ~ 1 (G / 0 ) ou Go 
est le graphe de /o. 

2. On vyrifie d’abord que fo(Ai) c B\. Soit x G A u alors y = f 0 (x) G B 0 et 
9o(fo(x)) = x , d’ou g 0 (y) = x e Ai c A 0 et fo(go(y)) = fo(x) = y , ce qui prouve que 
y appartient h B\ . 

De meme, on vyrifie que go(B{) c A\ ; on peut done dyfinir des applications 
fi = /oUi : Ai -> Bi et g\ = ^o|bi : B\ -> Ai. Ces applications sont continues et 
d’aprfcs la dyfinition de Ai et B x , on a gi(fi(x)) = x pour tout x e Ai et fi(gi(y)) = y 
pour tout y G B\, ce qui prouve que f\ : A\ B\ est un homyomorphisme, g\ ytant 
rhomyomorphisme ryciproque. Cet homyomorphisme prolonge / par construction. 

3. Soient X un espace mytrique complet, A un sous-espace de X homyomorphe h un 
espace mytrique complet Y ; notons / : A -» Y un tel homyomorphisme. D’aprfcs 2., il 
existe un 5s A\ de X contenant A , un 5s B\ de Y contenant Y , qui ne peut done etre 
que y, et un homyomorphisme f\ : A\ -> Y qui prolonge /. On a done nycessairement 
A = Ai, ce qui prouve que A est un 9a et le rysultat voulu. 

EXERCICE 2.27.1 

On sait d6$ que la topologie de la convergence uniforme est plus fine que la topologie de 
la convergence simple. Lorsque Y est Pensemble vide, Pensemble J (X;Y) est Pensemble 
vide ; lorsque Y est ryduit a un yiyment, il en est de m§me J(X ; Y) : dans les deux cas, 
il n’existe qu’une seule topologie sur ^{X; Y) et par consdquent la topologie de la conver- 
gence uniforme coincide avec la topologie de la convergence simple. Lorsque X est fini, 
l’espace J(X;Y) s’identifie h Y n si n dysigne le nombre d’yiyments de X. La distance 
dyfinissant la topologie de la convergence uniforme s’yerit 

di(y,z) = max d(yi,Zi) ou y = ( 2/i)i<i<n, ^ = (zi)i<i< n , 

l<i<n 

et on sait que cette distance dyfinit la topologie produit sur Y n ; dans ce cas les deux topo- 
logies sont done les memes. 

Si X est infini et si Y admet au moins deux yiyments, construisons une suite (/ n ) de 
J(X; y) qui converge simplement, mais qui ne converge pas uniformyment : ceci prouvera 
que les deux topologies sont diffyrentes. Il existe une injection n i-» x n de N dans X et 
deux yidments distincts a et b de Y. Notons alors f n :X-^Y 1’ application dyfinie par 
f n (x) = a si x = x n et f n (x) = b si x ± x n . Cette suite (/ n ) converge simplement 
vers la fonction / identiquement dgale h. 6, car, x G X ytant fixy, ou bien x ^ x n pour 
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tout n et alors f n = /, ou bien il existe un entier n (et un seul) tel que x = x n auquel cas 
f p (x) = f(x) pour p > n. Par contre, cette suite ne converge pas uniformement : en effet, 
si elle convergeait uniformement, sa limite ne pourrait etre que / et ceci n’a pas lieu car 
) = sup l€X d(f(x),f n (x)) - d(a,b). 

EXERCICE 2.27.2 


On peut supposer que la distance sur Z est bornde, car deux distances uniformement equi- 
valentes sur Z induisent la m£me structure uniforme sur les espaces J U (X x Y\Z) et 
J U (Y;Z), done sur Pespace J U (X; J U (Y; Z)). Etant donne deux fonctions 
f,g G J(X x Y;Z), on a alors 

di(f,g)= sup d(f(x 1 y),g(x i y)) 

(x,y)eXxY 


et 

d’oft 


di(f(x,.),g(x,.)) = sup d(f(x i y) i g(x,y)) i 

y6Y 


di ($(/), $(< 7 )) = sup di(f(x,.),g(x,.)) = SU P sup d(f(x,y) y g(x,y)) 
xex xeXyeY 

et par consequent di ($(/), $(g)) = di(/,p) : autrement dit, Papplication $ est simple- 
ment une isometrie, ce qui prouve le rdsultat voulu. 


EXERCICE 2.27.3 


Comme pour Pexercice 2.27.2, on peut supposer que les distances sur Y et Z sont borndes. 
Soit e > 0, il existe S > 0 tel que d(<p(y),<p(j/)) < € pour tout y,y' € Y verifiant 
d(y,y') < 6. Soient f,g € (X ; K), on a done d( (<p o /)(#),(</? o p) (a;) ) < £ pour tout 
x e X tel que d(f(x),g(x)) < S ; autrement dit, 

di(f,g) <S=> di(tpo fyipog) < e 
et ceci prouve que Papplication / i-> (p o f est uniformement continue. 

EXERCICE 2.27.4 


Comme dans les exercices precedents, on peut supposer que la distance sur Z est bornee. 
Soient /, £ E Ju (X ; Z) , on a 

di(fo<p,go'p) = sup d(f(<p(y)),g(ip(y))) < sup d(f(x),g(x)) = di(f,g) 

y€ Y x€X 

et ceci prouve que Papplication / f o (p est uniformement continue. 

EXERCICE 2.27.5 


Si les fonctions f n sont continues en un point x , montrons que la fonction / est continue au 
point x. Il existe un voisinage V de x tel que la suite (f n \v) converge uniformement vers 
/ \v- D’apr&s la proposition 2.27.4, la fonction f\v : V Y est continue au point x ; si W 
est un voisinage de /(#), (/|v) _ 1 (W^) = YCif~ 1 (W) est done un voisinage de x dans le 
sous-espace V, done dans X d’apres la proposition 2.20.2 et il en resulte que f~ l (W) est 
un voisinage de x dans X, ce qui prouve la continuite de / au point x. 

EXERCICE 2.27.6 

Soit ( x k ), x k = (x k ), une suite de c(N; Y) qui converge vers x = (x n ) dans Z°°( N; Y). 
L’espace Y etant complet, il s’agit de ddmontrer que la suite ( x n ) est de Cauchy. On a 
d{Xp)Xq) ^ d(x pi Xp) “l - d{Xq j Xq'j ~b d(x p )Xq} 
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et, e > 0 6tant donnd, il existe un entier k tel que 

d(pC p ,X p ) < £, d(Xq,X q ) < £] 

la suite (xfynen appartenant & Pespace c, il existe un entier n tel que d(x p < £ pour 
p,q>n , d’ou d(x py x q ) < 3 s, ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 2.27.7 COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE 

1. On a \f x (y)\ = \d{x,y) - d(a,y)\ < d(a,x) ; ceci montre que l’application f x appar- 
tient bien & Pespace X ; R). On a d’autre part 

I fx(z) - f y (z ) | = | d(x,z) - d{y,z)\ < d(x,y), 
d’ou di(f X} f y ) < d(x } y) ; de plus, \f x (x) — f y (x)\ = d(x y y ), ce qui prouve que 
d\(fx,f y ) = d(x y y). L’ application ip : x i-> } x est done une isomdtrie de X sur un 
sous-espace de Pespace Jb(X\R). 

2. Soit X Padhdrence de <p(X) dans 3*b(X ; R), alors X est un espace metrique complet 
(corollaire 2.27.3) et X est isom^trique a un sous-espace dense de X , & savoir <p(X). 

3. Soient X\ et X 2 deux espaces metriques complets et <pi : X Xi des applications 
telles que (pi soit une isom&rie de X sur son image (pi(X) supposde dense dans Xi . Alors 

: y>i(X) — > <P 2 {X) est une isomdtrie ; cette application uniformdment continue 
se prolonge done (thdoreme 2.25.2) en une application continue ip : X\ -» X 2 . Le principe 
du prolongement des identitds montre que ip est une isometrie sur son image, image qui 
est done complete ; cette image (p(X 1 ) est done fermde, elle est par ailleurs partout dense 
vu qu’elle contient (p 2 (X) et par consequent ip(X\) = ^ 2 . Ceci montre que ip est une 
isorndtrie de X\ sur X 2 , ce qui prouve le resultat voulu. 

Note La methode precedente de completion d’un espace metrique utilise de fa$on essen- 
tielle le fait que R est complet par Pintermediaire du corollaire 2.27.3. Cette methode ne 
peut done 6tre utilisde pour construire R en tant que complete de Q. 

EXERCICE 2.27.8 PERMUTATION DE LIMITES 

1. Soit £ > 0, il existe M\ G tel que 

d(f (xiy x 2 ), h{x 2 )) < £ pour tout x\ G Mi et tout X 2 G X 2 , 

d’ou 

(2.44.3) d(f(xi y X 2 ) y f(x'iyX 2 ))) < 2e pour xi y x'i G Mi etX 2 G X 2 . 

Etant donne que y = lim^ g , on peut choisir Mi tel que d(g(xi),y) < £ pour tout 
xi G Mi. Le point x\ G Mi etant fixe, il existe d’autre part M 2 G J 2 tel que 

(2.44.4) d(f(xi y X 2 ) y g(x'i)) < £ pour tout X 2 G M 2 . 

On a alors pour xi G Mi et X 2 G M 2 

d(f(x u x 2 ),y) < d(f(xi,x 2 ),f(x'i,x 2 )) + d(f(x'i,x 2 ),g(x' 1 )) + d(g(x'i),y), 
d’ou d(f(xi y X 2 ) y y) < 4e et ceci prouve que y = limy lX ^ 2 /. L* application / ayant une 
limite suivant le filtre produit Ji x J 2 , on peut utiliser l’exercice 2.17.5 en permutant le 
r61e des espaces X\ et X 2 et ceci prouve que y = limj 2 /i, soit 

lim lim / = lim lim /. 

*2 y 1 

2. Le fait qu’on puisse permuter deux limites lorsqu’une de ces limites est uniforme 
contient comme cas particular la proposition 2.27.4. Soient X un espace topologique, Y 
un espace metrique et f n : X — > Y une suite d’ applications continues en un point a G X 
convergeant uniformement vers une application h. Prenons X\ = N et X 2 = X , pour Ji 
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le filtre de Frdchet et pour < J 2 le filtre des voisinages du point a. Notons / : X\ x X 2 Y 
l’application /(n,a?) = f n (x ). La continuity au point a signifie 

/(n,a) = / n (a) = lim f n = lim /(n, •) 

7 V(a) V(a) 7 

La convergence uniforme de la suite (/ n ) vers h signifie prycisyment que la limite 

h(x 2 ) = lim /(#,x 2 ) 

^1 

est uniforme par rapport k x 2 . D’aprys 1., on a done 

lim lim f n ( x) = lim lim f n (x), 

71 — >00 x — >■ 0. x —to, 71 — >00 

c’est-£-dire 

lim / n (a) = lim h(x) } 

7 i— >00 x—>a 

soit h(a) = lim^-^a h(x) ce qui signifie que h est continu au point a. 

3. Lorsque Y est un espace mytrique complet, montrons que la limite limy lX3 r 2 / 
existe, c’est-£-dire que la base de filtre /(Ji x J 2 ) est de Cauchy. On ycrit d’abord (2.44.3) 
et (2.44.4) ; de (2.44.4), on dyduit 

d(/(a/i,z 2 ),/(aji,y 2 )) < 2 c pour tout x 2 , y 2 G M 2 . 

On a d’ autre part 

d(f(x 1 , x 2 ),f(x' 1 , y 2 )) < d(f(xi , x 2 ), f(x [ , x 2 )) + d(f(x [ , x 2 ),f(x i , y 2 )), 
vu (2.44.3), on en dyduit que 

d(f(xi i x 2 ) y f(x'i y y 2 )) < 4c pour tout x\ G Mi, x 2> y 2 G M 2 . 

On a alors 

d(f(xi,x 2 ),f(yi,y 2 )) < d(f(x l ,x 2 ),f(x , 1 ,y 2 )) + d(f(x'i,y 2 ),f{yi,y 2 )), 

d’oii 

d(f(xi,x 2 ),f(yi,y 2 )) < 8c pour tout x 1 , 2/1 G Mi et x 2l y 2 G M 2 , 
ce qui prouve le rysultat voulu. 

EXERCICE 2.27.9 


Montrons par exemple que / admet une limite a droite en tout point x G [a, 6[ . Soit c > 0, 
il existe un entier n tel que 

d(f(x) y f n (x)) < c pour tout x G [a, b]. 

La fonction f n admettant une limite k droite au point x> il existe S > 0 tel que 
d{fn(y),fn{z)) < epourx < y,z < x + 5, 


d’ou 


d(f(y),f(z)) < d(f(y),fn(y)) + d(f n (y),f n (z)) + d(f n (z),f(z)) < 3e 
et ceci montre que la base de filtre (/( ]aj, x + 5[ )) 0 <s<b-x est de Cauchy et, X etant 
complet, que / admet une limite k droite au point x. 


EXERCICE 2.28.1 


Le raisonnement est analogue k celui du thyoryme 2.28. 1 . Soit (O n ) une suite d’ouverts par- 
tout denses et soit O un ouvert non vide ; il s’agit de vyrifier que O rencontre 1’ intersection 
H~o 0° construit une suite d’ouverts yiymentaires de la forme 

Bn = n B n.i X n Xi 

»€ Jn iG/ — J n 

ou J n est une partie finie de /, B Uti est un ouvert non vide de Xi de diamfctre < p n , cette 
suite vyrifiant en outre (2.28.1), e’est-a-dire 

Bo C O, B n + 1 C B n fl O n , 0 < p n +i < pn et lim p n = 0. 

n—too 
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Pour conclure, il faut alors verifier que 1’ intersection B = p|JJLo BnOSt non videMDr, si on 
dcrit B n = n* G / Bn t i en posant B Ut i = Xi lorsque i g J n , on a B n = Ebe/ B n ,u ^’ou 

b = n <6 /(fr=o®».0- Soit * 6 alors ou bien Bn>i = Xi pour tout n et 

nr-o®».i = ou bien la suite ( B n ,i ) est une suite d^croissante de fermds non vides 
dont le diam^tre tend vers 0 et l’intersection fl^Lo ^n,» est ^duite & un point d’aprfcs le 
thdor^me de Cantor (proposition 2.18.9). Dans tous les cas H^Lo & n »* est non et ^ en 
rdsulte que B est non vide. 

Expliquons maintenant comment on construit par recurrence les ouverts B n . L’ouvert 
non vide O contient un ouvert yiementaire non vide de la forme Y\ ie j 0 Oo t i x FLe /- j„ X% 
et, Jo etant fini, il existe des boules fermdes B'(xi\po/2) c 0o,* pour i G Jo ; on prend 
alors 

B 0 = n B(xi-,po/2)x n Xi 

i£Jo 

dont l’adherence Yl ie j (J B(xi\ po/2) x Yliei-j 0 Xi est bien contenue dans O, l’adhyrence 
d’une boule ouverte ytant contenue dans la boule ferm^e de m6me centre et de meme rayon. 
La construction de B n + 1 est analogue, il suffit d’utiliser le fait que B n H O n est non vide. 

EXERCICE 2.28.2 

1. La fonction / est discontinue en tout point rationnel a = p/q G Q* car f(a) = 1/q > 0 
alors que tout voisinage de a contient un irrationnel ; il en est de m6me si a = 0 vu que 

m = i. 

Si a G R - Q, soit go € N* ; l’ensemble des rationnels p/q avec 1 < q < qo tels que 
\a ~ p/q\ < 1 est fini. Il en rdsulte qu’il existe e > 0 tel que 
p/q G ]a — £, a + e[ => q > qo. 

On en ddduit que 

x G ]a — e, a + e[ ==> 0 < f(x) < 1/go 
et ceci prouve la continuity de / au point a vu que /(a) = 0. 

2. D’apr£s Pexercice 2.18.2, il suffit de verifier que Q n’et pas un G$ . On raisonne 
par Pabsurde : on suppose que R — Q peut s’ycrire comme une reunion d^nombrable de 
fermds ; ces ferm^s sont nycessairement d’intyrieur vide et R — Q serait done maigre. On 
remarque ensuite que Q = (J qe q {q} est maigre. Il en rysulte que R, en tant que ryunion de 
deux ensembles maigres, serait maigre, done d’intyrieur vide d’aprfcs le thyor^me de Baire 
(thyoryme 2.28.1) et ceci est absurde. 

EXERCICE 2.28.3 

1. On a 

f »(£) = r>*°; l/G**)! - 

p>n 

Ces ensembles sont done fermys d’aprys la continuity de / et l’hypothyse signifie que 

oo 

(J Fn(e) = [0, +oo[ 

n= 0 

et, vu le thyoryme de Baire, Pun des F n (e) est d’intyrieur non vide, d’oil le rysultat voulu. 

2. Vu que 6/a > 1, on remarque que (p + 1 )/p < b/a pour p suffisamment grand. Il 
existe done un entier m tel que (p + l)a < pb pour p > m, e’est-^-dire 
]pa,p6[fl](p+ l)a,(p+ 1)6[^ 0 
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et on en cteduit que ]ma, +oo[ = U£lm ]P a >P&[* 

3. On peut supposer m > no. Soit x > n\a , il existe p > n\ tel que x G )pa,pb[ 9 soit 
x/p G ]a, b[ et, vu que p > no, 

\f(x)\ = \f(p^)\<e 

et ceci prouve le r&ultat voulu. 

EXERCICE 2.28.4 

La situation envisage est la suivante. Soient X un espace topologique, Y un ouvert de X 
et A une partie de Y . On suppose que A est maigre dans X et on demande de verifier que 
A est maigre dans Y ; il s’agit done d’une r&iproque du lemme 2.28.2. Par hypothfcse, 
il existe une suite (F n ) de fermds de X d’intyrieur vide telle que A C U^=o^ n » d ’°u 
A C (J~o YnF n ou les ensembles YC\F n sont fermds dans Y. Montrons que ces ferm^s 
sont d’int^rieur vide dans Y, ceci prouvera le r^sultat voulu. Soit O un ouvert de Y tel que 
O C Y fl F n , alors O est un ouvert de X car Y est un ouvert de X et O C F n , d’oii 0 = 0, 
F n 6tant d’intyrieur vide. 

EXERCICE 2.28.5 

Soient X un espace de Baire, Y un ouvert de X et A une partie maigre de Y. Alors, A est 
une partie maigre de X d’aprfcs le lemme 2.28.2, done d’intdrieur vide dans X. Montrons 
que A est aussi d’intfrieur vide dans Y. En effet, soit O un ouvert de Y contenu dans A, 
alors O est ouvert dans X car Y est un sous-espace ouvert et, A 6tant d’int^rieur vide dans 
X t il en rdsulte que O est vide, ce qui prouve le rdsultat souhaity. 

EXERCICE 2.28.6 

Soit (O n ) une suite d’ouverts partout denses et soit V un voisinage d’un point x G X, il 
s’agit de d^montrer que V rencontre Intersection A = fl^Lo ** ex i ste un voisinage 

Vo de x qui est un espace de Baire et qu’on peut supposer ouvert d’aprfcs P exercice 2.28.5 ; 
O n fl Vo est alors un ouvert de Vo dense dans Vo, done AC I Vo est dense dans Vo. Il en r^sulte 
que V n Vo, qui est un voisinage de x dans Vo, rencontre A fl Vo, soit AnYflVb^eta 
fortiori A fl V ^ 0, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.28.7 

1. Les ensembles F n = / _1 ([-oo,n]) sont ferm^s et A c U£Lo^ n * A n’ytant pas 
maigre, Pun de ces fermds, soit F n , est d’interieur non vide ; sur P ouvert O = F n > on a 
alors sup x eo /(*) < n. 

2. Soit O un ouvert non vide, alors O est un espace de Baire (exercice 2.28.5) et 
fn\o : O -> R est s.c.i. (exercice 2.14.3). On peut done raisonner sur Pouvert X sup- 
pose non vide. La fonction g = sup n€N f n est s.c.i. (proposition 2.14.1), g(x) est fini pour 
tout x 6 X car la suite ( f n (x )) est convergente et X n’est pas maigre car X est de Baire et 
non vide : d’aprfcs 1., il existe un ouvert non vide sur lequel g est bomy sup^rieurement et il 
en est de meme de / vu que f < g. 

EXERCICE 2.28.8 

l,a. Il est clair que A e (x) est un intervalle de [0, +oo] contenant 0. La continuity au point b 
de la fonction y i-» f(x , y) montre que cet intervalle n’est pas r£duit h 0. Cet intervalle est 
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d* autre part ferine : en effet, soit (<5 n ) une suite de A e (x) convergente vers S , si d(y , b) < 6> 
il existe n tel que d(y, b) < S n , d’ou d(/(x, 6), /(x, y)) < e ce qui prouve que 6 appartient 
a A e (x). 11 existe done bien une fonction S e : X -»> ]0, -boo] telle que A e (x) = [0, £ e (x)]. 

b. Montrons que cette fonction est s.c.s. Soit a > S £ (a), alors il existe y G Y tel que 
d(y,b) < aetd(/(a,6),/(a,p)) > e ; la fonction x d(/(x, 6), /(x, y)) ytant continue 
au point a, on en d^duit que a > 6 e (x) pour x voisin de a et ceci prouve le caractfcre s.c.s. 
de la fonction 6 e . 

2, a. Les ensembles F p (e) sont fermds d’apr&s la semi-continuity de la fonction S e et 
X = (J£li F p (e) vu Q ue $e(x) est > 0 pour tout x. 

b. Montrons que l’ouvert O = (J£Li F P (e) est contenu dans X - D n si 
0 < e < 1/4 n. Soit a G F p (e). D’apr^s la continuity au point a de Implication 
x i-» /(a?, 6), il existe un voisinage K de a tel que a e V C F p (e) et 
d(/(x, 6), /(a, 6)) < l/4n pour tout x G V. On en d^duit que pour xG Vet tout y G Y, 

d(f(x, y ), /(a, 6)) < d(/(x, p) , /(x, 6)) + d(/(x, 6) , /(a, 6)) 

< d(/(x,p),/(x,6)) + l/4n ; 

lorsque d(y , 6) < 1/p, on a d(/(x, 6), /(x, p)) < e < l/4n car x G F p (£) et par conse- 
quent 

d{f(x,y),f(a,b)) < l/2npourx G Vet ye B(b\ 1/p), 
ce qui prouve que c o(f\ (a, 6)) < 1/n, soit a e X — D n . 

c. Le compiementaire de l’ouvert O ytant maigre d’apr^s la proposition 2.28.3, l’en- 
semble D n C X — O est maigre. L’ ensemble Db est done maigre en tant que reunion 
dynombrable de maigres. 

3. On peut ycrire D = U^=i ou les ensembles 

G„ = {{x,y) e X xY ; w(/;(i,j/)) > 1/n} 

sont ferm^s. Montrons que D est d’intyrieur vide, les ensembles G n seront a fortiori d’in- 
tyrieur vide et ceci prouvera done que D est maigre. Il s’agit de prouver que tout ou- 
vert non vide A de X x Y contient des points de continuity de /. Soit b G pr 2 (A) ob 
pr 2 : X xY -*Y dysigne la seconde projection. L’ ensemble 

A(b) = {xeX;(x,b)eA} 

est un ouvert non vide de X ; l’espace X ytant de Baire, l’ensemble maigre Db est d’in- 
tyrieur vide et il en rysulte que A(b) rencontre X — Db , ce qui signifie prycisyment qu’il 
existe des points de continuity de / de la forme (x, 6) appartenant h A. 

EXERCICE 2.29.1 

Soit C le plus petit ensemble de parties de X stable par bunion et intersection dynombrable 
contenant 0. D’apr£s le lemme 2.29.7 , tout ferme appartient h 6, done 6 est le plus petit 
ensemble de parties de X stable par bunion et intersection dynombrable contenant 0 et 
O' ; d*apr£s le lemme 2.29.9, 6 est done la tribu boryiienne de X. 
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2.45 Exercices du chapitre 2.C 

EXERCICE 2.30.1 

La condition est 6videmment ndcessaire. Inversement, soit (Oj)j^j un recouvrement ouvert 
de X. Chaque Oj s’&rit Oj = |J ie i. Bu Ij C I. Posons K = (J j6 j Ij, alors la famille 
(Bi)iei< est un recouvrement de X qui, par hypoth&se, contient un sous-recouvrement fini, 
soit ( Bi)i£ L o& L est une partie finie de K. II existe une application f : K J telle que 
i e I/(i ) pour tout i G K ; on a alors Bi C Of (*) et il en rgsulte que (0/(i))iGL est un 
sous-recouvrement fini de X, ce qui prouve que X est compact. 

EXERCICE 2.30.2 

\ => 2 Soit ( F n ) une suite d^croissante de fermds non vides, montrons que l’inter- 
section fl^Lo ^ n est non v ^ e en raisonnant par Pabsurde. Si cette intersection est vide, la 
suite (X - F n ) est un recouvrement ouvert d^nombrable qui admet, d’aprfcs 1., un sous- 
recouvrement fini ; cette suite (X — F n ) 6tant croissante, ceci signifie qu’il existe un entier 
n tel que X — F n = X, ce qui est absurde, les ensembles F n 6tant non vides. 

2 => 3 Soit (x n ) une suite de X, l’ensemble des valeurs d’adhdrence de cette suite est 
dgal a ^intersection de la suite d&roissante de fermds non vides U£L n {#p}, intersection 
non vide d’aprfcs 2., ce qui prouve 3. 

3 => 1 Soit (O n ) un recouvrement ouvert ddnombrable de X, montrons qu’il existe un 
sous-recouvrement fini en raisonnant par Pabsurde. On suppose done que X ^ Up=o 
pour tout n. Les ensembles X — Up=o^p sont non v ides, choisissons un point 
x n e X - (Jp=o Op dans chacun de ces ensembles. On construit ainsi une suite ( x n ). 
Montrons que cette suite n’admet pas de valeur d’adh^rence, ceci contredira 3. Supposons 
que x soit une valeur d’ adherence de la suite (x n ), alors il existe un entier n tel que x G O n 
et cet ouvert O n doit contenir tous les x p a Pexception peut-6tre d’un nombre fini d’entre 
eux, ce qui n’est pas vdrifid vu que x p ^ O n pour p>n. 

EXERCICE 2.30.3 ESPACE DE LINDELOF 

1. Soit ( B n ) une base de topologie ddnombrable et soit ( Oi) i€ i une famille d’ouverts. 
Posons 

A = {n G N ; (3i G I)(B n C Oi)}. 

On peut alors ddfinir une application i : n i(n) de A dans / telle que B n C 0*( n ) 
pour tout n € A. Montrons que |J i(E/ Oi = \J neA O i(n) , soit |J i6/ Oi = UieJ °& 
J = i(A) est bien une partie d^nombrable de I. Il s’agit de d^montrer Pinclusion 

U 0i c IJ o i(n) . 

i€l n€A 

Or, (B n ) est une base de topologie, done pour tout i € I il existe une partie Ai de N telle 
que Oi = U n e a* Bn ’ ce 9 ui montre Que C A et Oi C (J neA B n C U n eA Oi(n)> d’oii 
Pinclusion voulue. 

2,a. D’apr&s L, si X est un espace a base de topologie ddnombrable, tout recouvrement 
ouvert de X contient un sous-recouvrement d^nombrable, ce qui prouve qu’un tel espace 
est un espace de Lindelof. 

b. De plus, soit ( B n ) une base de topologie ddnombrable et soit ( Ci)iei une autre base 
de la topologie de X. Alors, pour tout entier n, il existe d’aprfcs 1. une partie d^nombrable 
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I n de I telle que B n = |J i€/ C%. L’ensemble J = UJT=o ^ n est ctenombrable et ( Ci)i e j 
est une base de la topologie de X car tout ouvert s’6crivant comme une reunion de B n 
s’^crit comme une reunion de Ci avec i G J. Ceci montre que toute base de topologie 
contient une base de topologie ddnombrable. 

3. Soit X un espace sdpar6 tel que toute suite admette une valeur d’ adherence. Si X est 
un espace de Lindelof, X est compact d’aprhs 1’ exercice 2.30.2. Rdciproquement, si X est 
compact, tout recouvrement ouvert contient un sous-recouvrement fini, done ddnombrable, 
et X est un espace de Lindelof. 

EXERCICE 2.30.4 

1. D^montrons d’abord que la condition est suffisante. Chaque espace admet une base 
de topologie d^nombrable que nous notons 23* et il existe une partie d^nombrable Io de 
/ telle que Si = {0,Xi} pour i G I - Io. On obtient une base de la topologie produit 
en prenant l’ensemble des ouverts de la forme B = n* G j x Yliei-j Xi &i d^crit 
Si et J l’ensemble des parties linies de I. On peut supposer J c /o, done J d^crit un 
ensemble d^nombrable, a savoir l’ensemble des parties finies d’un ensemble d^nombrable 
(exercice 1.9.5). Lorsque J est fixd, on obtient un ensemble ddnombrable d’ouverts B car 
un produit fini d’ensembles ddnombrables est ddnombrable (proposition 1.9.5). La base de 
la topologie produit consid^rde est done ddnombrable en tant que reunion d&iombrable 
d’ensembles d^nombrables (proposition 1.9.6). 

2. Montrons ensuite que la condition est ndeessaire. Chaque Xu hom^omorphe a un 
sous-espace de l’espace produit, est n&essairement a base de topologie ddnombrable. Si Si 
est une base de la topologie de Xu l’exercice 2.30.3 montre qu’il existe une base d6nom- 
brable ( B n ) de la topologie produit ou chaque B n est de la forme 

B n = B Ut i X 1 1 Xi 

— Jn 

oh J n est une partie finie de I et B n ,i E Si. L’ensemble Io = IJ^Lo est ddnombrable 
et si i 0 Io la topologie de Xi est n&essairement la topologie grossifcre, sinon 1’ ouvert 
O = Oi x Ylj^i Xj ou Oi est un ouvert non vide et distinct de Xi ne contiendrait aucun 
B n , ce qui est absurde car cet ouvert O doit s’dcrire comme une reunion de B n - 

EXERCICE 2.30.5 COEFFICIENT DE LEBESGUE D’UN RECOUVREMENT 

Pour tout x G X, il existe i G / tel que x G Oi et, Oi dtant ouvert, une boule ouverte 
centree au point x et contenu dans Oi, soit B(x\ r(x)) C Ou r(x) > 0. Du recouvrement 
ouvert (B(x\r(x)/‘2)) X £x, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe une partie 
finie A de X telle que U x ga B(x\r(x)/2) = X. Prenons alors € = min x6i 4 r(x)/ 2. Si 
M est une partie non vide de X de diametre < e, il existe x G A tel que M rencontre la 
boule B(x ; r(x)/2) ; il en rdsulte que M est contenu dans la boule B(x\ r(x)/2 + e), d’oh 
M C B(x ; r(a)) C Oi car e < r(x)/2 et ceci prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.30.6 

Montrons que g est s.c.i. au point a € X. Soit a G R tel que a < g(a ) et soit 
a < (3 < g(a), pour tout y G Y on a ft < f(a,y) et, / dtant s.c.i., il existe un voisi- 
nage V y x W y de (a, y) tel que ft < f(x\y') pour tout (x\ y’) G V y x W y . Bien entendu, 
on peut supposer ce voisinage ouvert, alors {W y ) y ^Y est un recouvrement ouvert de l’es- 
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pace compact Y. II existe done un sous-recouvrement fini, soit ( W y ) yeA , A ddsignant une 
partie finie de Y. L’ensemble V = p| y€>1 Vy est un voi s in a g e de a et P < /(x , y) pour tout 
(x, y) e V x Y, d’ou /3 < g(x) pour tout x G V et par consequent a < g(x) pour tout 
x G V, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.30.7 

1 . On peut supposer la distance sur Z bomde : des distances uniform^ment dquivalentes 
sur Z induisent des distances uniformyment dquivalentes sur les espaces J U {X x Y;Z) 
et 3 U {Y\ Z), done sur l’espace ; il en r^sulte que remplacer la distance 

sur Z par une distance uniformyment yquivalente ne modifie ni les espaces G U (X x Y\ Z ), 
G U (Y \Z) t G u (X;G u (Y\Z)) i ni leur structure uniforme. 

2. Rappelons la definition de 1’homeomorphisme $. Soit / G X x Y\Z), notons 
g x : Y -> Z 1’ application y *-¥ f(x y y) ; alors, $(/) designe l’application x h* g x de X 
dans 3(Y\ Z). Si / est une fonction continue, il est clair que g x est une fonction continue, 
soit$(/) :X->Q(Y\Z). 

2, a. Montrons d’abord la continuite de $(/), respace G(Y ; Z) etant muni de la topo- 
logie de la convergence uniforme, soit <£(/) G C(X; G U (Y ; Z)). Soit a € X e t soit e > 0, 
il s’agit de demontrer qu’il existe un voisinage V de a tel que d\(g Xy g a ) < 2e pour tout 
x G V, e’est-a-dire 

x G V => supd(f(x,y),f(a,y)) < 2e. 
yeY 

La fonction / est continue au point (a, b ) G X x Y 9 il existe done un voisinage ouveit 
Vb x Wb de (a, b) tel que 

d(f(x y y) y f(a y b)) <e pour tout (x y y) G Vb x W b . 

Le recouvrement ouvert ( Wb)beY de l’espace compact Y contient un sous-recouvrement 
fini ( Wb)b€B , B partie finie de Y. Posons V = f\eB alors V est un voisinage de a et 
d(f(x y y) y f(a y b)) < e pour tout (x y y) eV xY y 

d’oh 

d(f(x y y) y f(a y y)) < d(f(x y y) y f(a y b)) + d(f(a y y) y f(a y b)) <2e 
pour tout (x, y) G V x Y, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

b. D’aprfcs 2, a., l’application <3> induit une injection de l’espace G(X xY\Z) dans 
G(X- y G u (Y; Z)). Montrons que cette application est surjective. Etant donnd une appli- 
cation continue x i-» g x de X dans Q U (Y\Z), il s’agit de ddmontrer que l’application 
f : X xY -> Z ddfinie par /(x, y) = g x (y) est continue. Soient (a, 6) G X x Y et e > 0, 
d’aprfcs la continuity au point a de 1’ application x g Xi il existe un voisinage V de a tel 
que 

d(f(x y y) y f(a t y)) <e pour tout (x,j/) G V x Y 
et, d’aprfcs la continuity au point 6 de l’application g a : Y -» Z, il existe un voisinage W de 
b tel que d(f(a y y) y f(a y b)) < e pour tout y G W . Il en rysulte que, pour (x, y) e V xW, 
d(f(x,y),f{a,b )) < d(f(x,y),f(a,y))+d(f(a,y),f(a,b)) < 2e, 
ce qui prouve la continuity de / au point (a, 6). 

c. Ce qui prycfcde prouve que $ induit une bijection de l’espace G u (X x Y ; Z) sur l’es- 

pace G U (X; G U (Y;Z)). Vyrifions que cette bijection est un homyomorphisme uniformy- 
ment continu, ainsi que 1’ homyomorphisme ryciproque. Etant donny que 

$ : J U (X x Y;Z) J’uiX; ^(Y ; Z)) est un homyomorphisme uniformyment continu, 
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ainsi que Phomdomorphisme rdciproque, il suffit de remarquer que £ U {X x Y;Z) est un 
sous-espace mdtrique d e ^(X x Y; Z) et que Q U (X\ C U (Y ; Z)) est un sous-espace m 6- 
trique de jF u (y; Z)). Comme nous l’avons v<$rifid (exercice 2.27.2), <£ est en fait 

une isomdtrie lorsque la distance sur Z est bornee. 

EXERCICE 2 . 30.8 

Soit a E Ha/gu alors a e M P our tout M E 'll et ceci prouve que M € U a . L’ultrafiltre 
IX est done moins fin que Pultrafiltre trivial U a et done coincide avec cet ultrafiltre, ce qui 
prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2 . 30.9 

1 . La condition est 6videmment ndeessaire, tout filtre plus fin qu’un filtre convergent conver- 
geant vers la meme limite. Rdciproquement, supposons que y = limn / pour tout ultrafiltre 
'll plus fin que J et montrons que y = limy /. Raisonnons par Pabsurde, supposons que y 
ne soit pas une valeur limite de / suivant J. Alors, il existe un voisinage V de y n’appar- 
tenant pas au filtre engendr<$ par /(J), ce qui signifie f(M) (£ V pour tout M E J, soit 
M D (X - f~ l (V)) ^ 0. Autrement dit, J admet une trace sur X — f~ l (V) qui engendre 
un filtre J' sur X plus fin que Soit 'll un ultrafiltre plus fin que J', done que J ; la base 
de filtre /( 'll) ne converge pas vers y car X - / _1 (K) E 3' C ll, d’ou f~ l (V) £ U et on 
obtient ainsi une contradiction. 

2. Dire que / est continu en un point a signifie que /(a) = lim V ( a ) / done d’aprfcs 1. 
que, pour tout ultrafiltre U plus fin que le filtre V(a), c’est-5-dire qui converge vers a, la 
base de filtre /('ll) converge vers /(a). 

EXERCICE 2 . 31.1 

1. Le graphe de / peut s’^crire 

G = {(x,y) e X x Y ; pr 2 (x,y) = (f ° pri)(x,y)} 

en notant pri : X x Y — > X et pr 2 : X x Y — > Y les deux projections. Si / est continu, son 
graphe est done fermd d’apres le principe du prolongement des identity, Y 6tant sdpard. 

2. R6ciproquement, on suppose Pespace Y compact et le graphe de / ferm<$. Montrons 
que f(x ), x e X, est le seul point adherent au filtre de base f(V(x))> on en d&luira que 
cette base de filtre converge vers f(x) d’aprfcs la proposition 2.3 1 . 1, ce qui signifie que / est 
continu au point x. Considdrons done un point y eY adherent au filtre de base f(V(x)). 
Alors, pour tout voisinage V x W de (x, y ), W n f(V) ^ 0, ce qui signifie que V x W 
rencontre G ; ceci montre que le point (x,y) est adherent h G t d’oii (x,y) € G t G <$tant 
ferm6, soit y = /(as). 

EXERCICE 2 . 31.2 

La condition est dvidemment ndeessaire. Rdciproquement, Pespace X 6tant & base ddnom- 
brable de voisinages, soient x e X et ( x n ) une suite de X convergeant vers x , il s’agit 
de d^montrer que la suite ( f(x n )) converge vers f(x). Considdrons le compact (exemple 
2.31.1) A" = {a:} U La fonction f\x : K Y dtant continue et la suite 

(x n ) convergeant vers x dans le sous-espace K , la suite ( f(x n )) converge vers f(x ), ce 
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qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.31 .3 CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT COMPACT 

1. Une suite ( f n ) convergeant uniformdment sur tout compact vers / converge simplement 
vers / car toute partie de X rdduite h un point est compacte. 

2. Soit (f n ) une suite convergeant localement uniformdment vers / et soit K une partie 
compacte de X. Pour tout x e X, il existe un voisinage ouvert O x de x tel que la suite 
(f n \ o. x ) converge uniformdment vers f\o. x : pour tout e > 0, il existe un entier n x tel que 

sup d(f(y ), f p (y)) < e pour tout p>n x . 

yeOj; 

La famille ( O x ) xe K est un recouvrement ouvert du compact K ; il existe done une partie fi- 
nie A de I< telle que K C \J xeA O x . P° sons n = ma x xeA n x , on a alors 
3 U Py€K<Kf(y)>fp(v)) < £ pour p > net ceci prouve que la suite (/ n |/c) converge 
uniformdment vers f\i<. La suite (/ n ) converge done uniform^ment sur tout compact vers 
/• 

3. On suppose Pespace X sdpard et & base ddnombrable de voisinages et on considfcre 
une suite (/ n ) de fonctions continues convergeant uniformdment sur tout compact vers /. 
Soit K une partie compacte de X> d’aprfcs le corollaire 2.27.5 la fonction /\k est continue 
et / est done continu d’apr&s Pexercice 2.31.2. 

EXERCICE 2.31.4 

1. On considere un compact K\ de Xu un point a e X 2 et un voisinage V de K\ x {a}. 
Pour tout x e Ki, V est un voisinage du point (x y a), il existe done un voisinage ouvert 
Oi, x x O 2 ,* de (x, a) contenu dans V. La famille (Oi tX ) X €Ki est un recouvrement ouvert 
du compact Ku il existe done une partie finie A de K\ telle que K\ c 0\ — (j xeA Oi tX . 
Posons O 2 = ^ 2 ,x» alors 0\ x O 2 est un voisinage ouvert de K\ x {a} contenu 

dans V, ce qui prouve le rdsultat voulu lorsque K 2 est r&luit & un point. 

2. Dans le cas gdndral, soit V un voisinage de K\ x K 2 . Pour tout y e K 2t il existe, 
d’apr&s 1., un voisinage ouvert Oi, y x C> 2 , y de K\ x {y} contenu dans V. Lorsque y d^crit 
K 2 , les ouverts 02, y constituent un recouvrement de K 2 ; il existe done une partie finie A 
de K 2 telle que Ki C O 2 = (J yeA 02, y . Posons 0\ = f| €>l alors x est un 
voisinage ouvert de K\ x K 2 contenu dans V, ce qui prouve le rgsultat voulu. 

EXERCICE 2.31.5 

Soit A une partie ferm^e de X x Y et soit y g pr 2 (A). Pour tout x e X, le point (x, y) 
n’appartenant pas h A n’est pas adherent a A ; il existe done un voisinage ouvert U x x V x 
de ce point ne rencontrant pas A. Lorsque x d^crit X , les ouverts U x forment un recou- 
vrement ouvert de l’espace compact X. Il existe done une partie finie F de X telle que 
X = Uigf Posons V = flx€F Alors, V est un voisinage ouvert du point y ne 
rencontrant pas pr 2 (A ), ce qui prouve que pr 2 (A) est fermd. 

EXERCICE 2.31.6 

1. On peut 6crire A = pri(/ _1 ({a})) en notant pn : X x Y X la premiere projec- 
tion. L’ensemble f~ l ({a}) est fermy d’aprfcs la continuity de /, Pespace Z dtant s^pard. 
L’espace Y ytant compact, Pexercice 2.31.5 montre que A est ferm 6. 

2. L’ application g : A — > Y est bien ddfinie d’aprfcs l’injectivitd de l’application 
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y i-» f(x, y). Le graphe G de g est fermy dans A x V car 

G = {(x,y) € A x Y ; f(x,y) = a} = (A x Y) n /"‘({a}). 

L’espace Y dtant compact, l’application g est continue d’aprds l'exercice 2.31.1. 

EXERCICE 2.32.1 

L’ultrafiltre IX admet une trace sur A si, et seulement si, M D A ^ 0 pour tout M eU. 
Or, A e U ou bien X — A eU d’aprds la proposition 2.32.3 ; si U admet une trace sur A , 
X - A ne peut pas appartenir a IX et on a done ndeessairement A e U et, si cette condition 
est realist, alors IX admet une trace sur A, 1* intersection de deux ensembles d’un filtre dtant 
non vide. 

Montrons alors que le filtre induit Ua est un ultrafiltre. Utilisons le critdre de la propo- 
sition 2.32.3. Soit B une partie de A , alors ou bien B e IX, ou bien X - B 6 U. Lorsque 
5 E IX, on a alors B = B fl A e Ua et lorsque X - B e It, on a 
A - B = (X - B) n A e lU, 

ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 2.32.2 

1 2 d’apres la continuity de 7r et l’exercice 2.31.1. 

2 => 3 Soit F un fermd de X , montrons que 7 r(F) est ferm€ dans X/R , c*est-&-dire 
que 7r _1 (7r(F)) est ferme dans X. On observe que 

= fa € X ; (By € F)(ir(y) = tt(*))} 

et par consequent 

n~ 1 (n(F))=pr 1 ((X xF)nG) 

en notant pr\ : X x X -»> X la premiere projection. L’ ensemble (X x F) C\G est une partie 
fermee de l’espace compact X x X Cfychonoft), done compacte ; d’apres la continuity de 
la projection pr\ , 7r _1 (7r(F)) est done compact dans X y c*est-a-dire fermd. 

3 => 1 Montrons que deux points distincts £ et 77 de l’espace quotient X/R admettent 
des voisinages disjoints. L* application 7r dtant fermde, le saturd de tout fermd est ferme 
(exercice 2.24.1) ; en particular, l’ensemble 7t _1 (£) est fermy en tant que sature de l’un 
quelconque de ses points et de meme 7r — 1 (77) est fermy. Les ensembles 7t _1 (£) et 

sont done deux feimds disjoints dans un espace compact ; d’apres la proposition 2.31.9, ces 
fermys admettent des voisinages disjoints 

V e V(7r _1 (£)) et We Vfr" 1 ^)) 

qu’on peut supposer ouverts. L’ensemble (saturd) 7 t _ 1 (£) ne rencontrant pas X — V ne ren- 
contre pas le saturd V 1 de X - V y d’ou 7 t _1 (£) C X - V' C V ; de m8me, 
7r _ 1 (7^) C X - W' C W en notant W f le saturd de X - W. Les ensembles V' et W f sont 
fermys en tant que saturds d’ensembles fermds. Les inclusions prdeedentes montrent que 
X — V' et X - W f sont des voisinages ouverts disjoints de 7 t _ 1 (£) et 7r — 1 (77). Ces ouverts 
dtant saturds, on en ddduit que leurs images par 7r sont des ouverts disjoints et ce sont done 
des voisinages ouverts disjoints de £ et 77, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.33.1 

La condition est dvidemment necessaire. Reciproquement, si tout recouvrement ouvert dd- 
nombrable contient un sous-recouvrement fini, toute suite admet une valeur d’adhdrence 
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(exercice 2.30.2) et l’espace est compact d’apr£s le th£or£me 2.33.4. 

EXERCICE 2.33.2 

1. L’espace X x X est un espace mdtrique compact (Tychonoff) ; il existe done une sous- 
suite ((a nA . , b nfi )) convergente. Les suites (a nfc ) et (b nk ) sont convergentes , done de Cau- 
chy : en particular, pour tout € > 0, il existe un entier k tel que 

d(a nk , a ni ) < e et d(b nk , b ni ) < € pour tout l > k . 

Vu l’hypothfcse, on a 

d(a, a ni -n k ) < d(f fc (a),/ k {a, ni — n k )) = d(a, nki ci ni ) < e 
et de m6me d(b , 6 n/ _ n/t ) < e. Choisissons un l > k et posons n = rti—rtk > 1, on a alors 

d(a> a n ) < e et d(b , 6 n ) < e. 

2. D*apr£s l’indgalitd triangulaire, on en ddduit que 

d(/(a), /(&)) < d(a n) b n ) < d(a,a n ) + d(a n ,M +d(6,6 n ) < 2e + d(a, 6), 
et, ceci valant pour tout e > 0, d(f(a)J(b)) < d(a> b ) , d’ou d(/ (a) ,/(&)) = d(a,b). 

3. L’ application / est done une isomdtrie de X sur son image /(X). L’espace X dtant 
compact, /(X) est une partie compacte, done fermde. Notons d’autre part que f(X) est 
dense dans X : en effet, pour tout a e X et tout e > 0, il existe d’aprfcs 1. un point 
x e f(X) t h savoir a n , tel que d(a ) x) < e. Ceci prouve que f(X) est fermd et partout 
dense et par consequent f(X) = X : / est une isom&rie de X sur X. 

EXERCICE 2.33.3 ESPACE DES FERMES D’UN ESPACE METRIQUE 


1. On a dvidemment p(i4, B) = p(B , A). La relation p(A, B) = 0 signifie d(x> B) = 0 
pour tout x e At t d(x y A) = 0 pour tout x e B, c*est-&-dire AcB = BttBcA = A, 
d’ou A = B. Quant h l’indgalitd triangulaire, montrons que, pour tout A,B>C € J, 
sup d(x , C) < sup d( x, B) + sup d(y , C). 

x£A x€A y€B 

D’aprfcs (2. 13.4), on a pour tout x E A et tout y G B 

d(x , C) < d(x,y) + d(y, C) < d(: r, y) + sup d(y , C), 


soit 


d(a:, C) < inf d(x, ?/) + sup d(y, C), 

3/€B 


d(x , C) < d(x, 5) -|- sup d(i/, C) 

3/GB 

et on obtient l’indgalitd annonc£e en prenant la borne supdrieure sur x G A. On en dlduit 
que 

sup d(x , C) < p(A , £) + p(£, C) 

et en permutant A et C, 

sup d(®, i4) < p(A, B) + p(B, C), 

*€C 

d’ou 


p(A,C)<p(A,B) + p(B,C). 

2. On consid^re une suite (A n ) de J convergeant vers A pour cette distance p et 
des points e A n tels que la suite (a; n ) converge vers une limite not 6t x. Montrons 
que x appartient h A. Posons e n = sup xeAit d(x,A ), la suite (e n ) tend vers 0 ; on a 
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d(x n , A) < e n et en passant h la limite d(x , A) = 0, d’oh x e A = A, ce qui prouve le 
rdsultat voulu. 

3. Soit (A n ) une suite de J converg eant vers A, on se propose de demontrer que A est 
dgal a 1’ ensemble B = |XLo U P >„ A v 

Soit x G A, montrons que x appartient h B. II s’agit de demontrer que, pour tout n G N, 
x est adherent & l’ensemble (J p>n A P , c’est-h-dire que pour tout e > Oil existe p > n tel 
que 1’ intersection B(x\ e)C[A p soit non vide : en effet, sup xG>l d(x , A p ) tend vers 0 lorsque 
p tend vers l’infini ; il existe done p > n tel que d(x , A p ) < e , ce qui prouve le r6sultat 
voulu. 

Inversement, soit x e B. Soit (ek) une suite de nombres > 0 convergeant vers 0, 
construisons par recurrence une sous-suite (A Uk ) telle que 

B(x\ 6k) fl An k ^ 0 pour tout k. 

Pour A; = 0, le point x etant adherent h (J p >o A P , ^ existe un entier no tel que B(x\ eo) 
rencontre A ni) . De m6me, le point x etant adherent h U P > nfc +i A>» ^ existe rik+i > n k tel 
que B(x\£k+ 1 ) rencontre i4 nfc+1 . Choisissons alors Xk G B(x\£k) n A Uk ; on construit 
ainsi une suite (xk) qui converge vers x et, la sous-suite (i4 nA: ) convergeant vers A, on a 
x G A d’aprhs 2. 

Ceci prouve la formule voulue. 

4. On suppose l’espace X precompact. Soit e > 0, il existe une famille finie de 

fermes non vides de diametre < e dont la reunion est X. On note 23 l’ensemble des parties 
de X qui s’ecrivent |J i€ j Ai oh J est une partie non vide de I ; de telle parties de X etant 
fermees, 23 est une partie finie de J. Si A est une partie fermee non vide de X , l’ensemble 
J = {i G I ; A n Ai ^ 0} est non vide et A C B ou B = (J i€ j Ai G 23. Il en r^sulte que 

p(Aj B) = sup d(x, A) < e 

xeB 

et ceci prouve que l’ensemble des boules fermdes (B'(B\ £))b£‘b est un recouvrement fini 
de J, ce qui prouve que J est precompact. 

5. a. La suite (A n ) etant de Cauchy, il existe un entier n tel que p(A p , A q ) < e/2, 
e’est-h-dire sup xeA/t d(x , A q ) < e/2, pour tout p,q > n. Pour tout x G A py on a done 
d(x } A q ) < e/2 et par consequent il existe y G A q tel que d(x> y) < e. 

b. D’aprhs 5, a., il existe un entier no tel que, pour p,q > no et x G A py il existe 
y G A q tel que d(x, y) < eo. On choisit un point quelconque xq de U P > no Alors, pour 
q > no, il existe y G A q tel que d(xo y y) < eo. D’aprhs 5, a., il existe un entier ni > no 
tel que, pour p y q > m et x G A py il existe y G A q tel que d(x y y) < £\. On choisit un 
point xi G A ni tel que d(xo,xi) < eo ; pour q > m, il existe alors y G A q tel que 
d(x\,y) < £\. Par recurrence, on construit ainsi une sous-suite ( A nk ) et des Xk € An fc , 
k > 1, tels que d(xk-\->Xk) < Sk-i et, pour tout q > ?ifc, il existe y G A q tel que 
d(x k ,y) < e k . 

c. La suite (xk) est de Cauchy car on a 

d(XkyXk+l) <£fc + ...+£fc+J-i, l > 1, 

et la serie YlkLo € k est convergente. L’espace X etant complet, cette suite converge vers 
une limite que nous notons y. On a x nk G A nk _ c Bk car nk > k et la suite ( Bk ) dtant 
decroissante x nk G Bi pour k > l y d’oh y G Bi = Bi pour tout /, soit y G B et ceci 
prouve que B est non vide. De plus, 

d(x o, Xk) < € 0 4- . . . + £k - i < e, 
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d’ou d(xo,y) < e et en particulier d(xo,B) < e. En posant no = n e t xq = x , on 
en ddduit ceci : pour tout £ > 0, il existe un entier n tel que, pour tout x G U p > n 
d(x y B) < e et ceci vaut encore pour tout x G B n . 

d. Soit e > 0, d’aprfcs 5, a., il existe n tel que, pour tout q > n et tout x G (J p > n ^p> 
done tout x € B, d(x, A q ) < e> soit sup xeB d(x ) A q ) < e. D’aprfcs 5,c., on peut en outre 
choisir n tel que sup xGAf d(x, B) < e pour q > n et ceci prouve que p(£, A 9 ) < e pour 
q > n. La suite (A n ) converge done vers B et l’espace J est done complet. 

6. Si X est compact, X est complet et prdcompact (thdorfcme 2.33.4) ; il en est done de 
m6me de *3f qui est done compact. 

EXERCICE 2.33.4 

1 . Soient e > 0 et x G [a, 6], la fonction / admettant des limites h gauche et h droite au point 
x, il existe 8 X > 0 tel que d(f(y) } f(z)) < £ lorsque j/,z G [a,6]n]x,x + 6 X [, ou bien 
lorsque y, z G [a, b]C\ ]x - 6 X , x[ . Le recouvrement ouvert ( ]x - S x , x + S x [ ) xe [a,&) de l’in- 
tervalle compact [a, b] contient un sous-recouvrement fini ( ]a,j —8 aj , aj +8 aj [)j€J - Notons 
( Xi)i<i< n +i la suite strictement croissante constitute des points a, 6, aj—8 aj , aj 9 aj+S aj 
appartenant h [a, 6] . On a alors d(f(y),f(z)) < e lorsque y 9 z € ]x*, x*+i [ . On construit 
ensuite une fonction en escalier g : [a, 6] -+ X en posant g(xi) = /(x«), l<i<n+let 
g(x) = f(yi) pour x G ]x», x*+ 1 [, 1 < i < n, oh yi est un point arbitraire de l'intervalle 
]xi,Xi+ 1 [. On a alors d(f(x),g(x)) < £ pour tout x G [a, 6], ce qui prouve le rtsultat 
voulu. 

2. Toute fonction en escalier ttant bornte, la proposition 2.27.2 montre que toute fonc- 
tion rtglte est bornte. 

EXERCICE 2.33.5 

1. Construisons la famille ( A e ). Notons 8 le diam&tre de X. Si 8 = 0, e’est-a-dire si X 
est rtduit a un point, on prend Aq = A\ = X. Lorsque 8 > 0, X ttant prtcompact, il 
existe une famille finie (-K+)i<i< P +i de parties compactes non vides de diametre < 8/2 
dont la reunion est X et, 8 ttant > 0, on notera que p > 1. Dtfinissons alors les A e pour 
£ G Un=i d e * a 9 on suivante. On pose 

p+i 

Ao = K\ et A\ = \^J K n , 

n= 2 

puis pour £ G £ q ou 1 < q < p, si A e est Pun des K nt on prend A e > = A e » — K n et, si 
Ae = UntUl Kn > 011 Piend 

P+1 

A e / = K q + 1 eti4 e // = \^J K n . 

n=q + 2 

On constate alors que chaque A e pour £ G £ p est tgal & Pun des Ifn et est done de diamfctre 
< 8/2. Il suffit alors d’itdrer cette construction a partir de ces A e , £ G £ p , pour obtenir le 
rdsultat voulu. 

2. Pour £ G {0, l } n * , l’intersection fl^Li A En est rgduite h un point a d’apr&s le thdo- 
r£me de Cantor (proposition 2.18.9) ; montrons que P application / : £ a de {0, l} n * 
dans X est une surjection continue. 

Cette application est surjective. En effet, soit a G X ; pour tout n> 1, X = (J e6 £ 
done il existe £ n G £ n tel que a G A £n . D’aprfcs la condition 2., en raisonnant par recur- 
rence on peut choisir les £ n tels que e n \[i t n-i] = £n - i pour n > 2. Autrement dit, il existe 
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e G £ tel que e|[i >n ) = £n pour tout n > 1 et par consequent a — f(e). 

Quant a la continuity de /, soit (e k ) une suite de { 0 , 1 } N * convergeant vers e. Montrons 
que la suite a k = f(e k ) converge vers a = f(e). La topologie sur Pespace { 0 , 1 } N * etant 
la topologie produit, pour tout n > 1 , il existe un entier k tel que, pour / > k, e l n = e n » 
d’ou a 1 G A £n et par consequent \a - a l \ < diam A £ll pour l>kt t, vu la condition 3 ., 
ceci montre que la suite ( a k ) converge vers a. 

EXERCICE 2.33.6 

1 . Montrons que la condition est necessaire. On suppose respace compact et on considere 
une partie non vide A de X. Posons A x = [x, -» [ fl 4 , alors !B = (A x ) xe A est une base de 
filtre en tant qu’ensemble non vide de parties non vides (car x G A x ) stable par intersection 
finie car A x fl A y = A z ou z = max(x, y). Cette base de filtre admet un point adherent a, 
soit a e A x pour tout x G A. On en d£duit en particular que a G [x, — > [ pour tout x G A> 
ce qui prouve que a est un majorant de A. Montrons que a est la borne sup^rieure de A en 
raisonnant par l’absurde. Supposons qu’il existe un majorant 6 de A tel que b < a, alors 
] 6 , -> [ est un voisinage ouvert de a ne rencontrant pas A, ce qui est absurde vu que a € A. 

En remplagant Pordre par l’ordre oppose qui induit la m 6 me topologie, on en d&luit 
que toute partie non vide admet une borne infdrieure. 

2 . Rdciproquement, supposons que toute partie non vide admet une borne supdrieure 
et infgrieure. Montrons que Pespace est compact. L’espace est s£par£ d’aprfcs Pexercice 
2 . 17 . 4 . Montrons que tout filtre J admet un point adherent. On pose xm = infM et 
a = sup M€3 r xm ; vdrifions que a est un point adherent & J. Les intervalles ouverts de 
la forme ]a, / 3 [ , ]a, — > [ , ] «— , / 3 [ qui contiennent a constituent un systfcme fondamental de 
voisinages de a ; vdrifions que chacun de ces intervalles rencontre tout M G £F. 

Si / =]a, p[ ou / =]a, -> [ , on a a < a ; il existe done N G 5 tel que a < xn < a, 
d’oii a < xn < xmhn < cl et, vu la definition de xmhn> il en r^sulte que Pintervalle I 
rencontre M fl N et a fortiori M. 

Si I =] fi [ , alors a < ft, d’ou xm < a < ft et par consequent I fl M ± 0 , ce qui 
prouve le resultat voulu. 

3 . La topologie de Pordre sur M est la topologie usuelle, elle est done compacte d’aprfcs 
le critere precedent. 

EXERCICE 2.33.7 

1 . Notons (xi,X2) < (j/i, 2/2) la relation. Cette relation est dvidemment reflexive. Veri- 
fions la transitivite. On suppose (xi,X2) < (2/1 , 2/2 ) et (2/1, 2/2) < (21,22). Si x\ < 2/1 ou 
2 /i < 21, alors x\ < z\ y d’oia (xi,X2) < (21,22). Sinon, x\ = 2/1 = 21 et 
X2 < 2/2 < 22, d’ou (xi , X2) < (21,22). Quant h Pantisymetrie, si (xi,X2) < (2/1 ,2/2) et 
(2/1 , 2 / 2) < (a:i , X2), on a necessairement x\ = 2/1, d’ou X2 < 2/2 et 2/2 < X2, soit X2 = 2/2. 
Ceci prouve que la relation consideree est bien une relation d’ordre. 

Lorsque les relations d’ordre sur X\ et X2 sont des relations d’ordre total, montrons 
que Pordre lexicographique est total. Soient (xi , X2), (2/1 , 2/2) GliX X 2 . Si x\ < 2/1 ou 
si 2/1 < xu on a (xi , x 2 ) < (2/1, 2/2) ou (2/1, 2/2) < (xi,x 2 ). Sinon, xi = 2/1 et x 2 < 2/2 
OU2/2 <x 2 ,d’ou (xi,x 2 ) < (2/1, 2/2) ou (2/1, 2/2) < (^i,x 2 ). 

2 . On munit Pespace [ 0 , l ] 2 de Pordre lexicographique et de la topologie de Pordre 
assoctee. Utilisons Pexercice 2 . 33 . 6 . Montrons que toute partie non vide A admet une borne 
sup^rieure et une borne inferieure. Posons a = sup^ x y)eA x et B = A fl ({a} x [ 0 , 1 ]). 
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Si B = 0, alors (a,0) est la borne supgrieure de A : en effet, si (x,y) G -4, on a 
x < a, d’ou (x^y) < (a, 0) ce qui prouve que (a, 0) est un majorant ; en outre, pour tout 
b < a, il existe (x,y) G A tel que b < x et, si (m, n) est un majorant, il en r&ulte que 
b < x < m, d’ou a < met (a, 0) < (m,n), ce qui prouve que (a, 0) est le plus petit 
majorant, c*est-&-dire la borne sup^rieure de A. 

Lorsque B est non vide, posons 6 = sup^ a 2/)6B 2/, alors (a, 6) est gvidemment la borne 
supdrieure de A. 

On dlmontre de meme que A admet une borne inferieure et on en ddduit que respace 
[0, l] 2 est compact. 

EXERCICE 2.33.8 

Vu l’hypoth&se, l’application / est continue ; il en rdsulte que Implication x f{x)) 

est continue. L’espace X dtant compact, cette application admet un minimum (th^orfcme 
2.33.11) : si a = min^x d(x,f(x )), il existe xo G X tel que a = d(xo,f(xo)). Montrons 
que xo est un point fixe de /. Raisonnons par l’absurde. Si on avait f(x 0) 7^ xo , on aurait 
d(f(xo)J(f(x 0 ))) < d(x 0 J(xo)) = a, 
ce qui est contraire h la definition de a. 

Montrons que ce point fixe est unique. Supposons en effet que / admette deux points 
fixes xo et£i, xo ± x\. On aurait alors d{x o,#i) = d(f(xo),f(x\)) < d(x o,£i), ce qui 
est absurde. 

EXERCICE 2.33.9 

Soit V un voisinage de A , on peut supposer V ^ X. L’application x 1-* d(x , X — V) est 
continue sur X et d(x , X — V) > 0 pour tout x G A. D’apr&s le corollaire 2.33.12, il existe 
S > 0 tel que d(x , X - V) > S pour tout x G A et il en r&ulte que Vi / n (A) C V dfcs que 
1/n < 5, ce qui prouve le r&ultat voulu. 

EXERCICE 2.33.10 

On raisonne par l’absurde. Supposons que N admette un syst&me fondamental ddnombrable 
de voisinages, soit (Kn). Il existe des nombres a mn > 0 tels que 

00 

V m D U1» — 0>mn ) ft “I" ftmn [ • 

n—O 

Bien entendu, on peut supposer a mn < 1/2. Considdrons alors le voisinage de N, 

00 

k=(> — Q>nn/ 2, ft + Q>nn/ 2[ . 
n=0 

Il doit exister un entier m tel que V m C V, c’est-&-dire tel que a mn < a nn / 2 pour tout n 
et ceci est 6videmment en d^faut pour n = m. 

Ceci prouve que dans l’exercice 2.33.9, l’hypothfcse de compact est essentielle. 

EXERCICE 2.33.11 THEOREME DE D’ALEMBERT 

Notons P(z) = aiZ% polynome ; on suppose n > 1 et a n 7^ 0. Raisonnons par 
l’absurde : supposons P(z) / 0 pour tout z eC. Etant donnd que \P(z)\ tend vers l’infini 
quand \z\ tend vers l’infini, il existe R > 0 tel que 

|P(0)| < \P(z)\ pour tout \z\ > R. 

Sur le compact {z G C ; \z\ < #}, \P\ admet un minimum (thdor&me 2.33.11) : il existe 
zo G C tel que |P(^o)| = min| 2 |<j* |P(*)|, d’ou \P{zo)\ = min z€ c \B(z)\. 
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D’apres la formule de Taylor, on peut dcrire 

n 

P(z) = P(z 0 ) + ^ bi(z — zo) k ou 1 < k < n et bk ^ 0. 

i—k 

Lorsque p > 0 tend vers 0, |6fc|p fc et ^”=fc+i N p i_fc tendent vers 0 ; P(zo) et bk dtant 
non nuls, on en dtSduit que, pour p sufflsamment petit, 

E Np i < \bk\p k < |J > (*o)|- 

i=k+ 1 

Quand 2 ; ddcrit le cercle \z - z 0 1 = p, le point P(zo) + bk (z - z 0 ) k d&rit k fois le cercle de 
centre P(z 0 )etde rayon |6fc | p fc , rayon < \P(zo)\ ; ilexiste done un point zi, 1 21 - 2 : 0 1 = p, 
tel que le point P(zo) + bk(z 1 - 2 : 0 )*’’ appartienne au segment ]0, P(zo)[, d’ou 
IP(zo) +bk(Z! - zo) k l = \P(zo)\ - \b k \p k 

et on en ddduit 


\P(zi)\ < 


\P(zo) + bk(zi - z 0 ) fc | + 

71 


E - *o) 1 

i=fc+l 


< |p(^)i-i6 fc |p fc + e np^iwi. 

i=fc+l 

soit |P(*i)| < \P(zo)l ce qui contredit le fait que \P\ admet un minimum au point zq. 


EXERCICE 2.33.12 

On raisonne par l’absurde. Supposons qu'il existe s > 0 tel que, pour tout S > 0, il existe 
x € I< et y £ X tels que 

d(x, y) < 5 et d(f(x ) , f{y)) > e. 

Prenons 6 = 1/n, n > 1 ; on construit ainsi une suite (x n ) de K et une suite (y n ) de X 
telles que 

d(x n ,y n ) < l/nttd(f{x n ),f(yn)) > e. 

Le sous-espace K dtant compact, il existe une sous-suite ( x nk ) convergente vers a 6 K ; de 
Vm6ga\it6d(x nki y nk ) < l/nfc,ond6duitquelasuite (y nk ) converge versa. L’ application 
/ 6tant continue au point a, en passant k la limite dans l’in^galitd d(f(x nk )>f(yn k )) > £, 
on obtient d(/(a), /(a)) > s, ce qui est absurde. 

EXERCICE 2.33.13 

Utilisons la fonction <p : R — > [-1, 1] d^finie par 

<p(£) = t/( 1 + |£|) si t 6 R et <p(±oo) = ±1. 

Les fonctions <p o f n : X -> [-1,1] sont s.c.i. d’apr&s l’exercice 2.14.3 ; 1’espace R 
6tant compact, la fonction <p est uniformdment continue et on en ddduit que la suite (<po/ n ) 
converge uniform^ment vers <po/ (exercice 2.27.3). Les fonctions <p et <p -1 dtant continues 
et croissantes, la fonction / est s.c.i. si, et seulement si, la fonction <p o / est s.c.i. (exercice 
2. 14.3). Ceci montre qu’on peut supposer toutes les fonctions f n et / k valeurs r&lles finies. 
Soit a < f(a ) et soit s > 0 tel que a + 3s < /(a). Il existe un entier n tel que 
1 / 0*0 - fn(x)\<e pour tout x G X. 

On a alors f(x) = f(x) - f n (x) + f n (x) - f n (a) + fn(a) - f(a) + /(a), d’oii 
f(x) > fn(x) - fn(a) + /(a) - 2s. 
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D’aprfcs la semi-continuity de f n au point a, il existe un voisinage V de a tel que 
fn(x) > f n (a) - e pour x G V y d’ou f(x) > f{a) - 3e > a pour tout xGK.ce 
qui prouve que / est s.c.i. au point a. 

EXERCICE 2.33.14 

1. Soit e > 0, il existe un entier n tel que d(/(x), f P (x)) < £ pour tout x G X et tout 
p > n. On a alors, pour p > n, 

d(f(x), f P (x „)) < d(f(x), f(x p )) + d(/( x p ), f P (xp)) < d(f(x), f(x p )) + e. 
D’aprfcs la continuity de / au point x , on peut supposer de plus que d(f(x),f(x p )) < £ 
pour p > n et on en ddduit que d(/(x), f P (x p )) < 2e pour p > n, ce qui prouve que la 
suite ( f n (x n )) converge vers /(x). 

2, a. En prenant pour suite (x n ) la suite constante x n = x , l’hypothyse implique que la 
suite ( f n (x )) converge vers /(x) : la suite (/ n ) converge simplement vers /. 

b. On pose y n = Xk pour rtk < n < n^+i. On obtient ainsi une suite ( y n ) qui 
converge vers x : si V est un voisinage de x, il existe l tel que Xk G V pour k > l, d*o\X 
y n ^V pour n>ni. La suite ( f n (yn )) converge vers f(x) et il en rdsulte que la sous-suite 
lfn k ( Vn k )), c’est-a-dire la suite (f nk (xk))> converge vers f(x). 

c. Soit (x n ) une suite convergeant vers x. D’aprfcs 2, a., la suite ( f n (xk )) converge vers 
f(xk). Par recurrence, on peut done construire une sous-suite ( f nk ) telle que 
d(fn k (xk) y f(xk)) < 1 /k pour tout k > 1. La suite ( fn k (xk )) convergeant vers f(x) 
d’aprfcs 2,b., on en ddduit que la suite ( f(xk )) converge vers /(x), ce qui prouve la conti- 
nuity de / au point x, l’espace X ytant & base dynombrable de voisinages. 

d. Lorsque X est un espace mytrique compact, montrons que la suite (/ n ) converge 
uniformyment vers /. Raisonnons par Tabsurde. On suppose qu’il existe £ > 0 tel que, pour 
tout entier n, il existe p > n et x G X tels que d(/(x), f P (x)) > £. Par rycurrence, on peut 
alors construire une sous-suite ( f nk ) et une suite (xfc) telles que d(f(xk)>fn k (.Xk)) > e. 
L’espace X ytant un espace mytrique compact, quitte h extraire une sous-suite on peut 
supposer que la suite (x/k) est convergente ; notons x sa limite. La fonction / est conti- 
nue d’aprfcs 2,c., un espace mytrique ytant & base dynombrable de voisinages ; on peut 
done passer a la limite dans l’indgality d(f(xk)>fn k (xk)) > £ griice h. 2,b., on obtient 
d(f(x),f(x)) > £> ce qui est absurde. 

3. Lorsque X est un espace mytrique compact, ce qui prycfcde prouve qu’une suite (f n ) 
converge uniformyment vers une application continue / si, et seulement si, pour toute suite 
(x n ) convergeant vers x, la suite (f n (x n )) converge vers /(x). Cette demise propriyty 
n’utilisant que la structure topologique de l’espace Y, ceci montre que deux distances topo- 
logiquement yquivalentes sur Y induisent la mSme topologie de la convergence uniforme 
sur l’espace C(X; y). 

EXERCICE 2.33.15 FONCTION NULLE PART DERIVABLE 

L Soit ( fk ) une suite de F n convergeant uniformyment vers /. Il existe tk E I tel que 
\fk(s) - fk(tk)\<n\s-tk\ pour tout s € I 
et, I ytant compact, il existe une sous-suite convergente (t kl ) de limite t . Posons gi = fk t ; 
la suite (gi) converge uniformyment vers / et 

1 9i(s) - gi(tk t ) | < n|s-f fc <| pour tout s G I. 

On sait que lim/_*oo gi(tk t ) = f(t) d’aprds l’exercice 2.33.14 ; b la limite, on a done 
I f(s) - /(f) | < n \$ - t\ pour tout s G / 
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et ceci prouve que f e F n qui est done bien fermd 

vyrifions ensuite que F n est d’intdrieur vide, e’est-^-dire que E — F n est dense dans 
E. Soient / 6 E, e > 0, montrons qu’il existe une fonction continue, affine par morceaux, 
g € E - F n telle que sup x6/ \f(x) - p(x)| < e. D’apits la continuity uniforme de /, il 
existe une subdivision 

0 = Xi < x 2 < . . . < x p + 1 = 1 

de Tintervalle I telle que \f(x) - f(y)\ < e lorsque x, y e [xi,Xi+ 1 ], 1 < i < p. \\ 
existe alors a* tel que /([£*,#*+ 1 ]) c [a*, a* + e] et il est ais 6 de construire une fonction 
continue g , affine par morceaux, telle que g(xi) = f(xi ), g(xi+ 1 ) = f(xi+ 1 ), chaque 
segment constituant le graphe de g ayant une pente en valeur absolue > n' > n et telle que 
g([xi,Xi+ 1 ]) C [ai,ai + e]. On a alors \g(x) - f(x)\ < e pour tout x e [xi,Xi+ i],ce qui 
ach^ve la construction de g. 

2. Si / admet une deriv^e en un point t € /, la fonction s ( f(s ) - f(t))/(s - t) 

admettant une limite quand s tend vers t par valeurs diffdrentes est bornde : il en r^sulte que 
/ appartient h Tun des F ny done h V ensemble maigre U^Lo compiymentaire de cet 

ensemble est partout dense car E est complet, done de Baire, et une fonction appartenant h 
ce comply mentaire n’est dyrivable en aucun point de I . 

EXERCICE 2 . 34.1 

On peut supposer la distance sur Y bomye. Dire que la famille ( fi)iei est yquicontinue au 
point a signifie que, pour tout € > 0, il existe un voisinage V de a tel que, pour tout i e I 
et tout x e X, d(fi(x ), fi(a)) < e , e’est-^-dire 

)) = sup d(/< (*),/» (a)) < e; 

<€/ 

l’yquicontinuity est done yquivalente & la continuity au point a de l’application x i-> /(•, x) 
deX dansIF w (/; Y). 

EXERCICE 2 . 34.2 

Soit (f n ) une suite qui converge localement uniformyment. Observons que l’yquicontinuity 
est une propriety locale : la suite (/ n ) est yquicontinue en un point a si, et seulement si, il 
existe un voisinage V de a tel que la suite (fn\v) des restrictions h V soit yquicontinue au 
point a. On peut done supposer que la suite (/ n ) converge uniformyment ; cette suite est 
done relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme, done yquiconti- 
nue d’aprfcs le thyoryme d’Ascoli, l’hypothyse de compacity de X n’ytant pas utilis^e pour 
ytablir que les conditions 1. et 2. de ce thyoryme sont nycessaires. 

EXERCICE 2 . 35.1 

Soit K une partie compacte de X, pour tout x e K il existe un voisinage V x de x , qu’on 
peut supposer ouvert, tel que la suite ( f n \v *) converge uniformyment vers f\v x . Le recou- 
vrement ouvert (V x ) x eK du compact K contient un sous-recouvrement fini (V x ) x eA> A 
partie finie de K. Soit e > 0, pour tout x € A il existe un entier n x tel que 
sup y£Vc d(f(y) 1 f p (y)) < e pour p > n x . Posons n = ma x xqA n Xt on a alors 
d(f(y),fp(y)) < £ pour p > n et tout y G (j xeA Vx, done pour tout y € K, ce qui 
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prouve que la suite ( f n ) converge vers / uniformyment sur K. 

EXERCICE 2.35.2 

Soient a E X et V un voisinage compact de a. La suite (f n \v) est dquicontinue et converge 
simplement ; elle converge done uniformyment d’aprys le corollaire 2.34.4. Ceci prouve 
que la suite (/ n ) converge localement uniformyment, done uniformyment sur tout compact 
d’aprys l’exercice 2.35.1. 

EXERCICE 2.35.3 

1. Supposons X & base ddnombrable de voisinages. Montrons la continuity de / en un 
point x 6 X. Soit ( x n ) une suite de X convergeant vers x t il s’agit de dymontrer que la 
suite ( f(x n )) converge vers f(x) pour la topologie 32. Or, K = {#} U |J^l 0 {£n} est 
compact, done f(K) est compact pour la topologie 3 2 d’aprys Thypothfcse. La topologie 
3i dtant moins fine que 32, sur f(K) les topologies 3i et 32 coincident ; la suite ( f(x n )) 
convergeant vers f(x) pour la topologie 3i d’aprys la continuity de /, converge vers f(x) 
pour la topologie 32 et ceci prouve le rysultat voulu. 

2. Si X est localement compact, soit K un voisinage compact de x t alors 
f\i< : K f(K) est continu lorsque f(K) est muni de la topologie 3i, done de la 
topologie 32 puisque les deux topologies coincident sur f(K) comme prycydemment et 
ceci prouve que / est continu au point x lorsque Y est muni de la topologie 32. 

EXERCICE 2.35.4 TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE COMPACTE 

1. L’ ensemble !B est stable par intersection finie et T(0, Y) = C(X; Y) ; d’aprys la propo- 
sition 2.9.4, (B est done une base de topologie. 

2. Montrons que la trace sur C(X; Y) de tout ouvert yiymentaire (l’ensemble de ces 
traces est une base de la topologie de la convergence simple) est un ouvert pour la topologie 
3 C . Etant donny une partie finie A de X et, pour tout x e A, des ouverts O x de Y t on pose 

O = {/ e e(*;y) ; (v* e A)(f(x) e o x )} 

et il s’agit de demontrer que O est un ouvert pour la topologie T c . Or, O peut s’dcrire 

0= f|r({*},o.) 

x£A 

oil {x} est une partie compacte, done O G !B, ce qui prouve le rysultat voulu. 

Si l’espace Y est sypary, la topologie de la convergence simple est syparye, la topologie 
3 C plus fine qu’une topologie syparye est done syparye. 

3. On suppose que la suite ( f n ) converge uniformyment sur tout compact vers /. 
Soient K un compact de X et O un ouvert de Y tel que / e Y(K,0). D’aprys la 
continuity de /, f (K) est compact ; ce compact et le fermy Y - O sont disjoints, d’oii 
£ = d(f(K ), Y — O) > 0 d’aprys le corollaire 2.33.13. La suite (/uIk) convergeant uni- 
formyment vers /| /c, il existe un entier n tel que sup xG/< - d(/(#), f P (x)) < e pour tout 
p > n, d’ou f P (K) c O, e’est-^-dire f p e T (K y O) pourp > n, ce qui prouve que la 
suite (f n ) converge vers / pour la topologie de la convergence compacte. 

En particulier, une suite uniformyment convergente converge pour la topologie 3 C , ce 
qui prouve que la topologie 3 C est moins fine que la topologie de la convergence uniforme. 

4. Ryciproquement, on suppose 1’espace X localement compact et on considyre une 
suite (f n ) convergeant vers / pour la topologie 3 C . Montrons que cette suite converge lo- 
calement uniformyment, done uniformyment sur tout compact d’aprys l’exercice 2.35.1. 
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Soient e > 0, x € X et O = B(f(x);e) y d’apres la continuity de /, il existe un voisi- 
nage A" de a: tel que f(I<) C O et l’espace X ytant localement compact, on peut choisir 
K compact. On a done / e T (K, O) et, la suite (/ n ) convergeant vers / pour la topolo- 
gie T c , il existe un entier n tel que f p £ T(K,0) pour p > n, soit f P (K) C O, d’ou 
d(f(x), f P (x)) < 2 e pour tout x £ I< et tout p > n, ce qui prouve le r^sultat voulu. 

5. Lorsque X est un espace compact, 3. et 4. prouvent que la topologie 7 C coincide avec 
la topologie de la convergence uniforme. La definition de la topologie T c ne faisant appel 
qu’& la structure topologique de Y , la topologie de la convergence uniforme sur l*espace 
G(X ; Y) ne depend pas de la structure uniforme de Y : deux distances topologiquement 
equivalentes sur Y conduisent & la m6me topologie de la convergence uniforme. 

EXERCICE 2.35.5 PRODUIT D’ESPACES LOCALEMENT COMPACTS 

Le raisonnement est analogue h celui de l’exercice 2.28.1. Il suffit d’observer qu’on peut 
choisir les ouverts B n ,i non vides et relativement compacts, on utilise ensuite le fait qu’une 
suite ddcroissante de compacts non vides admet une intersection non vide. Un tel choix est 
possible car, dans un espace localement compact, pour tout ouvert non vide O, il existe un 
ouvert non vide relativement compact B tel que B CO d’aprfcs la proposition 2.35.1. 

EXERCICE 2.35.6 

Si 1’ espace X est compact, il est fenny dans X\ done {cj} est un ensemble ouvert, ce 
qui signifie que le point u est isoiy. Ryciproquement, si {u>} est ouvert, X est fermd dans 
1’ espace compact X\ done compact. 

EXERCICE 2.35.7 

1 . Le point cj n’est pas isoiy d’apres l’exercice 2.35.6. Le filtre des voisinages de ce point ad- 
met done une trace sur X ; le filtre V(u>) admettant pour base ( X ' — K)kzo c> 
( X — K) Kex est une base du filtre induit. 

2. On prolonge / en une application / : X 1 -* R en posant f(uj) = y . On obtient 
ainsi une application continue d’apres l’exercice 2.20.5 ; elle admet done un minimum sur 
l’espace compact X' : il existe a,’o € X ' tel que f(x 0 ) < f(x) pour tout x € X\ Ceci 
montre que / est borny infyrieurement. Lorsque xo = cu, la borne infyrieure de / est ygale 
h y. Lorsque la borne infyrieure de / est diffyrente de y , on a done xo cj et / admet un 
minimum au point xo. 

EXERCICE 2.35.8 

1. Soit A un sous-espace localement compact d’un espace sypary. Soit x e A , il existe un 
voisinage compact K de x dans le sous-espace A. Il existe un voisinage V de x dans X tel 
que I< = V D A et K est ferine dans V car compact, ce qui signifie que A est localement 
fermy (exercice 2.20.2). 

2. Soit A un sous-espace localement fermy d’un espace localement compact X. Soit 
x £ A y il existe un voisinage V de x tel que VT)A soit ferine dans V. D’apits la proposition 
2.35.1, il existe un voisinage compact K de x tel que x e K C V. Alors, K (1 A est un 
voisinage de x dans A et ce voisinage est compact : en effet, K fi A = K C\ (V n A) et 
V fl A est fermy dans V, done K fl (V fl A) est fermy dans K. Ceci prouve que tout point 
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x G A admet un voisinage compact dans A ; A est un sous-espace localement compact. 

EXERCICE 2.35.9 APPLICATION PROPRE 

On notera que Pespace X est ndcessairement localement compact. En effet, soient x e X 
et y = f(x ), il existe un voisinage compact V de y , alors f~ l (V) est un voisinage de x 
d’aprys la continuity de / et ce voisinage est compact, / ytant propre. 

1 . Montrons que / est une application ferm^e. Soient A une partie ferm^e de X et b 
un point adherent k f(A). II existe un voisinage compact V de fc, alors W = 

est une partie compacte de X. Vyrifions que V n f(A) = f(W n A). On a d’une part 
f(W fl A) C f(W) fl f(A) cVn f(A ), d’autre part, si y 6 V D f(A ), il existe x e A 
tel que y = f(x) y d’ou xeWDAetye f(W fl A) ; W fl A est fermy dans W y done 
compact et f(W fl A) est compact d’aprys la continuity de /. Il en rysulte que V fl f(A) 
est compact, done fermy. Soit V' un voisinage du point 6, alors PnP' est un voisinage de 
b qui rencontre done f(A) y ce qui prouve que b est adherent k V n f(A) et, cet ensemble 
ytant fermy, on en dyduit que b e f(A), ce qui prouve que f(A) est fermy. 

2. Supposons Papplication / propre et soit Y‘ - K' y K' partie compacte de Y y un 

voisinage ouvert de a /, alors g~ 1 (Y' - K') = X' - est un voisinage ouvert de 

oj y car / _1 (i( r, ) est une partie compacte de X. Ceci prouve la continuity de g au point a ;. 
Ryciproquement, si g est continu, X ' — / _1 (K') est un ouvert en tant qu’image ryciproque 
d’un ouvert par une application continue, ce qui prouve que f~ x (K') est fermy dans X' y 
done compact : / est done propre. 

EXERCICE 2.35.10 ESPACE LOCALEMENT COMPACT D^NOMBRABLE A LINFINI 

1 => 2 On suppose que cu admet un systyme fondamental dynombrable de voisinages, 
il en rysulte que cu admet un systyme fondamental dynombrable de voisinages de la forme 
(. X ' — K n ) ou les K n sont des parties compactes de X. Montrons alors que X = U^=o Kn- 
Soit x € X y alors X ' — {x} est un voisinage ouvert de c u y il existe done n tel que 
X' — K n C X' — {x} y soit x e K ny ce qui prouve le rysultat voulu. 

2 3 On suppose que X est la bunion d’une suite ( K n ) de parties compactes. D’aprys 
la proposition 2.35.1, il existe un voisinage ouvert relativement compact Oo de Kq et, pour 
n> 1, un voisinage ouvert relativement compact O n du compact O n -i U K n • Les ouverts 
O n possydent les propriytys voulues. 

3 => 4 On pose K n = O n , les ouverts O n vyrifiant 3. Si K est une partie compacte de 
X y la suite (O n ) est un recouvrement ouvert de K et, cette suite ytant croissante, il existe 
un n tel que K C O ny d’ou K c K n . 

4 => 1 Soit (K n ) une suite de compacts vyrifiant 4. Alors, (X' - K n ) est un sys- 
tyme fondamental de voisinages de cu car tout voisinage de u> contient un voisinage ouvert 
X' — K y K partie compacte de X y done contient un voisinage de la forme X ' — K n d’aprys 
4. 

Tout espace compact est dynombrable k Pinfini d’aprys 2. 

Montrons que tout sous-espace ferine A d’un espace localement compact X dynom- 
brable k Pinfini est un espace localement compact dynombrable k Pinfini. Le fait que A soit 
localement compact rysulte de l’exercice 2.35.8, tout fermy ytant localement fermy (exer- 
cice 2.20.2). De plus , si X est la bunion d’une suite ( K n ) de parties compactes, A est la 
ryunion des compacts A fl K n . 

EXERCICE 2.35.11 PARACOMPACITE DES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS DENOM- 
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BRABLES A L’INFINI 

On considere un recouvrement ouvert 31 = ( O* )* € / d’un espace X localement compact 
d^nombrable a Tinfini. D’apres l’exercice 2.35.10, il existe une suite ( U n ) d’ouverts re- 
lativement compacts de reunion X telle que U n C £/ n +i pour tout n. Pour tout entier 
n, on pose K n = U n — U n - i en convenant que U-\ = 0, alors I< n est compact et 
I< n C t / n + i -U n - 2 en convenant que U - 2 = 0 ; il en r&ulte que 

((u n + 1 — t^n-2) n Oi)i£i 

est un recouvrement ouvert de if n ; il existe done un sous-recouvrement fini !R n . Posons 
IR' = |J n 3l n ; il est clair que 31' est d^nombrable, ft' est un recouvrement ouvert de X 
car X = Un=o Kn et ce recouvrement est 6videmment plus fin que 31. Le seul point 
restant & verifier est que 31' est localement fini. Soit x E X , il existe n tel que a; E if n , 
alors U n +i — U n - 2 est un voisinage ouvert de x qui ne rencontre pas t/ p+ 1 — t/ p _2 si 
\p — n\ > 2 ; ce voisinage ne peut rencontrer que les ensembles appartenant a 3l p oil 
\p - n\ < 2, e’est-^-dire un nombre fini d’ensembles appartenant au recouvrement 31' et 
ceci prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 2.36.1 

Soient A et B deux fermds disjoints. Soit a G A, X - B est un voisinage ouvert de a ; 
T espace 6tant rggulier, il existe un voisinage ouvert M a de a tel que M a C X — B ; 
X - A et (M a )aeA constitue un recouvrement ouvert de X et, X dtant un espace de 
Lindelbf, il existe un sous-recouvrement ddnombrable : il existe done un recouvrement 
ouvert d^nombrable (M n ) de A tel que M n C X — B. De m6me, il existe un recouvrement 
ouvert d^nombrable (JV n ) de B tel que N n C X - A. 

On pose alors 

Vo = Mo, Wo = No- Vo 

et, pourn > 1, 

V n = Mn - Wo U . . .Ufn-1, W n = N n ~Vo U . . . U V«. 

Montrons que 

00 00 

V = (J Vn et W = (J Wn 

71=0 71=0 

sont des voisinages disjoints de A et B. On v^rifie d’abord que A c V. En effet, six € A, 
il existe n tel que x G M n , d’ou x G V n car 

WoU...uWn-i CN 0 U...UN n -i C X - A. 

De m§me, on v^rifie que B c W. On observe ensuite que V et W sont disjoints car 
Vm H W n = 0 pour tout m et n : en effet, V m fl W n = 0 si n < m et V m D W n = 0 si 
n > m. Enfin, V et W sont ouverts, ce sont done bien des voisinages disjoints de A et B. 
Ceci prouve que 1’espace X est normal. 

EXERCICE 2.36.2 

D’aprfcs l’exercice 2.35.10, respace X peut s’dcrire comme une reunion ddnombrable de 
compacts, soit X — (J^L 0 Kn- Soit tin recouvrement ouvert de X. D’aprfcs la 

compact de K n , il existe une partie finie I n de I tel que K n C |J i€/n ® im A * ors » 
J = UT =0 Ai est ddnombrable et ( Oi)i e j est un sous-recouvrement ddnombrable de X. 
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Ceci prouve que 1 ’espace X est un espace de Lindelof. 

EXERCICE 2 . 36.3 

1 . Les fermds X - 0\ et X - 0 2 ytant disjoints et l’espace X ytant normal, il existe des 
voisinages ouverts disjoints U\ et U 2 de X — O 2 et X — 0\ respectivement. II en r&ulte 
que 

X - 0 2 C U x C X - U 2 C Ox ; 

la premiere inclusion montre que X = U\ U O 2 et, X - U 2 ytant fermy, la seconde montre 
que U\ C X — U 2 C 0\ , soit U 1 C 0\ . 

2. On considfcre un recouvrement ouvert d^nombrable ( O n ) localement fini. D’aprfcs 
1 ., il existe un ouvert Uo tel que 

00 

X = Uo U (J Oj et Uo C Oo. 
j= 1 

Par recurrence, on constmit ainsi des ouverts U n tels que 

n 00 

X=U^U U etTJ i C Oj. 

j= 0 j =71+1 

Montrons que ( U n ) est un recouvrement de X. Soit x E X, l’ensemble des n tels que 
x e O n est fini (le recouvrement (O n ) est localement fini), il en r^sulte que, pour n assez 
grand, x n’appartient pas h (J£L n +i Oj * done 

* 6 U Vi c 0 Vi. 

0=0 j=0 

On obtient ainsi un recouvrement ouvert ( U n ) tel que U n C O n pour tout n. 

EXERCICE 2 . 36.4 

On reprend le raisonnement qui a 6t6 fait pour prouver l’implication 3 => 1 de Texercice 
2.32.2. 

Ce raisonnement prouve d’abord que 1’ espace quotient est sdpard : en effet, ce raison- 
nement utilise seulement le fait que l’espace compact X est normal. 

On considfcre ensuite deux ferm£s disjoints £ et 77 de l’espace quotient X/R. Les en- 
sembles tt~ 1 (£) et 7 r —1 ( 77 ) sont ferm^s d’aprfcs la continuity de 7 r ; ces ferm^s sont de plus 
disjoints, done ils admettent des voisinages disjoints, 1’ espace X ytant normal. Le raison- 
nement se poursuit alors de fagon identique. 

EXERCICE 2 . 36.5 THIzOREME DE TIETZE-URYSOHN 

1 . On considfcre les ferm^s 

A = {x e F ; f(x) < -a/3} et B = {x e F ; f(x) > a/ 3 }. 

Ces ferm^s ytant disjoints, il existe d’aprfcs le thyor^me d’Urysohn (thyoryme 2.36.1) une 
fonction continue g : X -» [-a/3, a/3] telle que 

g(x) = -a/3 pour x e A et g(x) = a/3 pour x e B y 
d’ou | f(x) - ^(a)| < 2 a /3 pour tout x € F. 

2 . D’aprfes 1 ., il existe une fonction continue go : X ^R telle que |po(x)| < 1/3 pour 
x e * et\f(x)-.g 0 ( x )\ < 2/3 pour a; e F. Raisonnons ensuite par rycurrence. Supposons 
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construite une fonction continue g n : X ->• R telle que | 3 „(®)| < 2 n /3 n+l pour® e X et 

I 71 

|/(*) - y^gp(a;)| < (2/3) n+1 pour® e F. 

p=0 

D’apr&s 1., il existe une fonction continue g n + i : X -> R telle que 

ls»+i(®)| < (1/3) (2/3) n+1 pour® e X 
et 

[/(*)- Sp(*)| < (2/3) n+2 pour® e F. 

p=0 

Les fonctions g n une fois construites, on consid£re la sdrie g = o9n- Cette sdrie 
normalement convergente ddfinit une fonction continue g : X -» R. Lorsque x appartient 
* F, un passage h la limite dans l’indgalitd | f(x) - ££ =0 &>(*) I < (2/3) n+1 montre que 
l/(#) — </(a;)| < 0, soit f(x) = p(x) pour x e F. En outre, 

oo 

| 5 (®)|<^2’73" +1 = 1. 

n= 0 

Ceci prouve que : X — » [— 1, 1] est une fonction continue qui prolonge /. 

__ 3. Lorsque / : F -+ I est une fonction continue a valeurs dans un intervalle compact de 
M, un tel intervalle <*tant hom^omorphe a Tintervalle [-1, 1], il existe une fonction continue 
g : X -¥ I qui prolonge /. 

Le m$me rlsultat subsiste si / est un intervalle ouvert de R. En effet, un intervalle 
ouvert de R dtant homdomorphe a ] - 1, 1[, on se ramfcne au cas ou I =] - l, l[. D’aprfcs 
2., il existe alors un prolongement continu g : X -> [-1, 1]. Posons G = g~ 1 ({- 1, 1}), 
G est un ferm6 disjoint de F. 11 existe done une fonction continue h i X -> [— 1,1] telle 
que h(x) = 1 sur F et h(x) = 0 sur G. La fonction continue g x h : X -»] - 1, 1[ est 
alors un prolongement de / qui a les propridtds voulues. 

EXERCICE 2.36.6 

Soit X un espace mdtrique complet separable. D’apres le corollaire 2.36.3, X est homdo- 
morphe & un sous-espace Y du cube de Hilbert. Le cube de Hilbert 6tant complet, Y est un 
sous-espace d’un espace mdtrique complet homdomorphe & un espace mdtrique complet ; 
d’apr&s Pexercice 2.25.2, Y est ndeessairement un Ss- Riciproquement, le cube de Hil- 
bert 6tant mdtrisable separable, tout sous-espace est separable et par consequent tout espace 
homdomorphe & un sous-espace du cube de Hilbert est separable. 

EXERCICE 2.36.7 PLONGEMENT D UN ESPACE MliTRISABLE SEPARABLE DANS LE CUBE 
DE HILBERT 

Montrons que l’application / : x »-)> ( d(x>a n )) de X dans [0, 1] N est injective. Soit 
x,y G X telle que f(x) = f(y ), e’est-^-dire telle que d(x,a n ) = d(y t a n ) pour tout 
n. On a done d(x , z) = d(x , z) pour tout 2 appartenant h une partie de X partout dense, 
done pour tout 2 d’apr&s le principe du prolongement des identitds. En prenant z = y, on 
en d&luit d(x , y) = 0, soit x = y et ceci prouve que / est injective. 

L’application / est continue car toutes les applications x d(x , a n ) de X dans R sont 

continues (proposition 2.21.9). 

Montrons enfin que Tapplication / -1 : f(X) — ► X est continue. Soient (xk) une 
suite de X et x e X tels que la suite ( f(xk )) converge vers f(x). Les espaces 6tant m d- 
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trisables, il s’agit de ddmontrer que la suite ( Xk ) converge vers x. L’hypothfcse signifie que 
d(x , a n ) = limfc-^oo d(xk, a n ) pour tout n. Soit e > 0, choisissons n tel que d(x , a n ) < e, 
puis k tel que 

| d(x, a n ) — d(xij a n )\ < £ pour tout l > k. 

On a alors d(xi,a n ) < d(x,a n ) + e < 2e y d’ou d(x 1 xi) < d(x,a n ) + d(xi,a n ) < 3e 
pour tout / > k et ceci prouve le rdsultat voulu. 

L* application / est done un homdomorphisme de X sur un sous-espace du cube de 
Hilbert. 

EXERCICE 2.36.8 

1 => 2 Soit (O n ) une base de la topologie de X. Montrons que 1’ ensemble des ou verts 
O n relativement compacts constitue une base de la topologie de X. Soit O un ouvert et soit 
x € O ; d’aprfcs la proposition 2.35.1, il existe un voisinage compact V de x contenu dans 
O et par consequent il existe un entier n x tel que x G O nx C V C O. Cet ouvert O nx est 
relativement compact et O = Uieo » ce °l u * P rouve l e r&ultat annoned. 

On peut done supposer les ouverts O n relativement compacts. Il en rdsulte que X est 
la reunion des compacts O n . L’espace X est done denombrable & l’infini (exercice 2.35. 10) 
et on en deduit que le point u admet un systeme fondamental denombrable de voisinages 
ouverts, soit (0^). Montrons que l’ensemble des ouverts (O n ) et ( 0 ' n ) est alors une base 
de la topologie du compactifie d’Alexandroff X' de X. Soit O un ouvert de X' . Si O est 
contenu dans X, O est un ouvert de X et peut done s’ecrire comme une reunion d* ou- 
verts O n . Si O contient le point u>, il existe un ouvert 0' n tel que uj e 0’ n C O, d’ou 
O = (O - {cj}) UO' n ouO - {a;} est un ouvert de X , ce qui permet de conclure. 

Ceci prouve que l’espace compact X 1 admet une base de topologie denombrable ; 
d’apres le corollaire 2.36.4, l’espace X 1 est metrisable. 

2 => 3 Si X' est metrisable, le sous-espace X est metrisable et, le point cj admettant 
un systeme fondamental denombrable de voisinages, X est denombrable h l’infini (exercice 
2.35.10). 

3 => 1 L’espace X est denombrable & l’infini, il peut done s’ecrire comme une reunion 
denombrable de parties compactes K n . Un espace compact metrisable etant separable (pro- 
position 2.33. 1), il existe une partie denombrable D n de K n dense dans K nt soit K n C D n . 
L’ensemble D = \J n D n est denombrable et 

X = C |J Dn C D, 

n n 

ce qui prouve que l’espace X est separable et, vu la proposition 2.10.7, on en deduit que X 
admet une base de topologie denombrable. 

EXERCICE 2.36.9 ESPACE COMPACT METRISABLE 

1 . L’espace Y est compact (theoreme 2.3 1 . 1 0) et il s’agit de demontrer que cet espace admet 
une base de topologie denombrable (corollaire 2.36.4). Or, l’espace metrique compact X 
admet une base de topologie denombrable ( B n ). On peut supposer que cette base est stable 
par reunion finie, il suffit de considerer 1’ ensemble des reunions finies d’ ensembles de cette 
base. On pose 

C n = Y-f(X-B n ), 

ces ensembles sont ouverts car f(X - B n ) est compact, done ferme. Montrons que ( C n ) 
est une base de la topologie de Y. 
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Soient O un ouvert de Y et a G O, d’apres la continuity de /, f~ 1 ({a}) est fermy, 
done compact et / _1 (0) est un ouvert de X. II existe done une partie A de N tel que 
/ _1 (0) = U pGj4 ; Fensemble ( B p ) pe A de ces ouverts est un recouvrement du com- 
pact / -1 ({a}) ; il existe done une partie finie B de A tel que f~ 1 ({a}) C U p6B Bp et, la 
base (B n ) 6tant stable par bunion finie, il existe un entier n tel que B n = |J peB Bp- II en 
resulte que 

/ _1 ({ a }) C B n c / - 1 ( 0 ). 

Vyrifions qu’on a alors a G C n C O. Pour vyrifier que a G C n> raisonnons par 
l’absurde : supposons a G f(X - B n ), alors il existe x G X - B n tel que a = f(x ), d’ou 
x G / -1 ({a}) C B n> ce qui est contradictoire. On a d’autre part B n c / _1 (0), d’ou 
f(B n ) C O, soit 

Y-OcY-f(B n )cf(X-B n ) 
etC n = Y-f(X-B n )cO. 

Pour tout a G O, on a done trouvy un n a tel que a G C Ua C O, d’ou O = Uaeo Cn a 
et ceci prouve que ( C n ) est une base de la topologie de Y. 

2. D’aprfcs l’exercice 2.33.5, tout espace mytrique compact est une image continue de 
1’ ensemble de Cantor. Ce qui precfcde prouve done qu’un espace separy X est un espace 
compact mytrisable si, et seulement si, X est une image continue de l’ensemble de Cantor. 

EXERCICE 2.36.10 ESPACE DE PEANO 

Notons X l’un des espaces [0, l] n , [0, 1] N . L’ espace X est un espace compact mytrisable 
(corollaire 2.22.3 et thyoryme 2.32.5) ; d’aprfcs l’exercice 2.36.9, il existe une surjection 
continue f : C X 9 C dysignant l’ensemble de Cantor. Lorsque X = [0, l] n , 
/ “ (fj) i <j< n ou les fonctions fj:C—> [0, 1] sont continues. D’aprfcs le theoreme 
de Tietze-Urysohn (exercice 2.36.5), chacune de ces fonctions se prolonge en une fonction 
continue fj : [0, 1] ->> [0, 1] ; la fonction / = (fj)i<j< n : [0, 1] -» [0, l] n est une fonc- 
tion continue qui prolonge /, done surjective. Lorsque X = [0, 1] N , on ecrit / = (/ n )neN 
et on raisonne comme prycydemment en prolongeant les fonctions / n . 

EXERCICE 2.36.11 

1. Si f : X -» Y est une fonction continue, son graphe Gf est fermy (exercice 2.31.1) 
et l’application ip : / i-» Gf est bien une application de C(X; Y) dans J, yvidemment 
injective. 

Si / et g sont deux fonctions continues de X dans Y, notons d’abord que 
p(Gf,G g ) < di(f y g). En effet, si z = (x,f(x)) G G/, on a 

d(z,G g ) < d(f (x) y g(x)) < di(/,p), 

d’ou maxzeoj d(zyG g ) < di(f>g) et max zeGt) d(z,Gf) < di(/,p) en permutant le 
r61ede/et</, d’ou p(G fi G g ) < d\\f,g). 

Montrons ensuite que l’application tp est continue lorsqu’on munit l’espace C(X; Y) 
de la topologie de la convergence uniforme. Soit (/ n ) une suite de £ U (X; Y) convergeant 
uniformyment vers /. Alors, la suite (Gj n ) converge vers Gf dans l’espace *5 d’aprfcs 
l’inygalite p(G f ,G fn ) < di(/,/n) 

Ryciproquement, supposons que la suite ( Gf n ) converge vers Gf dans Fespace 3 r . 
Montrons que pour toute suite (x n ) de X convergeant vers x y la suite ( f n (x n )) converge 
vers f(x) : Fespace X ytant un espace mytrique compact, ceci dymontrera que la suite 
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(fn) converge uniform^ment vers / d’aprfcs l’exercice 2.33.14. Posons 
%n = (x n >fn(x n )) 6 G/„, on a d(z n ,Gf) < p{Gf,Gf 1t ) et par consequent la suite 
( d(z n , G/)) tend vers 0 ; il existe done une suite ( z' n ) de Gf telle que la suite ( d(z n , z' n )) 
tende vers 0. Posons z' n = (x' ny f(x' n )), les suites (d(x n ,x' n )) et (d(f n (x n ), f(x' n ))) 
tendent vers 0, ce qui prouve que la suite ( x f n ) converge vers x et par consequent la suite 
( fn(x n )) converge vers /(#), ce qui prouve le rdsultat souhaitd. 

Ceci prouve que y? est un hom^omorphisme de l’espace <Z U (X\Y) sur un sous-espace 
de J. 

2. L’espace m&rique separable Y est homdomorphe a un sous-espace du cube de Hil- 
bert Z (corollaire 2.36.3) : il existe une application h : Y Z telle que h soit un ho- 
mdomorphisme de Y sur h(Y) . On en d&luit une application H : / »-> h o f de l’espace 
Q U (X\Y) dans Q U (X\Z). V&ifions que cette application H , dvidemment injective, est 
un homdomorphisme de G U (X\Y) sur son image. Soient (/ n ) une suite de C U (X; Y) et 
/ e 6 U (X; y), il s’agit de verifier que la suite (/ n ) converge uniformdment vers / si, et 
seulement si, la suite (ho f n ) converge uniform^ment vers ho f. L’espace X dtant un es- 
pace mdtrique compact, l’exercice 2.33.14 montre que la suite (/ n ) converge uniform^ment 
vers / si, et seulement si, pour toute suite (x n ) de X convergeant vers x , la suite ( f n (x n )) 
converge vers f(x) et, h 6tant un homdomorphisme de Y sur son image, ceci 6quivaut h 
dire que la suite ((h o f n )(x n )) converge vers (h o f)(x), e’est-^-dire que la suite (h o f n ) 
converge uniformdment vers ho f toujours d’apr&s l’exercice 2.33.14. 

Ceci prouve que l’espace C U (X\Y) est homdomorphe h un sous-espace de l’espace 
G U (X] Z) y espace homdomorphe d’apres 1. & un sous-espace de l’espace J des parties fer- 
mdes de X x Z. L’espace X x Z 6tant compact, l’espace J est un espace mdtrique compact 
(exercice 2.33.3), done separable et il en r&ulte que l’espace £ U (X; Y) est homdomorphe 
h. un sous-espace d’un espace mdtrique separable, cet espace est done separable. 

EXERCICE 2.36.12 ESPACE COMPLETEMENT REGULIER 

1. Montrons que tout espace complement rdgulier est r^gulier. Wrifions (^ 2 ), soient F 
un fermd de X et x 0 F, si / : X — > [0, 1] est une fonction continue telle que f(x) = 0 
et f(y) — 1 pour y g F , alors / -1 (] — 00 , l/2[) et / -1 (]l/2,oo[) sont des voisinages 
ouverts disjoints de x et F respectivement. 

Tout espace normal est complement r^gulier d’aprfcs le thdorfcme 2.36.1. En particu- 
lier, tout espace compact est complement rdgulier, tout espace m&risable est complfcte- 
ment r^gulier. 

2. Soit A un sous-espace d’un espace X complement r^gulier, soit F un fermd de A 
et soit x G A — F. Il existe un fermd G de X tel que F = G fl A. Alors x £ G, il existe 
done une fonction continue / : X -> [0, 1] telle que f(x) = 0 et f(y) = 1 pour y G G. 
En consid^rant la restriction de / h A, on constate que le sous-espace A est complement 
rdgulier. 

Tout espace compact 6tant complement rdgulier, on en d&luit que tout espace locale- 
ment compact est complement rdgulier. 

3. On se propose de ddmontrer que tout espace complement rdgulier X est homdo- 
morphe & un sous-espace d’un espace compact. On consid&re l’ensemble Y = Q(X\ [0, 1]), 
l’espace compact Z = T a (y;[0, 1]) et l’application $ : X Z ddfinie par 

$(*):/ G y ►-> /( *)€[0,1]. 

a. Montrons que l’application $ est injective. Soit x y y g X, x ± y, l’espace X 6tant 
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complement rygulier il existe / eY telle que f(x) = 0 et f(y) = 1, d’ou $(rc) ± $(?/), 
ce qui prouve 1* injectivity de <3> . 

b. L’ application <3> est continue car, pour tout / G Y, l’application 
x i-» $>(#)(/) = f(x) est continue (proposition 2.21.9). 

c. Montrons enfin que Papplication $> _1 : -» X est continue. Soit O un 

voisinage ouvert d’un point a G X. II existe f E Y tel que /(a) = 0 et f(x) = 1 pour 
x G X — O. On pose 

U = {0G $(*);©(/) 7^1}. 

Cet ensemble U est un ouvert de ®(X) d’aprfcs la continuity de la projection 0 »-> 0(/) 
de Pespace produit Z. Cet ouvert contient $(a) : g g(a) car /(a) ^ 1. Montrons enfin 
que It C $(0) : soit 0 G U, alors 0 = $(x) ou <£(#)(/) = f(x) est diffyrent de 1, d’ou 
x e O d’aprys le choix de / et ceci prouve que 0 G $(0). 

En rysumy, $(a) G It C $(0) ; ceci prouve que $(0) est un voisinage de 0(a) 
dans 0(X) ; autrement dit, l’image ryciproque par O” 1 du voisinage ouvert O de a est un 
voisinage de 0(a), ce qui prouve la continuity de O” 1 au point 0(a). 

Ceci prouve que O est un homyomorphisme de X sur un sous-espace de Pespace com- 
pact Z. II en rysulte que X est homyomorphe k un sous-espace dense du sous-espace com- 
pact 0(X), noty P(X). 

4. Tout sous-espace d’un espace compact ytant comply tement rygulier, ceci montre 
qu’un espace sypary est compiytement rygulier si, et seulement si, il est homyomorphe k 
un sous-espace dense d’un espace compact. Dire qu’un espace est compiytement rygulier 
signifie done qu’il est compactifiable. 

EXERCICE 2.36.13 

En considyrant la fonction (p o / oh (p : R -* [-1, 1] dysigne P homyomorphisme 
(p(t) = t/( 1 + \t\) si t G K et </?(±oo) = ±1, 
on peut supposer / k valeurs dans [—1, 1] (exercice 2. 14.3). Il s’agit alors de ddmontrer que 
/ est l’enveloppe supyrieure des fonctions continues g : X -» [—1,1] telles que g < f. 
Posons 

F = sup g. 

9 ee(x-,[-i,i]) t g<f 

Soient a G X et a < /(a), construisons une fonction continue g : X -> [— 1,1] telle que 
g < f et g(a) > a. Ceci prouvera que a < F(a) < /(a), d’ou F(a) = f(a). Lorsque 
a < -1, on peut prendre pour fonction g la fonction constante et ygale k — 1. Lorsque 
a > -1, soit O un voisinage ouvert de a tel que f(x) > a pour x G O (/ est s.c.i.). 
L* espace X ytant compiytement rygulier, il existe h G C(X; [0, 1]) tel que h(a) = 0 et 
h(x) = 1 pour x G X — O. Posons alors g(x) = a — (a + l)h(x) ; cette fonction a toutes 
les propriytys voulues car g G e(X; [— l,a]), g(a) = a et g(x) = — 1 pour x G X — O. 

EXERCICE 2.36.14 PARTITION DE LUNITE 

Voici d’abord une remarque pryiiminaire qui sera utile. Si fi : X M est une famille de 
fonctions dont les supports constituent une famille localement finie, la somme / = Yliei /* 
est bien dyfinie. En effet, si a est un point de X, il existe un voisinage V de a tel que V 
ne recontre qu’un nombre fini de supp fi. Il en rysulte qu’il existe une partie finie J de I 
telle que f(x) = £) <6 3 fi(x) pour tout x G V. Ceci prouve que localement la somme 
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Z)«€/ /* se r ^duit & une somme finie. Si les fonctions fi sont continues, on en cteduit que / 
une fonction continue. 

1. D’aprfcs Pexercice2.36.3, il existe un recouvrement ouvert ( U n ) tel que U n C O n 

pour tout n. Les fermds U n et X - O n £tant disjoints, il existe un voisinage ouvert V n de 
U n tel que X - V n soit un voisinage de X - O n , c’est-a-dire tel que V n soit contenu dans 
O n , soit __ __ 

UnCVnCVnC O n - 

D’aprfcs le thdorfcme 2.36.1, il existe une fonction g n e G(X\ [0, 1]) telle que 
g n — 1 sur U n et g n = 0 sur X - V n . 

Considdrons alors la fonction g = Y^=o9n- Cette fonction est bien d^finie car 
supp g n C V n C O n et le recouvrement (O n ) est localement fini. Il en r&ulte que 
g : X — > [0, +oo[ est une fonction continue . En fait, cette fonction est > 0 : en effet, 
soit a e X y (U n ) 6tant un recouvrement de X , il existe n tel que a e U n > d’oii g n (o) = 1 
et g(a) > 1. On peut done ddfinir les fonctions continues f n = g n /g ; on a 6videmment 
supp f n C supp g n C O n et /n = 1 : la famille (/ n ) est une partition de Punit6 
subordonnde au recouvrement (O n ). 

2. Soit ft = ( Oi)i£i un recouvrement ouvert de X. D’aprfcs Pexercice 2.35.1 1, il existe 
un recouvrement ouvert d^nombrable ft' = (U n ) localement fini et plus fin que ft. Tout 
espace localement compact ddnombrable h. Pinfini 6tant normal (exercice 2.36.2), il existe 
d’apr£s 1. une partition de Punit6 subordonn^e h ft', notons la (/ n ). 

Le recouvrement ft' dtant plus fin que ft, il existe une application : N ->• I telle que 
U n C O^n) pour tout n. Posons gi = 2 v ( n > = < fn ; cette somme 6tant localement finie, 
la fonction gi est bien ddfinie et elle est continue. 

L* ensemble Fi = U v ,( n )=i SU PP fn & ant l erm ^ d’aprfcs Pexercice 2.10.4, le support de 
gi est contenu dans F it soit supp gi c Fi C O*. 

Montrons que la famille ( Fi) ie i est localement finie, ceci prouvera que la famille des 
supports des fonctions gi est localement finie. Soit x E X, il existe un voisinage V de x tel 
que 

A = {n e N ; V fl U n ^ 0} soit fini. L* ensemble B = {i e I ; V fl Fi ^ 0} est 
alors fini : si V fi Fi ^ 0, il existe n tel que (p(n ) = i et V fl U n ^ 0, soit i e </?(j 4), ce 
qui prouve que B c y(A). 

La somme gi est done bien d^finie et 

e#* ~ e e /n=E/- =1 > 

i€l i€l ip(n)=i n = 0 

ceci prouve que ( gi)iei est une partition de Punitd subordonn^e au recouvrement ft. 

EXERCICE 2.37.1 

Posons l = limy / et soit 0 < e < /, il existe M e J tel que 

l — e < f(x) <l + e pour tout x e M. 

Supposons d’abord que, pour tout N e *5 contenu dans M, il existe un x E N tel que 
g(x) > 0. Posons JV+ = {x e N \ g(x) > 0}, on a alors 

(l - e)g(x) < f(x)g(x) < (l + e)g(x) pour a; e N+ 
et 

sup g = sup <7, sup fg = sup fg, 

N N + N N + 
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d’ou 


(Z — e) sup g < sup fg < (Z + e) sup g. 

N N N 

En prenant la borne inferieure sur de tels N qui constituent une base du filtre J, on obtient 
l’inegalite (dans [0, +oo]) 

(Z — e) lim sup g < lim sup fg < (Z + e) lim sup g 

& ‘j ‘j 


et le r^sultat voulu. 

Sinon, il existe N G J, N C M, tel que g(x) < 0 pour tout x e N. On a alors 
(Z + e)g(x) < f(x)g(x) < (Z - e)g(x) pour a; G N 
et par consequent pour tout P G J, P C N, 

(l + e)supg < sup fg < (Z - e)supp 

p p p 

et de tels P constituant une base du filtre J, le raisonnement se poursuit comme precedem- 
ment. 


EXERCICE 2.37.2 REGULARISEE S.C.I. 

1. Montrons que la fonction /* est s.c.i. Soit a < /*(a), d’apr&s la definition de /* il 
existe un voisinage ouvert V de a tel que a < infVnA / ; il en resulte, V etant ouvert, que 
a < f*(x) pour tout x G V, ce qui prouve la semi-continuite de /* au point a. 

Lorsque a appartient & A, on a infVn/t / < /(a) quel que soit le voisinage V de a, d’ob 
f*( a ) < /(a) et ceci prouve que /* < / sur A. 

Soit g une fonction s.c.i. telle que g < f sur A. Pour tout a G X, on a 

9(a) = sup inf <? < sup inf g < sup inf f = f,(a) 

K6V(o) v VeV(a) vnA V€V(o) vn/l 

ce qui prouve que g < f*. 

Ce qui precede prouve que /* est la plus grande fonction s.c.i. telle que /* < / sur A . 
2. Lorsque / est s.c.i., la restriction /|a d e f h A est s.c.i. ; il en rdsulte que, pour tout 

CL G Ay 

f(a)= sup inf / = /,(«) , 

VeV(a) VnA 

ce qui prouve que /* prolonge /. 

EXERCICE 2.37.3 LEMME DE CHOQUET 


verifions d’abord qu’on peut se ramener au cas oil toutes les fonctions fc sont a valeurs 
dans [-1,1]. Utilisons Phomdomorphisme (p : R [— 1, 1] ddfinie par 
ip(t) = t/( 1 + \t\) si t G R et y?(±oo) = ±1. 

Montrons d’abord que, pour toute suite (xi)i^i de R, 

<p(inf = inf ip(xi). 

\ei iei 

Posons x = inf ieiXi. Alors, x < xu d’ob <p(x) < ip(xi) d’aprfcs la croissance de (p 
et par consequent ip(x) < inf iG / (p(xi ). Pour demontrer l’indgalite opposde, distinguons 
diff^rents cas. Si x = +oo, Xi = +oo pour tout i et le resultat est evident. Si x < +oo, 
pour tout a > x> il existe i tel que Xi < a, d’ou (p(xi ) < y?(a), infi G / ip(xi) < y?(a) et, en 
faisant tendre a vers x t la continuite de tp au point x montre que infi e / ip(xi) < <p(x), ce 
qui prouve le resultat voulu. 

Bien entendu, on a egalement 

( p(supXi ) = sup <£(#*). 
i£l i€l 
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D’aprfcs la definition de la regularise s.c.i., on en deduit que 

ip o (inf /*)* = (inf <p o /*)* 
iei iei 

et de meme en rempla^ant I par Jo. Ceci prouve que toutes les fonctions /* peuvent £tre 
supposees h valeurs dans [—1,1]. 

1. D’aprfcs la definition d’une borne inferieure, pour tout n > 1, il existe x n G O n tel 
que fi(x„) < info,, fi + 1 /n, puis un i n tel que fi„{x n ) < fi(x n ) + 1/n. II en r&ulte 
que 

< inf// + 2/n, 

On 

d’oii 


inf /»„ < inf // + 2/n. 

O n L/ n 

2. Soient x € X et e > 0, la fonction g etant s.c.i., il existe un voisinage V de x tel que 
g(x) < g(y) + e pour tout y € V, 

d’oii g(x) < fi u (y) + e. Pour tout n tel que x € O n C V, on en deduit que 
g{x) < info,, fi u + e et d’aprfes 1 ., 

inf fh < inf fi„ < inf fi + 2/n, 

U n On On 

d’ou 

g(x) < inf fj + 2/n + £ < fi(x) + 2/n + e. 

On 

Chaque ouvert O n £tant repete une infinite de fois dans la suite (O n ), on peut choisir n tel 
que 

2/n < e ; on obtient alors g(x) < fi(x) + 2e, d’oD g{x) < fi(x). Ceci prouve que 
toute fonction s.c.i. g plus petite que fi 0 est necessairement plus petite que //. 

3. 11 en resulte que (fi 0 )* < //, d’oD (// 0 )* < (//)* d’apres la caracterisation de la 
regularisee s.c.i. Etant donne que // < // 0 , on a l’inegalite opposee (//)* < (// 0 )* et on 
en deduit le resultat annonce. 


2.46 Exercices du chapitre 2.D 

EXERCICE 2.39.1 

Soit D un espace discret et soit / : A -» D une application continue. On peut prolonger 
/ en une application g : A U B -> D telle que g soit constante sur B : en effet, ceci est 
evident si A n B est vide et, si An B est non vide, / est constante sur A fi B d’apres la 
connexite de AnB et on pose g\B = /Una. Montrons qu’un tel prolongement est continu. 
Soit M une partie de D, alors g~ 1 (M) = / _1 (M) oubienp -1 (M) = /” 1 (M)UJB ; les 
ensembles A et B etant fermes, ceci montre que 1’ image reciproque par g de tout ferme est 
fermee. L’ application g est continue, done constante et a fortiori / ; on en deduit que A est 
connexe (proposition 2.39.2). Il en est de m£me de B. 

EXERCICE 2.39.2 

Soit / : A U B -» D une application continue h valeurs dans un espace discret. Les 
applications /\a et f\s sont constantes : /\a = a et f\ B = b. Supposons par exemple 
A fi B non vide ; soit x € An B, alors f(x) = a et, B U {x} etant connexe (corollaire 
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2.39.3), / est constante sur B U {#}, d’ou f(x) = b et par consequent a = 6, ce qui prouve 
que / est constante et A U B est done connexe. 

EXERCICE 2.39.3 FAMILLE FILTRANTE DE PARTIES CONNEXES 

Posons C = U iG / Ci et soit / : C -* D une application continue k valeurs dans un espace 
discret. Alors, / est constante sur C it soit f\ci = a*. Soient i,j G /, il existe k e I tel que 
Ci U Cj C Ck et par consequent a* = a,j = a/t, ce qui prouve que / est constante ; C est 
done connexe. 

EXERCICE 2.39.4 

Soit x G X, notons A x Fensemble des points y tels qu’il existe une famille finie d’ouverts 
{Qi p )\< p < n telle que x e O ilf y e O ilt et O ip n O ip+1 ^ 0 pour 1 < p < n - 1. On 
a x € A x car ( Oi ) est un recouvrement de X ; A x est ouvert car 0* w C A x . Montrons 
que A x est ferme. Soit 2 ; un point adherent k A x , il existe un ouvert Oi contenant z et cet 
ouvert rencontre A x en un point que nous notons y ; la suite d’ouverts (Oi p ) i< p < n +i ou 
Oi n+1 = Oi possfcde les proprietes requises permettant d’affirmer que z appartient k A Xy 
ce qui prouve que A x est ferme. L’ ensemble non vide A x est k la fois ouvert et ferme, d’oh 
A x = X 1* espace etant connexe et ceci prouve le resultat souhaite. 

EXERCICE 2.39.5 

Soit / : X x Y — A x B — > D une application continue k valeurs dans un espace 
discret et soit ae X - A, beY-B. Soit (a', b') G X x Y - A x B, alors 
ou bien a' 0 A, ou bien 6' £ B. Supposons par exemple a' 0 A ; les applications 
x 1 — ^ f(x ) b) de X dans D et y ■-> /(a', y) de Y dans D sont continues, done constantes, 
d’ou /(a, b) = f(a',b) = /(a', 6'). Ceci prouve que / est constante et par suite 
X x Y — A x B est connexe. 

EXERCICE 2.39.6 SUITE DECROISSANTE DE COMPACTS CONNEXES 

l,a. Le compact K n est contenu dans V espace compact Ko , done fermd dans Kq ; la suite 
( K n ) est une suite ddcroissante de fermds non vides de l’espace compact Ko ; Intersection 
K est done un ferml non vide de Ko et par consequent I< est compact. 

b. Soit V un voisinage ouvert de K, alors K n -V est ferme dans K n , done compact. 
La suite ( K n — V) est une suite decroissante de compacts dont 1* intersection K — V est 
vide ; d’apres l,a., l’un de ces compacts K n -V est vide, ce qui signifie K n c V. 

2. Si les compacts K n sont connexes, montrons que I< est connexe. Raisonnons par 
Fabsurde. Supposons K non connexe : on peut alors ecrire K = F\ U F 2 ou F\ et F 2 sont 
deux fermes de K non vides et disjoints. Ces ensembles F\ et F 2 sont done compacts ; 
utilisons alors la proposition 2.31.9 dans Fespace I<o , il existe des ouverts disjoints 0\ et 
O 2 de Kq tels que Fi c Oi. Il en r&ulte que 0\ U O 2 est un voisinage ouvert de K dans 
Fespace Kq. D’aprSs 1., utilise dans Fespace Ko , il existe n tel que I< n C 0\ U O 2 et 
Oi fl K n D OiC\I< = Fi est non vide, ce qui contredit le fait que K n est connexe. 

Note On observera que cette derniere propri6td est en gdndral en d^faut pour une suite 
decroissante de fermes connexes. Il suffit de consid^rer dans M x la suite 

F n = {(x,y) G R x R* + ; y < \x\ + 1/n}, n > 1, 
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dont l’intersection {(x,y) elxl +\y < |a;|} n’est pas connexe. 

EXERCICE 2.39.7 

Supposons qu’il existe une sphere S(a\ r), r > 0, vide ; on peut alors dcrire 
X = B(a- } r)U(X- B'{a\r)) 

ou les deux ouveits B(a ; r) et X — B'(a\ r) sont non vides, le second car X est non borne 
par hypothese. Si respace X est connexe, on obtient une contradiction. 

EXERCICE 2.39.8 CHAINE DANS UN ESPACE METRIQUE 

1 2 Soit x G X et soit e > 0, notons A 1’ ensemble des points y G X tels qu’il 
existe une e — chaine reliant x et y. Montrons que cet ensemble A est non vide et & la fois 
ouvert et ferme ; ceci prouvera que A = X et le resultat voulu. 

Observons d’abord que A est non vide car x G A. Notons ensuite que A est ouvert : si 
y G A, A contient evidemment la boule B(y\e). Si 2 est un point adherent h A , la boule 
B(z\ e) rencontre A ; soit y G An B(z ; e), alors A contient la boule B(y\ e), done le point 
z et ceci montre que A est ferme. 

2 => 3 Raisonnons par 1’absurde. Supposons l’espace X non connexe. On peut alors 

dcrire X = K\ ou K\ et K 2 sont deux ferm^s non vides et disjoints ; l’espace X etant 
compact, ces ferm^s sont compacts et par consequent (corollaire 2.33.13) r = # 2 ) 

est > 0. Prenons x G K\> y e K 2 et 0 < e < r, il n’est alors pas possible de relier x et y 
par une e — chaine, ce qui prouve le r£sultat voulu. 

EXERCICE 2.39.9 

Notons que B(a\ r) = Uo<p<r ^ / ( a 5 P) et ^ su ^ 1 d° nc (corollaire 2.39.5) de verifier que 
toute boule fermee est connexe. 

On considere done une boule fermee B\a\ r), r > 0, et un point x e B'{a\ r) de cette 
boule. Soit e > 0, notons A e 1’ensemble des y G B'{a\r) qui peuvent 6tre relies dans 
B'(a\ r) au point x par une £ - chaine (exercice 2.39.8). 

Notons que A £ est ferme. En effet, si z G B'(a\ r) est un point adherent h A e , la boule 
B{z\ e) rencontre A e . L’ensemble ferme A e est done compact. 

Posons a = inf^/i* d(a, 2 /), il existe yo G A s tel que a = d(a,yo). Montrons, en 
raisonnant par l’absurde, que a = 0. On suppose a > 0, alors le point yo appartenant h. 
la boule fermee B' (a; a) est adherent h la boule ouverte B(a\ a) d’apres les hypotheses : 
il existe done un point y G B(a\ a) tel que d(y ) yo) < e et il en rdsulte que ce point y 
appartient &A e , ce qui est contradictoire avec la definition de a. 

Ceci prouve que a = 0, e’est-^-dire a G A e , ce qui signifie que tout point x de la 
boule B'(a\r) peut 6tre relie dans B'(a;r) au point a par une e — chaine. Il en resulte 
que deux points quelconques de la boule B' (a; r) peuvent 8tre relies dans B\a\ r) par une 
e — chaine ; d’apr^s l’exercice 2.39.8, on en deduit que cette boule compacte B'(a ; r) est 
connexe, ce qui prouve le resultat voulu. 

Note Etant donne que X = U r >o ^ r )» on en deduit que l’espace X est connexe. 

EXERCICE 2.39.10 

L’ensemble des applications bomees est ferme d’apres la proposition 2.27.2. Montrons que 
cet ensemble est ouvert. Soit / G Y) et soit 0 < e < 1, montrons que la boule 

ouverte B(f ; e) est contenue dans Y), ceci demontrera le resultat voulu. 
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Soit g G B(f\e ), ayant choisi e < 1, on a d(f(x),g(x)) < e pour tout x G X ; pour 
tout x, y G X, on a alors 

d(p(aO,0(2/)) < d(g(x), f(x)) + d(f(x), f(y)) + d(f(y), g(y)), 
d’ou d(g(x),g(y)) <2e + diam f(X ), ce qui prouve que g est une application bornde. 

EXERCICE 2.39.11 

1. Notons P l’ensemble des x G X tels que A(x) soit pr&ompact. 

a. Si A(a) est pr&ompact, il existe, pour tout e > 0, une partie finie F de Y telle que 
A(a) C Us/gf B(y\e). D’aprfes l’dquicontinuit6 au point a, il existe un voisinage V de a 
tel que 

d(f(x), /(a)) < e pour tout x G V et tout / G A. 

Si x appartient & V , il en rdsulte que A(x) c U^gf 2e) et ceci prouve que A(z) est 
pr&ompact pour tout x € V : P t st ouvert. 

b. Montrons que P est fermd, soit a G P et soit £ > 0. On dcrit l’6quicontinuitd de 

A au point a comme prdc&lemment. Alors, V G V(a) rencontre P en un point x et A{x) 
6tant prdcompact, il existe une partie finie F de Y telle que A(x) C (J^gf d’ou 

A(a) C Uj/gf ^(j/i 2e )» ce prouve que a G P. 

2. On observe que dans un espace m&rique complet, une partie est relativement com- 
pacte si, et seulement si, elle est pr&ompacte. 

EXERCICE 2.40.1 

Raisonnons par l’absurde. Soit / : ]a, 6] -»]a,6[ un hom^omorphisme ; si 

P = f(b) e]a,6[, / induit un homdomorphisme de l’intervalle ]a>b[ sur l’espace 
]a>P[U]P i b[ et ceci est absurde car l’espace ]a,6[ est connexe alors que l’espace 
]o, P[ U ]P, 6[ ne Test pas. 

EXERCICE 2.40.2 

On considfere l’application continue g(x) = f(x) — x. On a g( 1) < 0 et g(— 1) > 0 ; 
d’aprfcs le th^oreme des valeurs intermddiaires (corollaire 2.40.3), cette fonction g s’annule, 
ce qui signifie que / admet un point fixe. 

EXERCICE 2.40.3 

Si / v^rifie les propri^tds indiqu^es, f(R ) est d&iombrable ; de plus, f(R) est connexe, 
en tant qu’ image continue d’un connexe, done f(R) est un intervalle. Cet intervalle est 
ndeessairement rgduit h un point, ce qui signifie que / est constante et bien entendu une 
application constante ne peut poss&der les propridtds requises. 

EXERCICE 2.40.4 TOPOLOGIE DE L’ORDRE : PARTIES CONNEXES 

l,a. On suppose l’espace X connexe. 

Montrons que toute partie A non vide et major^e admet une borne supdrieure. Raison- 
nons par l’absurde, supposons que l’ensemble M des majorants de A n’admette pas de plus 
petit 616ment : autrement dit, on suppose que, pour tout x G M, il existe y G M tel que 
y < x. Alors, 1’ intervalle ]y, -» [ est un voisinage ouvert de x et ]y, -» [ C M, ce qui prouve 
que M est ouvert. Montrons que M est 6galement un ensemble ferm 6. Soit x G M — M, x 
n’est pas un majorant de A, il existe done y G A tel que x < y ; l’intervalle ouvert ] y[ 
est alors un voisinage de x ne rencontrant pas M, ce qui est absurde, le point x 6tant un 
point adherent a M. Ceci prouve que M = M : M est fermd. L’ensemble non vide M 
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6tant h. la fois ouvert et ferm6, on en ddduit que X = M, done A est ndeessairement r&luit 
& un point qui ne peut §tre que le plus petit £16ment de X , done de M, ce qui est contraire 
& l’hypothfcse faite sur M. 

Montrons ensuite que tout intervalle ouvert ]x,y[ est non vide si x < y. On raisonne 
par l’absurde. Supposons ]x,y[= 0, alors ] x] et [y ) [ sont deux fermds non vides, 

disjoints et de reunion X, ce qui contredit la connexit£ de X. 

b. R£ciproquement, supposons que toute partie non vide majoree admette une borne 
supdrieure et que tout intervalle ]x , y[,x <y, soit non vide. Montrons que X est connexe. 
Raisonnons par l’absurde, on suppose X non connexe, c’est-&-dire X = AU B ouAqIB 
sont deux ferm^s non vides et disjoints. Soient a e A et b e B> supposons a < b pour fixer 
les id6es. L’ensemble non vide et majord (par b) An [a, 6] admet une borne superieure m. 
D’une fa?on gdndrale, observons que la borne superieure d’une partie E de X, lorsqu’elle 
existe, est ndeessairement un point adherent h E : en effet, si m = sup E , pour tout x < m, 
il existe y e E tel que x <y < m, done tout intervalle ouvert ]x , x'[ contenant m rencontre 
E. Ceci prouve, l’ensemble A n [a, b] etant ferme, que m e A D [a, b] et m < b vu que 
be B. Soit x e ]m, b ] 9 l’intervalle ouvert ]ra, x[ est non vide par hypothfcse et contenu dans 
B ; il en r&ulte que tout intervalle ouvert contenant m rencontre B , done m e B = B et 
par consequent m appartient a la fois & A et & B, ce qui est absurde, ces ensembles etant 
disjoints. 

Note L’hypothfcse que tout intervalle ]x , y [ , x < y t est non vide est essentielle. Par exemple, 
si X est un ensemble h deux elements {a, b} muni de la relation d’ordre a < 6, toute partie 
non vide admet un plus grand element mais l’espace X n’est pas connexe. 

2, a. La caracterisation fondamentale des intervalles de M que donne le corollaire 2.4.3 
repose uniquement sur le fait que R est totalement ordonne et que toute partie non vide 
majoree (resp. minoree) admet une borne superieure (resp. inferieure). Si X est un espace 
totalement ordonne, connexe pour la topologie de l’ordre, on sait d’aprfcs 1. que toute par- 
tie non vide majoree admet une borne superieure. En munissant X de Tordre oppose qui 
induit la m£me topologie, on en deduit que toute partie non vide minoree admet une borne 
inferieure et on obtient ainsi la m£me caracterisation des intervalles que sur R. 

Note On peut aussi remarquer que, plus gdneralement, si dans un ensemble totalement or- 
donne toute partie non vide majoree admet une borne superieure, alors toute partie non vide 
minoree A admet une borne inferieure. En effet, l’ensemble M des minorants de A admet 
une borne superieure m qui est par definition le plus petit majorant de M ; l’ensemble des 
majorants de M contenant A t m appartient h M, ce qui prouve que m est le plus grand 
element de M, done la borne inferieure de A. 

b. Si X est connexe, montrons que les parties connexes de X sont les intervalles de 
X. 

Soit I une partie connexe et soit x,y e I>x < y, alors )x,y [ C I : sinon, il existerait 
a 0 I tel que x < a < y et I serait la reunion des deux ouverts non vides et disjoints 
In ] a[ et In ]a, -» [ , ce qui contredit la connexite de I. Vu 2, a., ceci prouve que I est 
un intervalle. 

Reciproquement, si I est un intervalle, on observe que la topologie induite sur I par 
celle de X coincide avec la topologie associee h l’ordre induit. En effet, on vdrifie que tout 
intervalle ouvert de I est la trace sur I d’un intervalle ouvert de X et qu’inversement la trace 
sur I d’un intervalle ouvert de X est un intervalle ouvert de I. La connexitd de / rdsulte 
alors de 1. comme on le vdrifie aisdment. 
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Note Si A est une partie quelconque de X, on se gardera bien de croire que la topologie 
induite sur A coincide toujours avec la topologie assoctee & l’ordre induit. Par exemple, 
prenons Pespace 

X = R et A = ] — oo, — l[U{0}U]l,-foo[. 

Le point 0 est isold pour la topologie induite alors qu’il ne Pest pas pour la topologie de 
Pordre induit car tout intervalle ouvert de A contenant 0 n’est pas rdduit h 0. On peut 
dgalement voir les choses de la fa$on suivante. L’ ensemble ordonnd A est isomorphe a R ; 
muni de la topologie de Pordre, Pespace A est done hom^omorphe a R, done connexe, alors 
que pour la topologie usuelle A n’est pas connexe. 

EXERCICE 2.40.5 

1. Supposons f(x) < f(z) pour fixer les iddes et montrons que /(x) < f(y) < f(z). 
Raisonnons par Pabsurde, si f(x) < f(z) < f(y ), il existe, d’aprfcs le th&)r£me des valeurs 
intermddiaires (corollaire 2.40.3, un a g]#, y[ tel que /(a) = f(z ), ce qui est contradictoire 
avec Pinjectivitd de / ; de m6me, on vdrifie que Phypoth&se f{y) < f(x) < f(z) est 
absurde. Ceci prouve le rdsultat voulu. 

2. Supposons f(a) < f(b) par exemple et soit a < x < y < 6, on a en utilisant 1. 
f(a) < f(x) < f(y ) < /(&). Ceci montre que la restriction de / a Pintervalle [a, b] est 
strictement croissante si f(a) < f(b) ; de m6me on v^rifie que la restriction de / i Pinter- 
valle [a, 6] est strictement d6croissante si f(b) < f(a). La restriction de / h tout intervalle 
compact contenu dans I est done soit strictement croissante, soit strictement decroissante. 

Considdrons alors deux points a , b e I tels que a < be t supposons comme prdc&lem- 
ment /(a) < /(&). Si x et y sont deux points quelconques de I tels que x < y, il existe 
un intervalle compact J contenu dans I et qui contient tous les points a, 6, x, y. L* applica- 
tion /| j est ndeessairement strictement croissante vu que /(a) < /(&) et il en rdsulte que 
f( x ) < /(?/)> ce qui prouve que / est strictement croissante. De m£me, si /(&) < /(a), on 
vdrifie que / est strictement ddcroissante. 

3. Si I est un intervalle compact, /(/) est un intervalle compact en tant qu’image conti- 
nue d’un espace connexe et compact. 

Lorsque I est un intervalle ouvert, si x e I, il existe a, b e I tels que a < x < 6 ; 
supposons / croissante pour fixer les iddes, alors /([a, 6]) est un intervalle contenu dans 
[/( a ) >/(&)] (/ est croissante) et qui contient les points /(a) et /(&), d’ou 
/(Ml) = [f(o)J(b)] et par consequent /(]a,6[) =]/(a),/(6)[ ; on a done 
f( x ) €]f(a>)/f(b)[ C /(/) et ceci montre que /(/) est un voisinage de /(x), done de 
chacun de ses points et /(/) est bien un intervalle ouvert. 

Montrons enfin que / est un homdomorphisme de I sur /(/). Soit x e I et soit V un 
voisinage de x dans /, montrons que f(V) est un voisinage de /(x) dans /(/), ceci prou- 
vera la continuity de / -1 au point /(x). Si x est un point intyrieur a /, il existe a, 6 G / tels 
que x e]a, 6[c V et le raisonnement qui prycyde a montry que 
/(®) € ]/(a), f(b)[ C /(V), ce qui prouve bien que f(V) est un voisinage de /(x) dans 
/(/). Si x est Tune des extrdmitys de /, par exemple son origine, soit x = min/, alors 
f(x) est l’origine de Tintervalle /(/) (on suppose / croissante) et il existe 6 G / tel que 
x G [x,6[c V et on vyrifie comme prycydemment que f([x,b[) = [/(x),/(6)[, d’ou 
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f( x ) € [f ( x ) » /(&)[ C f(V), ce qui prouve que f(V) est un voisinage de f(x). 

EXERCICE 2.40.6 

1. Une suite ( x n ) converge vers x pour la distance d/ si, et seulement si, la suite ( f(x n )) 
converge vers f(x). Les distances d et df sont done yquivalentes si, et seulement si, / est 
un homyomorphisme de R sur /(R), e’est-^-dire si / est continu d’aprfcs F exercice 2.40.5. 

2. La continuity uniforme de Implication identique 7 r : (R,d) -> (R,d/) yquivaut 
& la continuity uniforme de / et celle 7r : (R,d/) -> (R,d) £ la continuity uniforme de 
/ _1 . Les distances d et d/ sont done uniformyment yquivalentes si, et seulement si, / est 
un homyomorphisme uniformyment continu de R sur /( R) ainsi que f~ 1 . 

Vyrifions que / est alors nycessairement surjective. Raisonnons par Fabsurde, suppo- 
sons par exemple /(+oo) fini ( / est strictement croissante ou dycroissante d’aprfcs Fexer- 
cice 2.40.5). Soit e > 0, d’apr^s la continuity uniforme de / _1 , il existe 6 > 0 tel que 

I/O*) ~ f(y) I < S=> \x-y\ <e. 

Or, f(x) admettant une limite finie lorsque x tend vers +oo, il existe A e R tel que 
\f(x)-f(y)\ < 8pourtoutx,y > A, ce qui est contradictoire avec la propriyty prycydente. 

3. Si F application / est un homyomorphisme de R sur R, F application 
/ : (R y df) — > (R, d) est une isomytrie et par consyquent les suites de Cauchy pour les 
distances d et df sont les m£mes. 

Rydproquement, supposons que les suites de Cauchy pour d et df soient les mdmes. 
Montrons d’abord la continuity de /. Soit ( x n ) une suite convergeant vers a, alors la suite 
(x n ) 6 tant de Cauchy pour d, elle est de Cauchy pour d/, ce qui signifie que la suite ( f(x n )) 
est de Cauchy pour d, done convergente et ceci prouve la continuity de / au point a (exercice 
2.13.2). Montrons ensuite que / est surjective. Raisonnons par Fabsurde, supposons par 
exemple /(+oo) fini ; la suite x n = n est alors une suite de Cauchy pour d/ car la suite 
( f( x n )) est convergente, alors qu’elle ne Fest pas pour la distance d. 

Note Prenons f(x) = x 3 . Alors, les distances d et d/ sont topologiquement yquivalentes, 
non uniformyment yquivalentes et les suites de Cauchy sont les m 6 mes pour ces deux dis- 
tances. 

4. L* application / : (R, d/) -> (/( R), d) est une isomytrie et par consyquent R muni 
de la distance d/ est complet si, et seulement si, /( R) est complet, e’est-^-dire fermy. 

EXERCICE 2.40.7 

Soit f : X Y une application continue surjective, on suppose que Fespace X est 
connexe par arc. Soient y,y' e Y, il existe x,x' 6 X tels que y = f(x) et y' = f(x'). 
L’espace X ytant connexe par arcs, il existe une application continue 7 : [0, 1] -» X telle 
que 7 ( 0 ) = x et 7 ( 1 ) = x L’ application continue / o 7 : [0, 1 ] Y est alors un chemin 
joignant les points y et y\ ce qui prouve que Y est connexe par arc. 

EXERCICE 2.40.8 

1 . La sphyre § n est connexe par arc en tant qu’ image continue (exercice 2.40.7) de Fespace 
connexe par arc R n+1 - {0} par Fapplication continue x x/\\x\\ ou ||«|| dysigne la 
norme euclidienne. 

2. L’espace projectif P n (K), n > 1, est connexe par arc en tant qu* image continue de 
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l’espace connexe par arc K n+1 — { 0 }. 

EXERCICE 2.40.9 

Soit a e X, notons A l’ensemble de tous les points x tels qu’il existe un chemin joignant 
les points a et x. Montrons que A est un ensemble non vide, & la fois ouvert et ferm 6 ; 
Tespace X 6 tant connexe, ceci prouvera que A = X, c’est-&-dire que X est connexe par 
arc. 

L’ensemble A est non vide car a € A, il suffit de considdrer P application 
/ : [0, 1] -» X constante et 6 gale h a. Soit x € A, alors il existe un voisinage V de x 
tel que, pour tout point y de V, il existe un chemin joignant les points x et y . Il en r&ulte 
que V C A y ce qui prouve que A est ouvert. Consid^rons enfin un point x adherent h A et 
soit V un voisinage de x ayant la propri &6 indiqu^e ci-dessus, alors V rencontre A en un 
point y et il en rdsulte que x appartient h A t ce qui prouve que A est ferm 6. 

EXERCICE 2.40.10 ESPACE LOCALEMENT CONNEXE PAR ARC 

1. La condition est 6 videmment n&essaire. R 6 ciproquement, si cette condition est v6rifee, 
pour tout y eWy il existe un chemin 7 y : I V joignant les points x et y. Posons 

w = (J 7*(/), 

yew 

alors W' est connexe par arc et x e W C W' c V, done W' est un voisinage connexe 
par arc de x contenu dans V et ceci prouve que tout point admet un systfcme fondamental 
de voisnages connexes par arc. 

2. Un espace connexe et localement connexe par arc est connexe par arc d’aprfcs l’exer- 
cice 2.40.9. 

3. r&ulte du fait que, dans un espace m&rique, P ensemble des boules ouvertes centimes 
en un point x est un systfcme fondamental de voisinages de x. 

4. Raisonnons par Pabsurde. On suppose qu’il existe e > 0 et, pour tout n > 1, des 
points x n ,yn € X tels que d(x ni y n ) < 1/n et tels qu’il n’existe pas de chemin joignant 
x n et y n de diam£tre < e. L’ espace X ^tant un espace metrique compact, il existe une 
sous-suite ( x nk ) convergente, soit x sa limite ; la sous-suite ( y nk ) converge alors vers x. 
L’espace X 6tant localement connexe par arc, il existe S > 0 tel que, pour tout y e B(x\ <5), 
il existe un chemin joignant x et y trace dans la boule B(x\e/ 2). Pour k suffisamment 
grand, les points x nk et y nk appartiennent tous deux h la boule B(x\ et peuvent done Stre 
joints par un chemin trac£ dans B{x\e/ 2 ), done de diam£tre < e, d’ou une contradiction. 

EXERCICE 2.40.11 

1 . Soit X = Yl ieI Xi un produit fini d’espaces localement connexes par arc et soit 
x = (xi) e X. Soit V un voisinage de x y il existe des voisinages Vi de Xi tels que 
llie/ ^ c P u * s des voisinages Wi de Xi tels que, pour tout yi e W it il existe un che- 
min fi : [ 0 , 1] -» Vi joignant les points Xi et yt. Posons W = Yl ieI Wi, alors W est un 
voisinage de x et, pour tout y = (yi) E W, il existe un chemin / : [0, 1 ] -» V joignant x 
et y, a savoir le chemin / = (fi)- 

2 . On considfcre maintenant un produit quelconque X = Yl ieI Xi d’espaces connexes 
et localement connexes par arc. Cet espace est connexe (th^oreme 2.39. 1 1). Montrons qu’il 
est localement connexe par arc. Soit x = ( Xi ) € X et soit V un voisinage de a? ; il existe 
des voisinages V% de Xi tels que n*gj Vi C V et Vi = Xi pour i € I - J ou J est une 
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partie finie de J. II existe des voisinages Wi de Xi tels que, pour tout yi e Wu il existe un 
chemin fi : [0, 1] — > Vi joignant les points Xi et yi et lorsque i e I — J on peut prendre 
Wi = Xi, les espaces Xi ytant connexes par arc (exercice 2.40.10). Alors, W = Yl ieI Wi 
est un voisinage de x et le raisonnement se poursuit comme pour 1 . 

EXERCICE 2.40.12 

D’apr&s l’exercice 2.33.5, il existe une surjection continue / : C X oil C ddsigne l’en- 
semble de Cantor. Il s’agit alors de prolonger cette application en une application continue 
9 : [0) 1] ► X. 

Le compldmentaire de l'ensemble de Cantor peut s’dcrire, d’aprfcs sa definition (exer- 
cice 2.6.2), comme une reunion denombrable d’ intervalles ouverts disjoints deux a deux, 
soit 

oo 

[0,1] -C= (J]a„,6„[. 

71=0 

On observe que lim n _»oo(&n - an) = 0 : sinon, il existerait e > 0 et une infinite d’inter- 
valles ]a n , b n [ de longueur > e, ce qui est absurde, ces intervalles etant disjoints et contenus 
dans Tintervalle [0, 1] de longueur finie. D’aprfcs la continuite uniforme de / (l’ensemble 
de Cantor est compact), on en deduit que lim n _>oo d(f(a n ), f(b n )) = 0. 

Donnons-nous une suite (e*) de nombres > 0 convergeant vers 0. D’apres l’exer- 
cice 2.40.10, il existe 6k > 0 tel que deux points quelconques f(x) y f(y) de X v6rifiant 
d(f(x),f(y)) < 6k peuvent 6tre joints par un chemin de diamfctre < £&. Soit ( rik ) une 
suite strictement croissante d’entiers telle que d(f(a n ),f{b n )) < £k pour n > n^. Pour 
rik <n < nfc+i, on peut done construire des chemins 7 n : [a n , 6 n ] -» X joignant f(a n ) 
et f(b n ) dont le diametre est < en- Il en r&ulte que diam 7 n ([a n , b n ]) tend vers 0. 

On prolonge alors la fonction / en posant g\[a nt b n \ = 7 n. On obtient ainsi une appli- 
cation g : [0, 1] — > X dvidemment continue en tout point de ]a n , b n [ . Il reste h verifier la 
continuity de g en un point a de l’ensemble de Cantor. 

Supposons d’abord que a soit l’une des extr^mit^s de l’un des intervalles ]a n , b n [ , soit 
a = a no par exemple. Il s’agit alors de d^montrer la continuity h gauche au point a. Soit 
e > 0, d’aprys la continuity de / au point a, il existe 6 > 0 tel que d(f(x) y f(a)) < e pour 
x e C tel que \x — a\ < 6. Les intervalles [a n ,6 n ] ytant disjoints deux & deux, on peut 
choisir 6 > 0 suffisamment petit pour que 

[cl — 6 } ci[ D ] o>n )bn[^ 0 ^ diam 7?i ( [fln > b n ] ) ^ £ . 

Considyrons alors un point x e [a — S y a[ n’appartenant pas & l’ensemble de Cantor, il existe 
n tel que x E ]a n , b n [ et par consyquent a — 8<x<b n < a, d’ou 

d{g(x),g(a)) < d{g(x),g(b n )) + d(f(b n ),f(a)) < 2e 
et par suite d(g(x),g(a)) < 2e pour tout x e [a — S, a[ que x appartienne ou non & 
l’ensemble de Cantor. Ceci prouve la continuity de g au point a dans le cas considyry. 

Lorsque a est l’un des points 6 n , le raisonnement est semblable. Lorsque a n’est pas une 
des extrymitys de l’un des intervalles }a ny b n [ , en raisonnant de la m6me fa$on on dymontre 
que g est continue a droite et & gauche au point a. 

Note La mythode utilisee dans l’exercice 2.36. 10 repose sur le thyoryme de Tietze-Urysohn 
et ne permet pas d’obtenir le rysultat plus gynyral ytabli ci-dessus. On notera que les espaces 
[0, l] n et [0, 1] N sont des espaces mytriques compacts, connexes et localement connexes par 
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arc d’apres l’exercice 2.40.1 1. 

EXERCICE 2 . 41.1 

Soit C l’une des composantes connexes de A et soit a G C. L’ ensemble non vide 
M = {x e C\f(x) > /(a)} est fermd dans C d’apres la semi-continuity supdrieure 
de /. Montrons que cet ensemble M est ouvert dans C. Soit x G M, alors il existe un 
voisinage V de x tel que f(y) > f(x) pour y G V, d’ou f(y) > f(a) ; ceci prouve que 
V DC C M et par consequent M est ouvert dans C. II en r^sulte que M = C : autrement 
dit, pour tout a>x G C, f(x) > f(a) ; / est done constante sur C. 

EXERCICE 2 . 41.2 

1 . Montrons que A est connexe. Soit / : A -> D une application continue h. valeurs dans un 
espace discret. Posons B = A\J (Q x {0}) et prolongeons / en une application g : B D 
en posant g(x , 0) = f(x y y) pour x G Q et y < 0 ; le choix de y importe peu, la fonction 
y i-» f(x , y)> ou x G Q est fixe, etant constante sur la demi-droite (connexe) y < 0. Nous 
allons demontrer que g est continue ; on en deduira que g> done /, est constante, Pensemble 
B etant evidemment connexe par arc. 

II s’agit de demontrer la continuite de g en un point (x,0). Soit {{x n ,y n )) une suite 
de B convergeant vers (x, 0), montrons que la suite ( g(x n , y n )) converge vers g(x , 0). En 
considerant d’une part les n pour lesquels x n est rationnel, d* autre part les n pour lesquels 
x n est irrationnel, on peut supposer que tous les x n sont rationnels, ou bien que tous les x n 
sont irrationnels. 

Si tous les x n sont rationnels et si x est rationnel, on a g(x n ,yn) = f(x n , —1) qui 
converge vers f(x , -1) = g{pc, 0). Lorsque x est irrationnel, g{x n) y n ) = f(x n , — 1/n) 
qui converge vers /(a;, 0) = p(a;,0). 

Lorsque tous les x n sont irrationnels, on a g(x n ,yn) = f(x n > 0). La fonction / ^tant 
une fonction continue h valeurs dans un espace discret, espace oil les ensembles rdduits a 
un point sont ouverts, il existe un voisinage V du point (x n , 0) tel que /(a;, y) = f(x n , 0) 
pour tout (x y y) G V fl A ; ce voisinage V HA contient un point de la forme (x' n yy' n ) ou 
x f n ^ Q» | x n - x' n \ < 1/n et -1/n < y' n <0. La suite ((a4,2/n)) converge alors vers 
(xy 0) et g(xn,y n ) = g(x f n yy' n ) et on s’est ainsi ramen6 au cas d^j^ traits oil tous les x' n 
sont rationnels. 

Ceci prouve la continuity de g et, comme nous Pavons expliqu^, la connexity de A. 

2. Montrons que A n’est pas locale ment connexe. Considyrons 1* ouvert de A, 

O = AD {(xy y) e M 2 ; y > 0} 

et un point (a, b) G O. Si V est un voisinage de (a, b) contenu dans O, sa projection sur 
l’axe des x est contenu dans R — Q et n’est pas ryduite a un point ; il en rysulte que V ne 
peut 6tre connexe, ce qui prouve le rysultat voulu. 

3. Considyrons deux points m = (x, y) et w! = (x'y y') tels que x eR — Q, y >0et 
x f G Q, y! < 0. Supposons qu’il existe un chemin (f,g) : [0, 1] A joignant les points m 
et in'. L’ ensemble ouvert O = {t G ]0, 1[ ; g(t) < 0} est non vide ; O peut s’yerire comme 
une ryunion dynombrable d’intervalles ouverts disjoints (corollaire 2.41.5), soit ]a,6[ Pun 
d’entre eux. Lorsque t G]a, b[ , f(t) est rationnel, done / est constante sur cet intervalle ; il 
en rysulte que /(a) est rationnel et ceci est absurde, car g(a) est > 0 d’aprfcs la dyfinition 
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de O et /(a) doit dtre irrationnel. Ceci prouve que Tespace A n’est pas connexe par arc. 

EXERCICE 2 . 41 .3 ESPACE EXTREMEMENT DISCONTINU 

1. ( ED\ ) => ( ED 2 ) SoieiuOi et 0 2 deux ouverts disjoints. L’ensemble 0\ est contenu 
dans le ferme X — 0 2 , d’ou 0\ c X — O2, soit O2 C X — 0\ et, l’ensemble X — Oi etant 
ferme d^aprfcs (ED\) t on en deduit que O 2 C X - Ou ce qui prouve que les ensembles 
Ox et O2 sont disjoints. 

( ED 2 ) => ( EDi ) Soit O un ouvert, les ouverts O et X - O sont disjoints ; d’aprfcs 
(. ED 2 ), les ensembles O et X - O sont disjoints, d’ou O C O, ce qui prouve que O est 
ouvert. 

2. Montrons que dans un espace extrSmement discontinu, toute partie connexe non vide 
est rdduite k un point, c’est-&-dire que toute partie A admettant au moins deux elements 
n’est pas connexe. Soient x,y G A, x ± y. L’espace etant separe, il existe un voisinage 
ouvert O de x tel que y ne soit pas adherent k O. II en rdsulte que X = O U (X — O) 
constitue une partition de X en deux ensembles ouverts telle que xeOetyEX — Oet 
par consequent A = ( A fl O) U (A n (X - O)) ob A fl O et An(X -O) sont deux ouverts 
de A non vides et disjoints, ce qui prouve que A n’est pas connexe. 

EXERCICE 2 . 41.4 

1. Soient 0\ et O 2 deux ouverts disjoints dt A U M tels que AU M = 0\ U O 2 . On a 
A C 0\ U O 2 et, A etant connexe, l’un des ouverts de A A fl 0\ ou A fl O 2 est vide. Pour 
fixer les idees, supposons A fl O 2 = 0> done A c 0 \ . Montrons que O 2 est k la fois ouvert 
et ferme dans X ; cet espace etant connexe, ceci prouvera que 0 2 = 0 ou bien 0 2 = X, 
done que A U M est connexe. 

L* ensemble 0 2 est k la fois ouvert et ferme dans AuM et 0 2 C M ; 0 2 est done ouvert 
et ferme dans M, done dans X - A vu que M est ouvert et ferme dans X - A. D’aprfcs 
l’exercice 2.20.1, on en deduit que 0 2 est ouvert et ferme dans (A U M) U (X - A), 
c*est-&-dire dans X. 

2. Soient Oi et 0 2 deux ouverts disjoints deX-M tels que X - M = Oi U 0 2 . On a 
A C X — M et A est connexe, on peut done supposer A c 0\ et A n O 2 = 0. L’ ensemble 
0 2 est k la fois ouvert et ferme dans X - M et M est connexe ; d’aprfcs 1., 0 2 U M est 
connexe ; M etant une composante connexe, on en deduit que O 2 C M, done 0 2 = 0 et 
ceci prouve que X — M est connexe. 

EXERCICE 2 . 41.5 

l,a. Supposons 0\(x) non vide. On a X — {#} = Oi(x) U 0 2 (x). L* ensemble 0 2 (#) 
etant ouvert, le seul point adherent k Oi(x) n’appartenant pas & 0\{x) ne peut 6tre que 
x. Si x n’appartient pas k Ch(x j, l’ensemble Oi(x) est done a la fois ouverm ferme et 
X etan t connexe, Oi(x) = X , ce qui est absurde. Ceci prouve que s € Oi(x), d’ou 
0\(x) = 0\(x) U {«}. 

b. Si X n’est pas reduit k un point, l’ un des o uverts Oi(x) et Q 2 ±x ) est non vide ; 
d’apres l,a., on en deduit que X = Oi(x) U tojx ). L’ inters ection Oi(x) fi 0 2 (x) C {x} 
etant connexe, l’exercice 2.39.1 montre que Oi(x) et 0 2 (x) sont connexes. Lorsque X est 
reduit k un point, ces ensembles sont vides, done connexes. 

c. Soit y e Oi(x), montrons que Oa(*) x {v} C Oi. On peut^upposer <h{x) 
non vide. L’ensemble connexe 0 2 (x) x {y} est contenu dans Ycary? 0 2 (x) : en effet, 
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(x,y) G Ou done (x,y) g 0 2 tt y £ x . II en resulte que 0 2 (x) x {y} c Oi ou bien 
P 2 (x) x {y} C 0 2 . Vu que x G 0 2 (x) et que ( x>y ) G Ou e’est la premiere inclusion 
0 2 (x) x {y} C 0\ qui est v6rifi6e. 

Si (x>y) G Oi et (x, z) G 0 2t on en d£duit que (z,y) e Ou soit (y,z) G Ou 
En permutant le role de 0\ et 0 2t on a egalement (y, z) G 0 2y ce qui est absurde et par 
consequent Tun des ensembles Oi(#), 0 2 (x) est vide. 

d. Supposons l’ouvert 0\ non vide ; d’aprfcs l,c., il existe alors x G X tel que 
Oi(x) = X - {#}. Soit x' un point deX different de a;, on a#' G Oi(x) 9 d*ohx G Oi(x') f 
ce qui prouve que 0\ ( x ') est non vide et 0 2 (x 1 ) est done vide quel que soit x\ ce qui prouve 
que 0 2 est vide. 

2. On a Y = Oi U 0 2 = Of 1 U OJ 1 = (Oi U 0 2 ) n (Or 1 U OJ 1 ), d’oil 
Y = Ui U Ui U U 12 oi» Ui = Oi n O" 1 et t/i 2 = (Oi n OJ 1 ) U (Of 1 D 0 2 ). Ces 
ensembles sont ouverts, disjoints deux a deux et symetriques par rapport k la diagonale 
A. D’apres 1., deux de ces ouverts sont vides. Lorsque U\ = 0, on a Of 1 c 0 2y d’ou 
Ui 2 D 0 2 est non vide ; de mSme si U 2 est vide, U\ 2 est non vide. Ceci prouve que U\ et 
U 2 sont tous deux vides, ce qui prouve que Of 1 C 0 2 et Of 1 C Ou d’ou 0\ = Of 1 et 
y = OiUOf 1 . 

Montrons que 0\ est connexe. Soient Oi, O" deux ouverts disjoints de reunion Ou 
Alors, Y = (Oi U Oi -1 ) U (O'/ U O'/ -1 ) et d’apres 1., 

Oi U Oi -1 = 0 ou O'/ U Oi /_1 = 0 

et par consequent Tun des ouverts Oi , O" est vide, ce qui prouve que Oi est connexe. II en 
resulte que 0 2 = Of 1 est egalement connexe. 

3. Si Y n’est pas connexe, on peut ecrire d’apres 2. Y = Oi UOf 1 ou Oi est un ouvert 
connexe et Oi, Of 1 sont disjoints. II en resulte que V admet deux composantes connexes, 
a savoir Oi et Of 1 . 

Note Prenons X = R n , si n = 1, Y admet deux composantes connexes et, lorsque n > 2, 
y est connexe. 

EXERCICE 2.41.6 

1. Montrons que la condition est necessaire. Soit (Oi)i^i un recouvrement ouvert et soit 
x G X t il existe i(x) tel que x G 0 ^ x ) et, l’espace X etant regulier, il existe un ouvert U x 
tel que 

x G U x C U x C O i(x) . 

L’espace X etant localement connexe, les composantes connexes de U x sont ouvertes (pro- 
position 2.41.3). L’ ensemble A de toutes les composantes connexes des ouverts U x lorsque 
x d£crit X est un recouvrement ouvert de X qui admet, X dtant compact, un sous-recou- 
vrement fini Posons Cj = Aj ; ces ensembles sont connexes (corollaire 2.39.4), 

compacts et forment un recouvrement fini de X. Si Aj est une composante connexe de U Xy 
alors Cj C 0^ x ), ce qui prouve que ce recouvrement est plus fin que le recouvrement (Oi). 

2. Montrons que la condition est suffisante. Soient x G X et O un voisinage ouvert 
de x. On considfcre le recouvrement ouvert {0 9 X — {#}} ; il existe un recouvrement fini 
(Cj)jeJ plus fin constitu£ de parties connexes compactes. Posons 

v = |J Cj ou k = {j e J-,x e Cj}. 

jei< 

Notons d’abord que V est connexe (corollaire 2.39.5) et que, pour j G K> Cj ne peut 6tre 
contenu dans O - {x}, done Cj c O et par consequent x G V C O. Montrons que V est 
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un voisinage de x 9 ceci prouvera le r^sultat voulu. On a 

X — V C F = (J Cj 

j€J-K 

ou F est un fermd ne contenant pas x ; X— F est par consequent un voisinage ouvert de x et 

V D X - F, ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 2.41.7 

L* espace sdpard Y est connexe et compact en tant qu’image continue d’un espace connexe 
et compact. On peut done utiliser le crit&re de l’exercice 2.41.6. Soit ft = (Oi)ie/ un 
recouvrement ouvert de Y, alors / _1 (ft) = (/ _1 (0*))i€/ est un recouvrement ouvert de 
X ; il existe done un recouvrement fini (Cj) j€ j de X constitu^ de parties connexes et 
compactes plus fin que / _1 (ft). On en d&iuit que (f(Cj)) jeJ est un recouvrement fini de 

Y constitud de parties connexes et compactes plus fin que ft, ce qui permet de conclure. 
EXERCICE 2.41.8 THEOREME DE SIERPINSKI 

1. La condition est n&essaire. En effet, si X est localement connexe, pour tout x e X t 
il existe un voisinage connexe V x de x tel que V x C B(x;e/ 2). Le recouvrement ouvert 
(Vx)xex contient un sous-recouvrement fini (V x )xeA, A partie finie de X. Il en rdsulte que 
X = V x ou les ensembles V x sont connexes, compacts et de diamfetre < e. 

2. Rdciproquement, on suppose que, pour tout e > 0, X est la reunion d’une famille 
finie de parties connexes compactes de diam&tre < e. Montrons que X est localement 
connexe en utilisant la caract^risation de l’exercice 2.41.6. Soit ft = (Oi)i € / un recou- 
vrement ouvert de X et soit e > 0 le coefficient de Lebesgue du recouvrement (exercice 
2.30.5). Par hypoth&se, il existe un recouvrement fini de X (Cj)jej constitu^ de parties 
connexes, compactes, de diamfctre < e. Un tel recouvrement est plus fin que ft d’aprfes la 
definition du coefficient de Lebesgue, ce qui prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 2.42.1 ESPACE TOTALEMENT DISCONTINU 

1. Montrons que la condition est necessaire. D’aprfcs la proposition 2.42.2, tout point ad- 
met un syst&me fondamental de voisinages h la fois ouverts et ferm^s. Tout point x admet 
par consequent un voisinage V x h la fois ouvert et ferme tel que V x c B(x\e/2). Le re- 
couvrement ouvert (V x ) x ex contient un sous-recouvrement fini, soit (Vi)\<i< n . Posons 
Wi = Vi et Wi = Vi — Wi - 1 pour 2 < i < n ; les ensembles Wi sont compacts, de 
diametre < e et constituent une partition de X. 

2. Reciproquement, soit e > 0, il existe une partition finie (Aj) de X constitute d’en- 
sembles compacts de diamfctre < e. Chacun de ces ensembles Aj est & la fois ouvert et fermt 
et par suite tout point x admet un voisinage V h la fois ouvert et fermt de diamfctre < e. 
Soit C la composante connexe du point x ; ttant donnt que C = (CD V) U (CD (X — V)), 
l’ensemble connexe C est ntcessairement contenu dans V, le diamfctre de C est done < e 
et on en dtduit que C est rtduit au point x. 

EXERCICE 2.42.2 

On utilise la mtthode dtcrite dans l’exercice 2.33.5 dont on conserve les notations. Lorsque 
X est un espace metrique compact non vide, totalement discontinu et sans point isol 6 y on 
peut construire la famille (A e ) eG £ telle que Aq et A\ soient disjoints, ainsi que A e t et A e » 
pour tout e. 



2.46 EXERCICES DU CHAPITRE 2.D 287 


En effet, respace X n’ayant pas de point isolt, X admet au moins deux tltments et son 
diamttre 6 est done > 0. D’apres l’exercice 2.42. 1, il existe une partition finie CKi)i<i< P +i 
constitute de parties compactes non vides de diamttre < S/2 etp > 1. On pose Aq = K\ et 
Ai = (Jn =2 Le sous-espace K\ est un espace mttrique compact non vide, totalement 
discontinu et sans point isolt car K\ ttant ouvert dans X , tout point isolt de K\ serait un 
point isolt de X ; d’aprts l’exercice 2.42.1, il existe des compacts non vides et disjoints 
K'x et K" tels que K\ = I<[ U K”. Lorsque p > 2, on pose j4oo = K[, Aoi = K" y 
i4io = K 2 et An = ^n- En poursuivant cette construction, on obtient une partition 

(A e )e€t p de X constitute de parties compactes non vides de diamttre < S/2. Chaque A e 
est un espace mttrique compact non vide, totalement discontinu et sans point isolt (car A e 
est ouvert) et il est done possible d’ittrer cette construction. 

Il suffit ensuite de vtrifier que la surjection continue / : {0, 1} N * X est injective, 
ceci dtmontrera que / est un homtomorphisme (corollaire 2.31.12). L’injectivitt de / rt- 
sulte du fait que, pour tout n, la famille (A £ ) e€ z 1l est une partition de X : si a appartient h 
X , il existe un unique e n E £ n tel que a E A £n > d’oii un unique e E £ tel que a = f(e). 

EXERCICE 2.42.3 

1. L’ espace X admet une base de topologie dtnombrable, soit ( B n ). Soit A une partie de 
X a la fois ouverte et fermte. Il existe une partie I de N telle que A = Une/ & n - ^ sous “ 
espace A ttant compact, le recouvrement ouvert ( B n ) ne i contient un sous-recouvrement 
fini, d’oh une partie finie J de N telle que A = (J n€J ^ n • L’ensemble des parties finies 
de N ttant dtnombrable, on en dtduit que 1’ ensemble A des parties a la fois ouvertes et 
fermtes est dtnombrable. 

2. La fonction x i-» x n est continue car D n est a la fois ouvert et ferm t. La fonction 
/ est done continue en tant que somme d’une strie normalement convergente. Si C f est 
une composante connexe de X , /(C') est une partie connexe de l’ensemble de Cantor, 
done rtduite a un point (l’ensemble de Cantor ne contient tvidemment aucun intervalle 
d’aprts sa construction) et ceci prouve que / est constante sur chaque composante connexe 
de X. Si C' et C" sont deux composantes connexes de X difftrentes, alors X — C" est un 
voisinage ouvert de C' et d’aprts la proposition 2.42.2 il existe done un n tel que C' c D n 
et C" fi D n = 0 . On en dtduit que /)<?/ ^ f\ c » car x n = 2 si x E C* et x n = 0 si 
a; E C". 

3. L’ensemble de Cantor est un espace compact totalement discontinu, il en est done de 
m6me de tout sous-espace ferm t et a fortiori de tout espace homtomorphe a un sous-espace 
fermt de l’ensemble de Cantor. 

Rtciproquement, si X est un espace mttrique compact totalement discontinu, 1’ ap- 
plication / : X -» C construite prtetdemment est continue et injective et par suite un 
homtomorphisme de X sur un sous-espace compact, done fermt, de C. 

EXERCICE 2.42.4 

On suppose que X = (J^Lo ^ n 0 & * es #1 sont fermts, non vides et disjoints deux k deux. 
On pose G n = F n - F n et G = U^Lo Les ensembles G n sont fermts dans X , done 
dans G ; l’espace X ttant connexe, G n est non vide d’apres le corollaire 2.39.9 ; G est done 
non vide. Nous allons dtmontrer que G est fermt et que les fermts G n sont d’inttrieur vide 
dans G. Ceci prouvera que G est un espace mttrique complet, done de Baire (thtoreme 
2.28.1) et que G est maigre dans lui-mtme, d’ou une contradiction vu que G est non vide. 
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1 . Montrons que G est ferm6. Soit a € G, il existe un entier n tel que a 6 F n . Montrons 
que a E G n . Raisonnons par Pabsurde, supposons a e F n . Alors, V = F n est un voisinage 
de a et ce voisinage V ne rencontre ni G n , ni G v pour p ± n, F n et F p dtant disjoints ; 
ceci montre que V ne rencontre pas G> ce qui est absurde, le point a dtant adherent a G. 

2. Montrons que G n est d’intdrieur vide dans G. Soit a un point int&ieur h G n rela- 
tivement h G y autrement dit G n est un voisinage de a dans G. L’espace dtant localement 
connexe, il existe un voisinage connexe C de a tel que COG C G n . Le point a appartenant 
h la fronti&re de F n , C doit rencontrer X - F n ; il existe done un entier p ^ n tel que C 
rencontre F p ; C rencontrant X — F p (car a £ X — F p ), C doit rencontrer la fronti&re de 
F p , e’est-^-dire G p et ceci est absurde car C D G c G n - 

Comme nous Pavons expliqud, 1. et 2. permettent de conclure. 



Chapitre 3 

ESPACES LOCALEMENT 
CONVEXES 




Sommaire 


Ce chapitre est consacre a P etude des espaces localement convexes (en abrege 
e.l.c.), c’est-a-dire aux espaces vectoriels topologiques dont la topologie peut etre 
definie par une famille de semi-normes. Les espaces fonctionnels utilises dans 
la pratique sont toujours de ce type et il est done utile d’etudier les proprietes 
fondamentales de ces espaces. 

Les paragraphes 3.1 a 3.8 presentent les premieres notions et proprietes des 
e.l.c. : sous-espace, produit, quotient, somme directe topologique, etc. On notera 
en particulier le critere de metrisabilite (theoreme 3.4.6) et les deux theor&mes 
fondamentaux concernant les espaces de dimension finie : le premier theoreme 
(theoreme 3.5.8) affirme que sur un espace de dimension finie il n’existe qu’une 
seule topologie separee d’e.l.c. et que cette topologie est une topologie d’espace 
de Banach ; le second theoreme du a F. Riesz (theoreme 3.7.4) donne une caracte- 
risation topologique de la dimension finie : un espace norme localement compact 
est necessairement de dimension finie. C’est ce theoreme qui permet de demontrer 
que, pour un operateur compact, les sous-espaces propres sont de dimension finie 
(corollaire 3.32.5). 

On etudie ensuite (paragraphe 3.9) la topologie de la convergence uniforme, et 
plus generalement la topologie de la ^-convergence ; ces topologies sont evidem- 
ment tres importantes dans les applications. 

La partie B aborde l’etude des espaces L(E;F) de toutes les applications li- 
n^aires et continues de E dans F. Lorsque E et F sont des espaces normes, on 
montre d’abord comment ces espaces peuvent etre munis d’une structure d’espace 
norme en d^finissant la norme d’une application lineaire continue. On Etudie en- 
suite, dans le cadre des espaces de Frechet, c’est-a-dire des e.l.c. metrisables et 
complets, les theoremes de Banach. Lorsque E et F sont des espaces de Frechet, 
toute bijection lineaire et continue de E sur F est un isomorphisme (corollaire 
3.1 1.3) ; ce theoreme fondamental du a Banach apparait ici comme un corollaire 
du theoreme de l’application ouverte (theoreme 3.11.1), theoreme qui repose es- 
sentiellement sur le theoreme de Baire. Le second theoreme fondamental est le 
theor&me 3.12.10 de Banach-Steinhaus : si (T n ) est une suite d’ applications li- 
neaires et continues de E dans F qui converge simplement vers T, alors T est 
lineaire et continue si E est un espace de Frechet et F un e.l.c. s£par£. On notera 
la simplicity de cet enonce et l’utilite pratique d’un tel theoreme pour verifier la 
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continuity d’une application lineaire. La demonstration de ce theoreme utilise une 
notion d’equicontinuite (definition 3.12.1) generalisant celle etudiee dans le cas 
metrique (definition 2.34.1), le theoreme de Baire permettant de demontrer que 
toute partie de &{E\ F) simplement bornee est equicontinue (proposition 3.12.8). 

La partie C dtudie le dual d’un e.l.c. Le point de depart de cette etude est 
un lemme algebrique de prolongement, le lemme 3.13.1, qui permet d’obtenir les 
deux formes du theoreme de Hahn-Banach. Sous sa premiere forme, dite ana- 
lytique, le theoreme 3.13.6 de Hahn-Banach affirme que toute forme lineaire et 
continue definie sur un sous-espace se prolonge en une forme lineaire et continue 
sur tout Tespace : l’dtude de la dualite, c’est-a-dire l’etude des relations entre un 
espace E et son dual E\ utilise constamment ce theoreme ; par exemple, le fait que 
E et E f soient des espaces vectoriels en dualite (proposition 3.15.1), c’est-a-dire le 
fait que la topologie affaiblie a(E , E') soit separee, est une des consequences de 
ce theoreme. Le theoreme de Hahn-Banach sous sa forme geometrique (theoreme 
3.14.8) est un theoreme de separation qui permet de demontrer, par exemple, que 
dans un e.l.c. sdpare tout convexe ferine est faiblement ferine, r^sultat fondamental 
en anayse convexe. 

Apres avoir introduit les notions d’espaces vectoriels en dualite et de topolo- 
gies faibles associees, l’etude de la dualite est faite dans le cadre des espaces de 
Banach. Grace au theoreme de Tychonoff, on verifie d’abord que la boule unite 
du dual d’un espace norme est faiblement compacte (theoreme 3.16.2 d’Alaoglu). 
En plongeant un espace de Banach dans son bidual, on en deduit qu’un espace 
de Banach est reflexif si, et seulement si, sa boule unity est faiblement compacte 
(theoreme 3.16.16). Ces proprietes de compacite sont illustrees par une applica- 
tion importante a la minimisation des fonctionnelles convexes s.c.i. (theorfeme 
3.16.18). Le paragraphe 3.17 s’intdresse a la m&risablite des parties faiblement 
relativement compactes d’un espace de Banach ou de son dual (corollaire 3.17.4 
et theoreme 3.17.7). Ceci permet d’en deduire des proprietes de compacite faible 
s£quentielle : en particulier, dans un espace de Banach reflexif toute suite bornee 
contient une sous-suite faiblement convergenle (theoreme 3.17.1 1). Dans le meme 
ordre d’idees, il faut mentionner le theoreme remarquable d’Eberlein (theoreme 
3.17.12). 

Le paragraphe 3.18 etudie la notion d’ orthogonality et la transposee d’une ap- 
plication lineaire et continue ; ces proprietes seront utilisees pour l’etude des ope- 
rateurs compacts (partie G). 

La partie D expose d’abord la theorie des series convergentes et des families 
sommables (paragraphes 3.19 a 3.22). L’etude des produits infinis est faite dans le 
cadre des algfcbres de Banach et concerne essentiellement les produits infinis abso- 
lument convergents ; ce sont en effet ces produits infinis qui sont utiles (en parti- 
culier le corollaire 3.23.6) dans la theorie des fonctions holomorphes. Les espaces 
l p sont etudies en detail au paragraphe 3.24 ; ceci permet de tester concretement 
les techniques elaboryes precydemment ; en outre, on retrouvera ces espaces sous 
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une forme plus generate en integration. Le seul resultat difficile et assez surpre- 
nant est le theoreme 3.24.17 selon lequel une suite faiblement convergente de l 1 
est fortement convergente. 

La partie E presente les theoremes d’approximation de Weierstrass. 

La partie F expose la theorie classique des espaces de Hilbert, les theoremes 
fondamentaux etant le theoreme de projection (theoreme 3.28.2), le theoreme de 
representation du dual de F. Riesz (theoreme 3.29.2) et le theoreme 3.30.2 concer- 
nant les sommes hilbertiennes. 

La partie G est une introduction h. l’analyse spectrale ; on se limite aux ope- 
rateurs compacts sur des espaces de Banach. Le theoreme 3.33.3 donne les pro- 
prietes fondamentales de ces operateurs. Dans un cadre hilbertien, la donnee d’un 
operateur compact symetrique ou normal permet alors de decomposer l’espace en 
une somme hilbertienne de sous-espaces propres (theoreme 3.34.8), c’est-^-dire 
de diagonaliser l’operateur. Des applications seront developpees ulterieurement, 
en particulier l’etude de certains operateurs integraux releve de cette theorie. 




A - Espace localement convexe 


3.1 Espace vectoriel topologique 

Les espaces topologiques utilises dans la pratique sont tr&s sou vent munis d’une 
structure algdbrique naturelle. L’ existence sur un mSme ensemble de deux struc- 
tures, a savoir une structure alg^brique et une structure topologique, ne presente 
un r6el interet que si certaines relations de compatibility entre ces structures sont 
vyrifiyes : il est naturel d’exiger la continuity des opyrations dyfinissant la struc- 
ture algebrique. Ceci conduit a dyfinir des notions de groupe topologique, de corps 
topologique, etc. 

Definition 3.1.1 Un groupe G , la loi de composition etant notee multiplicative- 
ment, muni d’une topologie 7 est appele un groupe topologique si 
( GT \ ) L’application ( x , y) h-» xy de G x G (muni de la topologie produit) dans 
G est continue. 

(GT 2 ) L’application x i-> x~ l de G dans G est continue . 

Un corps K muni d’une topologie 7 est appele un corps topologique si K en 
tant que groupe additif et K* en tant que groupe mult ip licatif sont tous deux des 
groupes topologiques. 

La proposition 2.3.8 signifie que R est un corps topologique. Cette proposition 
reste vraie sur C (avec la mdme dymonstration) : le corps C est un corps topolo- 
gique. 

Dans la suite, nous allons essentiellement nous interesser a des espaces vec- 
toriels sur un corps K qui sera soit le corps R, soit le corps C. Tous les espaces 
vectoriels apparaissant dans une mdme question seront toujours supposys des es- 
paces vectoriels sur le meme corps. 

Definition 3.1.2 Un espace vectoriel E sur le corps K (R ou C) muni d’une topo- 
logie 7 est appele un espace vectoriel topologique (en abrege e.v.t.) si 
(EVT\) L’application (x, y) \->x + ydeExE (muni de la topologie produit) 
dans E est continue. 
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(EVT 2 ) L’ application (A, x) i-» A x de K x E (muni de la topologie produit) 
dans E est continue . On dit alors que les structures vectorielle et topologique sont 
compatibles. 

Pour que l’axiome ( EVT 2 ) ait un sens, il est 6videmment essentiel que le corps 
K soit muni d’une topologie. 

Exemple 3.1.1 Sur un espace vectoriel E , la topologie grossifcre est une topologie 
d’e.v.t., alors que la topologie discrete ne Test pas si E ^ {0} : en effet, soit a^O, 
I* application (p : A >-» Aa de K dans E n’est pas continue en 0 si E est muni de la 
topologie discrete, car {0} est un voisinage de 0 G E et <£ -1 (0) = {0} n’est pas 
un voisinage de 0 dans K. 

Voici quelques consequences immediates de cette definition. 

Considdrons d’abord la translation associde a un vecteur a G E 
T a x G E h- ^ x + a G E. 

D’apres ( EVT{) y cette bijection r a est un homeomorphisme de E sur E. II en 
resulte que le filtre V(a) des voisinages du point a est l’image du filtre V(0) par la 
translation r a , soit 

(3.1.1) V(a) = a + V(0) = {a + V ; V G V(0)}, 

ou a + V = r a {V) = {a + x ; x G V}. II en resulte egalement que l’ensemble des 
ouverts et l’ensemble des fermes sont des ensembles invariants par translation. 

L’axiome ( EVT 2 ) montre d’abord que l’application x — x de E dans E est 

continue ; compte tenu de ( EVT \ ), un e.v.t. est done, pour sa structure additive, 
un groupe topologique. Par ailleurs, etant donne un scalaire non nul A, considerons 
l’homothetie de centre 0 et de rapport A 

(3.1.2) h\ : x G E i— > Xx G E , 

une telle homothetie h\ est, d’aprfcs ( EVT 2 ), un homeomorphisme de E sur E. 
Ceci prouve que le filtre V(0) des voisinages de 0 est invariant par toute homothdtie 
de centre 0 et de rapport non nul. 

Remarque 3.1.1 Pour tout entier n > 1, l’application 

n 

(3. 1 .3) (A, x) e K n x E n Y; X i x i G E, 

i= 1 

ou A = (Ai)i<i< n , x = (x.i)i<i< n) est continue. Pour n = 1, il s’agit simple- 
ment de ( EVT 2 ). On raisonne ensuite par recurrence. La continuite des projec- 
tions montre que les applications 

(A,z) GPxEM (A',z') G K 71 - 1 x E n ~\ 

A' — (Ai)i<i< n _i, x f = (x^)i<i< n _i, et 

(A, x) G K n x E n (A n , a: n )GKxE 
sont continues ; vu l’hypothfcse de recurrence, l’application 

71-1 

(A, 2 ) AjXj € E 

i=l 




3.2 TOPOLOGIE DEFINIE PAR DES SEMI-NORMES 297 


est continue et on conclut avec ( EVT \ ) vu que 

n n— 1 

A ^ ^ A^X-j + A^X^j,* 
i=l i=l 

Voici une application simple de ce qui precede. 

Proposition 3.1.1 Dans un e.v.t. E, l* adherence d’un sous-espace vectoriel F est 
un sous-espace vectoriel. 

Preuve Etant donne des scalaires A, p y l’application 

/ : (x, y) G E x E Ax + py G E 

est continue d’apres la remarquepr£cedenteet/(FxF) C F y d'ou f(FxF) C F 
d’apres le theorfcme 2.13.4 et la formule (2.21.3) et ceci prouve que F est un sous- 
espace vectoriel. Q.E.D. 

Exercice 3.1.1 Dans un espace vectoriel E y si A et B sont deux parties de E, on pose 
A + B = {x + y ; x e Aety € B} et A — B = {x — y;xeAetye B}. 

Si E est un e.v.t., montrer que, pour tout voisinage V G V(0), il existe des voisinages W, W' G V(0) 
telsque W + W C V et W' - W 1 C V. 

Exercice 3.1.2 Dans un espace vectoriel E , une partie A est dite absorbante si 
(Vz G E)(3e > 0)(VA G K)(|A| < e =» Ax G A). 

1. Montrer que dans un e.v.t., tout voisinage de 0 est absorbant. 

2. En ddduire que, pour tout voisinage V de 0 et toute suite (A n ) de K telle que 

lim n _*oo | A n | = +oo, on a E = A n V • 

Exercice 3.1.3 Soit F un sous-espace vectoriel d’un e.v.t. E , si F est different de E, montrer que 
F est d’inferieur vide [raisonner par l’absurde et utiliser I’exercice 3.1.2]. 


3.2 Topologie definie par une famille de semi-normes 

Nous allons etudier une categorie particuliere d’espace vectoriel topologique, les 
espaces localement convexes. Les espaces fonctionnels utilises dans la pratique, 
en particulier ceux qu’on rencontre dans la theorie des distributions, ne sont pas 
toujours des espaces normds ; par contre, ce sont toujours des espaces localement 
convexes. II s’agit done d’une classe particulierement importante d’espace vec- 
toriel topologique et les considerations qui suivent constituent une introduction h. 
l’analyse fonctionnelle moderne. 

Voici une premiere definition. 

Definition 3.2.1 Une semi-norme sur un espace vectoriel E est une application 

||«|| ! x G E i— >■ ||x|| G IR+ 
verifiant les proprietes suivantes 

(N\) Pour tout x,y G E, ||x + t/|| < ||x|| + ||y|| (Inegalite triangulaire) 
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( N 2 ) Pour tout X £\ K, x £ E, ||Ax|| = |A| ||x||. 

Une norme est une semi-norme qui verifie en outre 
(Ns) La relation \\x\\ = 0 est equivalente ax = 0. 

On notera que, pour toute semi-norme, on a ||0|| = 0 d’apres ( N 2 ) (prendre 
A = 0 et x = 0). Dire qu’une semi-norme est une norme signifie done que le 
vecteur nul est le seul vecteur de norme nulle. 

Exercice 3.2.1 Soit ||*|| une semi-norme sur un espace vectoriel E , montrer que 
F = {x £ E ; II® || = 0} est un sous-espace- vectoriel de E. 

Definition 3.2.2 Un espace vectoriel muni d’une norme est appele un espace nor- 
me. 

Proposition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel norme , l’ application 
d : (x, y) £ E x E \\x - y\\ £ R+ 
est une distance sur E. 

Preuve La propriete ( D \ ) resulte de (N 2 ) : on a en effet x — y = (—1) x (y — x), 
d’ou \\x - y\\ = || y - x\\. La propriety (D 2 ) resulte de (Ns) : \\x - y\\ = 0 
equivaut a x — y = 0, soit x = y. Quant & (D3), on a x — z = x — y + y — z, d’oii 
\\x - z\\ < \\x - y\\ + II y - z\\ d’apr&s (Ni). Q.E.D. 

Un espace vectoriel norm 6 sera toujours muni, sauf mention expresse du con- 
traire, de la topologie associee h. la distance d(x , y) = ||x — y\\. Un espace vectoriel 
norm^ est done muni d’une structure d’espace metrique : toutes les propridtes des 
espaces metriques lui sont done applicables. Rappelons, en particulier, que l’en- 
semble des boules ferm^es 

B'(a\ r) = {x e E; \\x - a|| < r} lorsque r decrit 
est une base du filtre V(a) des voisinages du point a, qu’il en est de meme de 
l’ensemble des boules ouvertes B(a\ r) = {x £ E \ \\x — a|| < r} et qu’une suite 
(x n ) de E converge vers x si, et seulement si, lim n _>oo ||x - x n || = 0. On peut en 
outre donner la definition suivante 

Definition 3.2.3 Un espace vectoriel norme complet est appele un espace de Ba- 
nach. 

Exemple 3.2.1 L’ application x \x\ est une norme sur R, la distance asso- 
ciee a cette norme etant la distance usuelle d(x,y) = \x - y\ : l’espace vec- 
toriel M est done muni d’une structure d’espace de Banach. De meme, sur C, 
|2| = (x 2 + y 2 ) 1 / 2 ou z = x + iy, est une norme et la distance associde est 
la distance euclidienne sur M 2 ; la topologie usuelle sur C est done une structure 
d’espace de Banach. 

Examinons ensuite le cas d’un espace vectoriel muni d’une seule semi-norme 
||*||. Lorsque (Ns) n’est pas verifie, l’application (x, y) ||x - y\\ n’est plus une 
distance sur E. Nous appellerons toujours boule ouverte (resp. fermde) de centre 
a £ E et de rayon r > 0 les ensembles 

B(a\r) = {x £ E\ ||x - a|| < r} et B\a\r) — {x £ E; ||x - a|| < r}. 
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On a alors 

Proposition 3.2.2 Soit E un espace vectoriel muni d’une seule semi-norme ||.||, 
alors V ensemble des boules fermees r) de centre x, r decrivant R+, est une 

base d’un filtre V(x) definissant sur E une structure d’ espace vectoriel topolo- 
gique. 

Preuve Notons d’abord que cet ensemble de boules fermees est un ensemble non 
vide de parties non vides (car x e J3'(x;r)) stable par intersection finie ; il en- 
gendre done (proposition 2.8.3) un filtre note V(x). Ce filtre verifie (Vi) (definition 
2.8.2) comme nous venons de le voir. Verifions (V 2 ). Soit V = B'(x;r ), r > 0, 
prenons W = B(x\ r). On a W D B'(x\ r/2), ce qui prouve que W appartient a 
V(x). De plus, soit y € W, e’est-a-dire || 2 /-x|| <r ;posonsp = r-||?/-x|| > 0, 
l’inegalitd triangulaire montre que V D B / (y\ p), ce qui prouve que V appartient 
a V(y) et (V 2 ) est bien verifie. 

Ces fibres d^finissent une topologie sur E ; montrons que cette topologie est 
compatible avec la structure vectorielle de E. La continuity de T addition 
<p : (x, y) •-)> x + y en un point (a, 6) e E x E resulte de l’inclusion 

<p(£'(a; r/2) x B'{b\r/ 2)) C B' (a + 6; r), r > 0. 

Verifions enfin la continuity de 1’ application /i : (A,x) i-> Axen (Ao,xo) € KxE. 
On a 

Ax - A 0 x 0 = A 0 (x - x 0 ) + (A - A 0 )(x - x 0 ) + (A - A 0 )x 0 , 

d’ou || Ax - A 0 x 0 || < (|A 0 | + ||x 0 || 4- e)e 9 si |A — A 0 | < e, ||x — xo|| < e ; etant 
donne que (|Ao| + ||xo|| + e)£ tend vers 0 avec e, ceci prouve, r > 0 dtant donne, 
que pour e > 0 suffisamment petit ^(^'(Aoje) x B'(x o;^)) C J5'(AoXo;r), ce 
qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

En particulier, la topologie d’un espace vectoriel norme est une topologie d’es- 
pace vectoriel topologique. 

Considerons maintenant un espace vectoriel E muni d’une famille de semi- 
normes (11*11*)^/ ; chaque semi-norme ||«||i permet de definir une topologie % 
sur E et on peut done munir E de la topologie borne superieure de toutes ces topo- 
logies. Pour verifier que cette topologie est une topologie d’e.v.t. nous utiliserons 
le resultat suivant. 

Proposition 3.2.3 Soient (#*)<€/ une famille d’e.v.t., E un espace vectoriel et 
fi : E -> Ei une famille d’ applications lineaires. Alors, la topologie initiate sur 
E assoc iee a ces donnees est une topologie d’e.v.t. 

Preuve La continuity de l’application (p : (x,y) e E x E x + y e E equivaut 
a celle des applications fi o ip ; on a 

(, fi ol P)(x,y ) = fi(x) + fi(y) = <Pi(fi(x),fi(y)) 
ou pi designe l’application (x,y) i-» x + y de Ei x Ei dans Ei ; la continuity 
de p resulte alors de la continuity des projections (x,t/) 1-4 x et (x,y) y , de 
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la continuity des applications fi (definition de la topologie initiale), du corollaire 
2.19.4 et de la continuity des applications pi (les Ei sont des e.v.t.). 

De meme, la continuity de : (A, x) e K x E Xx £ E equivaut h, celle 
de fi o ^ ; on a (fi o -0)(A, x) = A fi(x) et on conclut comme prycedemment en 
utilisant la continuity des projections dans l’espace produit K x E, la continuity 
des fi et le fait que les Ei sont des e.v.t. Q.E.D. 

Corollaire 3.2.4 Sur un espace vectoriel E, la topologie borne superieure d’une 
famille de topologies d’ e.v.t. est une topologie d’ e.v.t. 

Preuve En effet, l’application identique de E est lineaire. Q.E.D. 

Si l’espace vectoriel E est muni d’une famille de semi-normes (||•||^)^eJ» nous 
noterons Bi(x; r) et B[(x\ r) les boules relatives h la semi-norme \\.\\i et 7 i la to- 
pologie definie par la seule semi-norme ||*|| i. Soit 7 la topologie borne superieure 
de ces topologies 7i. D’apres la formule (2.19.3), une base du filtre V(x) des voi- 
sinages d’un point x est constituee par 1’ensemble des parties B[(x\ri) ou 
J decrit l’ensemble 7(1) des parties finies de I et l’ensemble R+. L’inclusion 
ClieJ r i ) D fi iej r )> r = min iG j 7\ montre qu’on peut se conten- 
ter de prendre tous les r* dgaux. Autrement dit, si on considere les semi-normes 
\\x\\j = ma x ie j \\x\li, l’ensemble des boules fermees 

(3.2.1) B'j(x\r) ou Je 7(1) etr > 0 

est une base du filtre V(x). 

Resumons l’analyse precedente comme suit. 

Theoreme 3.2.5 Soit E un espace vectoriel muni d’une famille de semi-normes 
(IMI»)i€/- L’ensemble des boules fermees (3.2.1) est la base d’un filtre V(x) de- 
fin is s ant sur E une topologie 7 d’ e.v.t. Si 7i est la topologie definie par la seule 
semi-norme ||.||i, 7 est la borne superieure des topologies 0V Muni de cette topo- 
logie 7, E est appele un espace localement convexe (en abrege e.l.c.). 

Pour simplifier le langage, nous nous exprimerons dans la suite en disant 
“soit E , (H.lli)^/, un espace localement convexe” 

Proposition 3.2.6 SoitE , (||.||*)* G /, un espace localement convexe, alors les semi- 
normes ||« \\i sont continues. 

Preuve L’inegality | \\x\\i - ||a||*| < ||a; -a||* montre que l’image par l’application 
||*||i de la boule fermee B[(a\ r) est contenue dans la boule fermee f?'(||a||i; r) de 
R et ceci prouve la continuity au point a de la semi-norme ||*||i. Q.E.D. 

La continuity des semi-normes ||*||i, done des semi-normes ||*|| j, montre que 
les boules ouvertes Bi(x\ r), Bj(x ; r) sont effectivement ouvertes pour la topolo- 
gie de l’espace E ; les boules fermees B[(x\ r) et Bj(x\ r) sont fermees. Notons 
les formules 

(3.2.2) Bi(a ; r) = £'(a; r) , Int B'(a; r) = B<(o; r). 

En effet, grace a une translation on peut supposer a = 0 et, vu que Bi C B[, 
il s’agit de demontrer que tout point x e B[ est adherent a Bi : soit (£ n ) une 
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suite verifiant 0 < t n < 1 et lim n _>oo t n = 1, on a alors x n = t n x G Bi et la 
suite ( x n ) converge vers x d’apres ( EVT 2 ), ce qui prouve le resultat voulu. Pour 
demontrer la seconde egalite, on note d’abord que Bi C Int B\ et il s’agit done 
de verifier qu’un point x £ Bi est adherent au complementaire de B[ : si t n > 1 
et lim n _>oo t n = 1, x n = t n x £ E - J3-, car ||rr n ||i = t n \\x\\i > \\x\\i > r soit 
\\x n \\i > et la suite ( x n ) converge vers x , ce qui prouve le resultat desire. 

Dans un e.l.c. tout point admet un syst&me fondamental de voisinages fermes, 
soit (definition 2.17.2) 

Corollaire 3 . 2.7 Un espace localement convexe separe est regulier. 

On notera que 1’ ensemble des boules ouvertes 
(3.2.3) Bj(x; r) ou J € 7{I) et r > 0 

constitue dgalement un systeme fondamental de voisinages de x y vu les inclusions 
Bj(x;r/2) C Bj(x,r ) C B'j(x-,r). 

II en resulte que l’ensemble de toutes les boules ouvertes (3.2.3) constitue une 
base de la topologie de E. Lorsque E est un espace norm6, ceci est conforme a 
une propriete generale des espaces metriques. 

On notera enfin que, dans les formules (3.2.1) et (3.2.3), on peut se contenter 
de prendre r de la forme 1/n ou n est un entier > 0 ; on en deduit le 
Corollaire 3 . 2.8 Un e.l.c. dont la topologie peut etre definie par une famille de- 
nombrable de semi-normes est un espace a base denombrable de voisinages. 

Etant donne deux points x et y d’un espace vectoriel E , on definit le segment 
ferme d’extremites x et y par la formule 

[x,y\ = {tx + (1 -t)y\ 0 < t < 1}; 

un tel segment est done 1’ image de l’intervalle [0, 1] par l’application 
t i-» tx + (1 - t)y ; si E est un e.v.t. separe, un tel segment est compact, done 
ferme. 

Une partie C d’un espace vectoriel E est dite convexe si, pour tout x , t/ € C, 
le segment [#, y] est contenu dans C. Si ||«|| est une semi-norme sur E , toute boule 
ouverte ou fermee est convexe : si x,y e B(a;r),ona\\x — a\\ < r et ||y — a\\ < r, 
d’ou 

II tx + (1 - t)y - a|| = ||t(x - a) + (1 - t)(y - a)|| 

< t\\x — a|| + (1 — <)||j/ — a|| 

< tr + (1 — t)r = r 

et ceci prouve que la boule B(a ; r) est convexe ; on verifie de m§me que toute 
boule fermee est convexe. Ceci montre que, dans un e.l.c., tout point admet un sys- 
teme fondamental de voisinages convexes. On demontre reciproquement (exercice 
3.14.8) que, si l’origine, done tout point par translation, d’un e.v.t. E admet un 
syst&me fondamental de voisinages convexes, alors la topologie de E peut etre de- 
finie par une famille de semi-normes ; autrement dit, E est un espace localement 
convexe. C’est cette propriete qui est a l’origine de la terminologie adoptee. 
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Exercice 3.2.2 Soit E un e.l.c., dtant donnd n + 1 points (#i)i<i< n+ i de E et (t*)i<i< n +i 
une suite strictement croissante de [ 0 , 1 ] telle que t\ = 0 et t n +i = 1 , on ddfinit une application 
7 : [0, 1 ] — > E en posant 

7 (£) = — - Xi H — — Xi + 1 pour U <t< i* + i, 1 < i < n. 

^2+1 U ^2+1 ^2 

1 . Montrer que 7 est une application continue. On dit que 7 est la ligne polygonale de sommets 

(# 2 ) l< 2 <n+l ■ 

2. Soit O un ouvert de E, montrer l’dquivalence des propridtds suivantes. 

a. O est connexe, 

b. pour tout x, y £ O, il existe une ligne polygonale tracde dans O joignant x et y, 

c. O est connexe par arc. 

Explicitons ensuite la definition de la convergence des filtres. Soit E> (||«||i)i€J'> 
un espace localement convexe ; un filtre J sur E converge vers un point x si, et 
seulement si, pour tout i £ /, *5 converge vers x pour la topologie (proposition 
2.19.2), c’est-a-dire, en utilisant r ensemble des boules fermdes B[(x\r) comme 
syst^me fondamental de voisinages de x, 

(3.2.4) (Vi € J)(Vr > 0)(B'(x;r) e 7) 
et, si 3 est une base du filtre 7, 

(3.2.5) (Vi £ I ) (Vr > 0)(3.B £ 3)(B C B'(x;r)). 

Dire qu’une suite ( x n ) converge vers x signifie done que 

(3.2.6) (Vi £ I)(Vr > 0 )(3n £ N )(Vp £ N )(p > n => x p £ B'(x; r)), 
ce qui peut s’ecrire tout simplement sous la forme 

(3.2.7) pour tout i £ /, lim ||x - x n \\ * = 0. 

n-*oo 

Un e.l.c. n’est pas necessairement separe et on a le crit&re suivant 

Proposition 3.2.9 Soit E, (||.||i)i G /, un e.l.c., les conditions suivantes sont equi- 
valentes. 

1. U espace E est separe. 

2. Si (x n ) est une suite de E convergeant vers x, x est le seul point limite de la 
suite ( x n ). 

3. La suite constante x n = 0 admet 0 pour seul point limite. 

4. \\x\U = 0 pour tout i £ I implique x = 0. 

Preuve 1 => 2 Dans un espace separe tout filtre, done toute suite, admet au plus 
un point limite. 

2 => 3 La suite constante x n = 0 converge vers 0 qui est done le seul point 
limite de la suite. 

3 => 4Soitx £ E tel que ||x||* = Opourtouti, alors ||x — x n \\i = 0six n = 0. 
II en rdsulte que la suite ( x n ) converge vers x et d’apres 3. on en deduit que x = 0. 

4=> 1 Soit x,y £ E,x \ d’apres 4. il existe i tel que r = \\x - y\\i ^ 0. II 
en resulte que les boules ouvertes Bi{x\r/ 2) et Bi(y\ r/2) sont disjointes, ce qui 
prouve que l’espace est separe d’apr&s (H 2 ). Q.E.D. 
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En particulier, un espace muni d’une seule semi-norme est separe si, et seule- 
ment si, cette semi-norme est une norme. On notera egalement qu’un e.l.c. est 
separe des que Tune des semi-normes definissant sa topologie est une norme, mais 
il ne s’agit la que d’une condition suffisante de separation. 

Exemple 3.2.2 Soit E un espace vectoriel et soit (||*|U)iei r la famille de toutes les 
semi-normes sur E , alors E est un e.l.c. separe. En effet, soit x ^ 0 ; il existe une 
base (e a ) aG A de E telle que x soit l’un des vecteurs de base, soit ep ; tout y € E 
s’ecrit d’une maniere unique sous la forme y = ya^a oh les y a € K sont 

tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux ; l’application y yp etant lineaire, 
y \yp\ est alors une semi-norme et \xp\ = 1 n’est pas nul : l’espace est done 
separe d’apres la proposition 3.2.9. 

Exercice 3.2.3 Soit E> (IMIi)^/, un e.l.c., montrer que 

{0} = {x e E ; INI, = 0 pour tout i G 1} 
et en d&iuire que E est sdpard si, et seulement si, l’ensemble {0} est ferm6. 


3.3 Application lineaire et continue 

Precisons d’abord les notations utilisees. Si E et F sont deux espaces vectoriels, 
on note &*(E\ F) l’ensemble de toutes les applications lineaires de E dans F ; cet 
ensemble est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel 7{E\ F) de toutes les 
applications de E dans F. Lorsque F = K, une application lineaire de E dans K 
est appelee une forme lineaire sur E et l’espace vectoriel E * de toutes les formes 
lindaires sur E s’appelle le dual algebrique de E. 

Lorsque E et F sont des e.v.t., on s’interesse aux applications lineaires et conti- 
nues ; on note L(E\F) 1’ ensemble des applications lineaires et continues de E 
dans F ; l’ensemble E' des formes lineaires et continues sur E s’appelle le dual to- 
pologique de E ou tout simplement le dual de E. L’ensemble £>(E; F) est un sous- 
espace vectoriel de £*(£?; F) ; on a, en effet, £(£*; F) = £*(E; F) n Q(E; F) et 
Q(E] F) est un sous-espace vectoriel de l’espace 5F( E ; F) d’apres la 
Proposition 3.3.1 Soient X un espace topologique et F un e.v.t., alors V ensemble 
Q(X;F) des applications continues de X dans F est un sous-espace vectoriel de 
V espace 5(X\F) de toutes les applications de X dans F. 

Preuve Soient /, g € Q(X\ F) et A, p e K, on a alors Xf + pg = ip o (f x g) oh p 
designe la fonction (y, z) i-» Xy + pz de F x F dans F> qui est continue d’aprfes 
la remarque 3.1.1, et / x g la fonction x ( f(x),g(x )) de X dans F x F qui 

est continue d’apres la continuity de / et g ; ceci prouve la continuity de Xf + pg. 

Q.E.D. 

Etant donne deux e.v.t., un homeomorphisme lineaire de E sur F est appele 
un isomorphisme (topologique) ; on dit que E et F sont isomorphes s’il existe un 
isomorphisme de E sur F. 

Voici d’abord un lemme qui sera utile a diverses reprises. 
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Lemme 3.3.2 Soient p,q : E -» deux applications definies sur un espace 
vectoriel E et verifiant p(tx) = tp(x) et q{tx) = tq{ x) pour tout x G E et t > 0. 
On suppose que p{x) < r implique q{x) < s our et s sont deux nombres > 0, 
alors q(x) < r~ l sp(x) pour tout x G E. 

Preuve Quel que soit t > 0, p(x) < tr implique q(x) < ts et ceci est encore vrai 
pour t = 0 : si p(x) = 0, on a p(x) < tr pour tout t > 0, done q(x) < ts pour tout 
t > 0, d’ob q(x) = 0. En prenant t = r~ l p{x ), on en deduit q(x) < r~ 1 sp(x) y ce 
qui prouve le lemme. Q.E.D. 

Une application lin^aire n’est pas necessairement continue (voir l'exemple 
3.3.1 ci-dessous) ; on a le theoreme important qui suit. 

Theoreme 3.3.3 Soient E, (H.ll*)^/, F, (||.|| j) je j deux e.l.c. etT : E F une 
application lineaire. Les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. T est continue. 

2. T est continue a Vorigine de E. 

3. Pour tout j G J, il existe une partie finie K G 3 r (/) et une constante c > 0 
tellesque ||Tx||j < c||x||/c pour tout x G E. 

Lorsque E et F sont des espaces normes, cette condition s'ecrit 

4. il existe une constante c > 0 telle que \\Tx\\ < c\\x\\ pour tout x G E. 
Preuve II est clair que 1 =^> 2. 

2 => 3 D’apres la continuite de T & l’origine, pour tout j G J, il existe 
K G 5T(/) et r > 0 tel que T(B' K (0;r)) C Bj( 0; 1) ; autrement dit, ||x||a: < r 
implique ||Tx||^ < 1 ; vu le lemme precedent, on en deduit \\Tx\\j < r-'Mx, 
ce qui prouve 3. 

3 => 1 Soit € > 0, on a T(B f K (0;S)) C Bj( 0;e) dfes que cS < e, d’ou 

T(B , K (a ; J)) C S' (Ta; e) d’apres la linearity de T, ce qui prouve la continuite de 
T au point a. Q.E.D. 

Les proprietes 3. et 4. sont constamment utilisees dans la pratique pour demon- 
trer la continuite des applications lin^aires : on majore Tx au sens des semi-normes 
de l’espace F. 

Remarque 3.3.1 Lorsque E et F sont des espaces normes, une application li- 
neaire et continue est uniformement continue car, d’apres 4., on a 

\\Tx — Ty\\ < c\\x — y\\ pour tout x,y G E. 

Exemple 3.3.1 Sur un espace norme E de dimension infinie, il existe toujours 
des formes lin^aires non continues. En effet, soit (e*)* e / une base de E ; on peut 
supposer ||ei|| = 1. Soit (a^)^/ une famille non born^e de K (il en existe, I etant 
infini) et soit T la forme lineaire verifiant Tei = a^. Il ne peut exister de constante 
c > 0 telle que \Tei\ = \a,i\ < c pour tout i G I et T n’est done pas continue. 
L’ existence de formes lineaires continues (evidemment non identiquement nulles), 
e’est-^-dire le probleme de savoir si E ' est r^duit a {0} ou non, est un probleme 
plus difficile qui sera £tudie ulterieurement. 
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Exercice 3.3.1 Si E est 1’e.l.c. ddfini a Pexemple 3.2.2 et si F est un e.l.c., montrer que toute appli- 
cation lindaire T de E dans F est continue. En particular, E* = E'. 

Exercice 3.3.2 Soient E, F des e.l.c. et T : E — > F une application lindaire, montrer que T est 
continu dds que T est continu en un point. 

En prenant E = F et pour application T P application identique de E , le theo- 
reme 3.3.3 permet de comparer les topologies definies par deux families de semi- 
normes sur un meme espace vectoriel. 

Corollaire 3.3.4 Soient (||•||^)^e/ (IMIj)gJ deux families de semi-normes sur 
un espace vectoriel E, alors 

1. La topologie definie par les semi-normes (|| •!!<)<€/ est Moins fine que la 
topologie definie par les semi-normes (||«|| j)jeJ si, et seulement si, 

(3 3 1) [P our tout i ^ M existe une partie finie K G 7{J) et une 
\ constante c > 0 telles que ||a:||i < c||x||k- pour tout x G E. 

2. Les deux families de semi-normes definissent la meme topologie (on dit alors 
qu’elles sont equivalentes) si, et seulement si, on a (3.3.1) et 

(3 3 2) I P° Ur t0Ut ^ ^ J’ ^ ex ^ ste une P arti e finie K G y(J) et une 
^ ) \constante c > 0 telles que ||a;||j < c||a;||/<- pour tout x G E. 

Dans le cas des espaces normes, ce corollaire s’ecrit 

Corollaire 3.3.5 Soient ||«||i et ||*||2 deux normes sur un espace vectoriel E et 
soient 7\, T 2 les topologies definies par chacune de ces normes. 

1. La topologie Ti est moins fine que la topologie T 2 si, et seulement si, il existe 
une constante c > 0 telle que 

ll^lli < c \\ x \\2 pour tout x G E. 

2. Les topologies Ti et T 2 sont e gales (on dit alors que les deux normes sont 
equivalentes) si, et seulement si, il existe des constantes ci, C 2 > 0 telles que 

Ci||a;||i < ||x ||2 < C 2 \\x\\i pour tout x G E. 

Remarque 3.3.2 Ce corollaire montre que les distances associees a des normes 
equivalentes sont uniformement Equivalentes : autrement dit, deux normes qui de- 
finissent la meme structure topologique, dEfinissent la meme structure uniforme. 

Exemple 3.3.2 Une famille de semi-normes (IMIiX^/ sur un espace E est Equi- 
valente a la famille (|M| j) Si I est fini, la famille (|M|i)ie/ est meme Equi- 

valente a la seule semi-norme ||«|| /. 

Exercice 3.3.3 Soit E , ( ||* IU)ie / » un e.l.c. sdpard, montrer que la topologie de E est une topologie 
d’ espace normd si, et seulement si t il existe une partie finie J de / telle que la seule semi-norme ||«|| j 
ddfinisse la topologie de E, auquel cas cette semi-norme est une norme. 

Exercice 3.3.4 On considere l’espace E = C([0, 1]; R). Soient A une partie ddnombrable de [0, 1] 
et a : A -> ]0, +oo[ une application telle que A <*(£) < 00 . On pose 

11/Ik- = 5>(*)l/«l./e£. 
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1 . Montrer que || • |U,a est une semi-norme et que cette semi-norme est une norme si, et seulement 
si, A est dense dans [0, 1). 

2. Soit to £ [0, 1], montrer que la forme lineaire / i-+ f(to ) est continue si, et seulement si, 
t 0 e A. 

3. Montrer que deux semi-normes IMU.c* et |MU', a / sont dquivalentes si, et seulement si, 
A = A! et ci a(t) < a'(t) < C 2 a(t) pour tout t £ A ou c* > 0. 

On dit qu’une famille de semi-normes (||#||t)i€ / est une famille filtrante si pour 
tout i y j £ J, il existe k £ I tel que 

(3.3.3) ||x||i < ||s||* et ||ac||_,- < ||x|| fe pour tout x e E. 

L’exemple qui precede montre que la topologie d’un e.l.c. peut toujours etre de- 
finie par une famille filtrante de semi-normes. L’intdret des families filtrantes est 
purement technique : dans le theoreme 3.3.3, si la famille est une famille 

filtrante, la condition 3. s’ecrit simplement 

( pour tout j £ J, il existe i £ I et une constante c > 0 telles que 
yITxllj- < c\\x\\i pour tout x e E. 

En effet, si K est une partie finie de /, il existe, d’apr&s (3.3.3), uni € I tel que 
IMU < ||x||i pour tout k € K, c’est-a-dire 11*1 \K < Mi. 

Cette derniere propriete montre egalement que B^(a;r) D B^(a;r) et de 
meme Bk{cl ; r) D Bi(a ; r) ; ceci prouve la 

Proposition 3.3.6 Soit E un e.Lc. dont la topologie est definie par une famille fil- 
trante de semi-normes (||*|| »)»€/• Alors, V ensemble des boules fermees 
{B[{a\ r))i e j tr> o constitue une base du filtre des voisinages de a et il en est de 
meme de V ensemble des boules ouvertes (^(a;r))^ e / jr>0 . 

Pour ddfinir la topologie d’un e.l.c., on peut aussi utiliser la famille de toutes 
les semi-normes continues qui constitue bien une famille filtrante, vu qu’elle est 
stable par enveloppe superieure finie. Pour demontrer ce resultat, verifions d’abord 
le lemme suivant qui est, en quelque sorte, une extension du theoreme 3.3.3. 

Lemme 3.3.7 Soit E, ( || • un e *l.c. et soit p : E R+ une application 

verifiant pour tout x>y £ E et tout A > 0 

(3.3.4) p(x + y)< p{x) + p(y), p(Xx) = A p(x). 

Alors , les proprietes suivantes sont equivalentes 

7. p est continue. 

2. p est continue a Vorigine de E. 

3. Il existe J £ J(7) et une constante c > 0 tels que p(x) < c\\x\\j pour tout 
x £ E. 

Preuve 1 => 2 de fagon evidente. 

2 => 3 On remarque que p(0) = 0, il existe done une partie finie J de / et 
r > 0 tels que p(x) < 1 pour ||x||j < r, d’ou (lemme 3.3.2) p(x) < r~ 1 \\x\\j 9 ce 
qui prouve 3. 

3 => 1 On a 


p(x) - p(a) < p(x -a) < c\\x - a\\ j 
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et de meme 

p(a) - p(x) < p(a -x)< c||o - x\\j, 

d’ou |p(a;) — p(a)\ < e\\x — a||j ; il en resulte, e > 0 etant donne, que 
\p(x) - p(a)| < e si ||x - a|| j < S dbs que cS < e et ceci prouve la continuite de 
V au point a. Q.E.D. 

Vu le corollaire 3.3.4, ce lemme prouve bien que la topologie d’un e.l.c. E peut 
etre definie par l’ensemble de toutes les semi-normes continues sur E. 

La continuity d’une application lineaire peut alors se caracteriser de la fa$on 
suivante. 

Corollaire 3.3.8 Soient E , F des e.l.c ., une famille de semi-normes 

definissant la topologie de F, alors une application lineaire T : E F est 
continue si , et seulement si , pour tout j € J, V application p : x i-» ||Tx||j est une 
semi-norme continue sur E. 

Preuve II est clair que p est une semi-norme sur E et, d’apres le lemme precedent, 
la continuite de cette semi-norme signilie que T est continue (th^or^me 3.3.3). 

Q.E.D. 

On peut encore exprimer la continuite de T en disant que, pour toute semi- 
norme q continue sur F,qoT est une semi-norme continue sur E. 

Exercice 3.3.5 1 . Soit E un espace norm£ et soit a, 6 E E, on pose 

Bi = {* 6 E ; ||z - a|| = ||« - b|| = \ ||a - 6||> 

et, pour n > 1, 

B n = {x e B n -\ ; \\x - y\\ < i diam B n - 1 pour tout y G B n - 1 }. 

a. Montrer que pour tout n > 1 

— — — G Bn et ( X G Bn Q> + b — X G Bn )• 

b. En dgduire que l’intersection des B n se rdduit au point (a + b)/ 2. 

2. Soient E et F des espaces normgs r^els et / : E -» F une isom^trie de E sur F telle que 
/( 0) = 0. Montrer que, pour tout a, 6 G E, 

f^ a+b ^j /( g ) + /( fe ) 

[utiliser les ensembles B n et les ensembles C n construits de fason similaire a partir des points f(a) et 
f(b )] et en d^duire que / est lindaire. 

3. En prenant E = F = C, montrer que le rdsultat de 2. ne vaut pas en g6n6ral pour des espaces 
normds complexes. 

Exercice 3.3.6 Soient E un espace de Banach et A une partie maigre de E. Pour x G E, on note 
s x : E E la symdtrie par rapport h x , soit s x ( y ) =2 x — y. 

1. Soient x G E et r > 0, montrer que B(x\ r) <£. A U s x (A) et en ddduire l’existence de deux 
points y,z€ E tels que 

y ~\~ z 

y,z G B(x;r) t y,z & Aetx = — - — . 
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2. Soitent F un espace vectoriel normd etT:E->F une application linlaire telle que sa 
restriction T\e-a au complementaire de A soit continue. On se propose de ddmontrer que T est 
continu. 

a. On suppose d’abord que 0 E E — A (on v^rifiera qu’on peut toujours se ramener h ce cas). 
Montrer qu’il existe s > 0 tel que 

{xeE-Aet ||z|| < s) => ||T*|| < 1. 

b. Soit *' e B( 0; s), il existe r > 0 tel que B{x'\ r) C B( 0; s). En utilisant 1., montrer que 
||7V|| < 1 etconclure. 


3.4 Espace localement convexe metrisable 


La topologie d’un espace norme etant definie par une distance, on peut parler de 
filtre de Cauchy et de suite de Cauchy. Par exemple, une suite ( x n ) est une suite 
de Cauchy si 

(3 4 1) J (Ve>0)(3neN)(VpeN)(V g GN) 

\ (p>netq>n=> \\x p - x q \\ < e). 

Deux normes equivalentes definissent les memes suites de Cauchy d’apres la re- 
marque 3.3.2 : la notion de suite de Cauchy, et plus generalement de filtre de Cau- 
chy, ne depend que de la topologie de 1* espace et non du choix particular de la 
norme definissant cette topologie. Rappelons que ceci est completement faux dans 
un espace metrique, la structure algebrique joue ici un role essentiel. Nous allons 
montrer que, dans un e.l.c., il est possible de definir des notions de suite de Cauchy 
et de filtre de Cauchy, ces notions ne dependant que de la topologie de l’espace. 

Soit E y (||«||i)i € / un e.l.c., pour chaque semi-norme on peut d’abord definir 
une notion de diametre : si A est une partie non vide de Ey on pose 

diam*i4 = sup ||x - y ||<, 

C x,y)€AxA 

ce diam&tre est eventuellement infini. 


Definition 3.4.1 Soit E, (||#||i)i G / une.l.c., un filtre $ sur E est dit de Cauchy si 

(3.4.2) (Vi G I)(Ve > 0 )(3M G ^(diarruM < e), 

une suite (x n ) est dite de Cauchy si le filtre elementaire associe est de Cauchy, soit 

(3 4 3) i (V * G /)(V * > 0)(3n G N)(Vp G N)(Vg G N) 

\ (p> net q>n=> \\x p - x q \\i < e). 

Lorsque E est un espace norme, cette definition coincide evidemment avec les 
definitions anterieures. 

Par ailleurs, le corollaire 3.3.4 montre que deux families Equivalentes de semi- 
normes definissent les memes filtres de Cauchy ; comme nous l’avons annonce, 
les notions introduites ne dependent que de la topologie de E. On a d’ailleurs la 
caracterisation suivante. 
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Corollaire 3.4.1 Soit E, (||*||i)i G / un e.l.c ., un filtre J est de Cauchy si, et seule - 
merit si, 

(3.4.4) (yv G V(0))(3Af G 3f){M -Me V ), 

ou M - M = {x — y ; x G M et y G M}. 

Preuve Soit 7 un filtre de Cauchy, il existe une partie finie J de I et un e > 0 tels 
que Bj( 0; e) C V et, pour tout % G J, il existe Mi G S' tel que diam* Mi < 
e’est-a-dire Mi - C J3-(0; e) ; en posant M = f] ieJ Mi on a alors 

M - M C Bj(0]e) C V. 

Reciproquement, si (3.4.4) est verifie, prenons V = B[{ 0; e) 9 alors il existe M G S' 
tel que x - y G B'^ 0; e) pour tout x, y G M, d’ou diam.;M < e. Q.E.D. 

Notons la propriete importante suivante. 

Proposition 3.4.2 Soient E, F des e.l.c. etT : E -» F une application liniaire et 
continue, alors si 3 est une base d’un filtre de Cauchy sur E, T(3) est une base 
d y un filtre de Cauchy sur F. 

Preuve Soit V un voisinage de 0 dans l’espace F , il existe un voisinage W de 0 
dans l’espace E tel que T(W) c V. Si S' est un filtre de Cauchy sur E , il existe 
M G S tel que M — M cW 9 d’ou 

T(M) - T(M) = T(M - M) C T(W) C V 
et on conclut avec la proposition precedente. Q.E.D. 

Proposition 3.4.3 Dans un e.l.c. E, (ll.ll*)^/, tout filtre convergent est de Cauchy 
et toute suite convergente est de Cauchy. 

Preuve Soit S' un filtre convergeant vers x et soit e > 0, d’apres (3.2.4) la 
boule fermee M = B[{x\£) appartient au filtre S' et, vu Finegalite triangulaire, 
diam iM < 2e , ce qui prouve que le filtre est de Cauchy. Q.E.D. 

Ceci conduit a la definition suivante. 

Definition 3.4.2 Un e.l.c. est dit comp let (resp. sequentiellement complet) si tout 
filtre (resp. toute suite) de Cauchy converge. 

Un espace complet est sequentiellement complet, mais la reciproque est fausse 
(alors qu’elle est vraie pour des espaces metriques). 

Les definitions qui precedent ne supposent pas l’espace metrisable. 
Lorsque E est un e.l.c. metrisable, le choix d’une distance compatible avec la 
topologie determine une notion de filtre de Cauchy ; on souhaite evidemment que 
cette notion coincide avec celle de la definition 3.4.1 : ceci n’est pas automatique- 
ment verifie comme le montre la remarque 2.20.7. La notion de distance invariante 
par translation permet de clarifier la situation. 

Definition 3.4.3 Sur un espace vectoriel E, une distance est dite invariante par 
translation si 

d(x + z 9 y + z) = d(x 9 y) pour tout x 9 y 9 z G E. 

Par exemple, sur un espace norme la distance associee a la norme est invariante 
par translation. L’interet de telles distances reside dans la 
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Proposition 3.4.4 Sur un espace vectoriel E, deux distances invar iantes par trans- 
lation et topologiquement equivalentes sont uniformement equivalentes. 

Preuve Soient d\ et d 2 deux distances sur E topologiquement equivalentes, d’apr&s 
la continuity a l’origine de l’application identique Ie : (E y di) -> (E, cfe), pour 
tout e > 0, il existe S > 0 tel que d\ (0, x) < 5 implique £^(0, x) < e et, vu 1* inva- 
riance par translation, d\{x, y) < S implique y) < e ce qui prouve la conti- 
nuite uniforme de l’application identique Ie : {E,d\) -> ( E,d<i ). On verifie de 
meme la continuity uniforme de l’application identique Ie : (E^) — > (J5,di). 

Q.E.D. 

Proposition 3.4.5 Soit E , (|| •!!<)<€/» un e.Lc. dont la topologie peut etre definie 
par une distance d invariante par translation, alors un filtre J est de Cauchy si, et 
seulement si, il est de Cauchy pour la distance d. 

Preuve Soit *5 un filtre de Cauchy et soit e > 0, d’apres le corollaire 3.4.1 il existe 
M G 3 tel que M - M C B'( 0; e), c’est-a-dire d(x, y) = d(x — y, 0) < e pour 
tout G M, d’ou diam M < e 9 ce qui prouve que 7 est de Cauchy pour la 
distance d. 

Reciproquement, supposons le filtre 5F de Cauchy pour d et soit 
V G V(0), il existe e > 0 tel que B\ 0; e) C V et M G 3 tel que d(x, y) < e pour 
tout x,y G M, d’ou x - y G £'(0; e) C V et il en resulte que M — M C K,ce 
qui prouve que le filtre 7 est de Cauchy d’apres le corollaire 3.4.1. Q.E.D. 

Les resultats precedents montrent bien quel est l’interet des distances inva- 
riantes par translation. On a alors le theoreme suivant. 

Theoreme 3.4.6 Soit E, ( || • || 2 ) 2 ^/, un e.l.c. separe, les proprietes suivantes sont 
equivalentes. 

1. La topologie de E peut etre definie par une famille denombrable de semi- 
no rmes. 1 1 existe alors une partie denombrable D de I telle que la sous-famille de 
semi-normes (||*||i)iGD definisse la topologie de E. 

2. La topologie de E peut etre definie par une distance invariante par transla- 
tion. 

3. U espace E est me trisable. 

4. L* espace E est un espace a base denombrable de voisinages. 

Preuve 1 => 2 Soit (||*|| n ) une suite de semi-normes definissant la topologie de E 
et soit ( a n ) une suite de nombres > 0 tendant vers 0. On pose 

d(x,y) = ma x(a n x min(||x - y || n , 1)), x,y e E\ 

on definit ainsi une distance sur E : l’inegalite triangulaire resulte de (2.15.1) et, 
si d(x y y) = 0, on a ||x — y\\ n = 0 pour tout n, d’ou x = y d’apres la pro- 
position 3.2.9, l’espace etant separe. Cette distance est d’autre part invariante par 
translation. 

Montrons que la topologie de E coincide avec la topologie definie par d. 
Soit B'(x\ r ) (r > 0) une boule fermee pour la distance d ; l’ensemble 
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I = {n G N; r < a n } est fini et un point y de E appartient a cette boule 
B'(x\r) si, et seulement si, ||a? — y\\ n < r/a n pour tout n G I ; ceci signifie 
que B , {x\r) = fine/ Bn( x > r / a n) et ceci prouve que B 7 (x;r) est un voisinage 
de x pour la topologie de E. Reciproquement, montrons que toute boule ferm^e 
B' n ( x\ r) est un voisinage de x pour la distance d: on a B'(x ; p) C B' n (x\ p/a n ) 
si p/a n < 1, d’oii B'{x\p) C B l n (x\r) si p < a n et p < a n r et ceci prouve le 
resultat voulu. 

II est clair que 2 => 3 => 4. 

Montrons que 4 => 1. L’origine admet un systeme fondamental denombrable 
de voisinages, soit ( V n ). Chaque V n contient une boule de la forme B'^ t (0;r n ), 
r n > 0, oii J n est une partie finie de L Posons D = IJ^Lo et montrons que la 
topologie y definie par la famille denombrable de semi-normes (||•||^)^€D coin- 
cide avec la topologie T definie par la famille (||•||^)^e/• Le corollaire 3.3.4 montre 
que la topologie T' est moins fine que la topologie J ; verifions que J est moins 
fine que T', c’est-a-dire que toute boule B<(0;r) est un voisinage de 0 pour la 
topologie y : or, ( V n ) 6tant un systeme fondamental de voisinages de 0 pour la 
topologie T, il existe un n tel que V n C £ z '(0;r), d’ou £j t (0;r n ) C B'^Oyr) et 
ceci prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Remarque 3.4.1 Lorsque la topologie d’un e.l.c. peut etre definie par une norme, 
on dit que l’espace est normable. On se gardera bien de croire qu’un e.l.c. m£tri- 
sable est toujours normable. 

La notion d’espace de Banach se g6n6ralise de la fagon suivante. 

Definition 3.4.4 Un e.l.c. metrisable et comp let est appele un espace de Frechet. 
Dire qu’un e.l.c. E est un espace de Frechet signifie done que E est un espace 
s6par6 dont la topologie peut 6tre definie par une famille denombrable de semi- 
normes et dont toute suite de Cauchy est convergente. Nous verrons ult&ieurement 
des exemples importants d’espaces de Frechet. 

Exercice 3.4.1 Application uniformement continue Soient E , (IMIOtej, et F, (IMI^e/* des 
e.l.c., A une partie de E. Une application / : A -> F est dite uniformdment continue si 


« / (VV G V F (0 ))(BW G V E (0 ))(V®,y G A) 

} \ (x-yew^f(x)-f(y)ev). 

1. Montrer que cette propridtd dquivaut h 


(3.4.6) 


/ (Vj G J)(Ve > 0)(3K G ?(I))(36 > 0 )(V<r,y G A) 
1 (II® “ v\\k <S=> II f{x) - f(y)\\j < e) 


et, lorsque E et F sont mdtrisables, leur topologie dtant ddfinie par des distances invariantes par trans- 
lation, & la notion usuelle d’application uniformement continue. 

2. Montrer que toute application lindaire et continue T : E — ► F est uniformement continue, ainsi 
que toute semi-norme continue ||«|| : E M. 

Exercice 3.4.2 1 . Soient E un espace de Frdchet, F un e.l.c. et T : E — ► F une application 
lindaire continue, on suppose qu’il existe une suite ( F n ) de sous-espaces fermds de F telle que 
F = UnLo mon trer alors qu’il existe un entier n tel que T(E) c F n [si T _ 1 (F n ) ^ F, 
observer que E = U^Lo ^ n_1 (Fn) serait maigre]. 
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2. Soient E un espace de Frdchet, F un e.I.c. sdpare et T : E -+ F une application lindaire 
continue, si 1* image T(E) est de dimension ddnombrable, cette image est ndcessairement de dimension 
finie. 

Exercice 3,4.3 Soit E un e.I.c. mdtrisable de dimension infinie ; sa topologie peut etre ddfinie par 
une suite croissante de semi-normes (|H|n). Etant donnd une suite double libre (e p , q )( Pi9 ) €N 2 , on d d- 
finit une forme lindaire T sur le sous-espace vectoriel engendrd par cette suite en posant 
Te Pt q = A Py q oii X Pi q e M. Si \ Pt q > p \\e Pt q\\ q pour tout p, q , montrer que toute forme lindaire sur 
E prolongeant T est discontinue. 

Exercice 3.4.4 Operateur hypercyclique Soit E un e.I.c. et T : E -> E une application lindaire 
continue, l'orbite d’un point x E E est ddfinie par 

0(x) = 0 {T k x}. 

k=0 

On dit que l’opdrateur T est hypercyclique s’il existe x G E dont l’orbite est dense dans E. 

On suppose que E est un espace de Frdchet sdparable et que T vdrifie la propridtd suivante 

{ il existe une application S : E — ► E telle que T o S = Ie et telle que les ensembles 
{x e E ; Hindoo T k x = 0} et {y e E ; lim^^oo S k y = 0} soient denses dans E. 

On se propose de vdrifier alors que T est hypercyclique et meme que Tensemble des x E E dont 
l’orbite est dense dans E est un Gs dense. 

1. Soient U et V deux ou verts non vides de E. 

a. Soient x € U,y eV tels que linifc-^oo T k x = limfc_ >00 S k y = 0. On pose Zk = x+S k y , 
montrer que lim^oo =xet limfc^oo T k z k = y. 

b. En ddduire que pour k suffisamment grand T k (U) nV/0. 

2. Soit O un ouvert non vide de E , montrer que l’ouvert 

oo 

U(T fc ) -1 (0) 

fc=l 


est dense dans E. 

3. Soit (O n ), O n 0, une base de topologie ddnombrable de E (proposition 2.10.7), montrer 
que I’ensemble 

oo oo 

A =C\ U( Tfc ) _1 (°n) 

n=Ok=l 

est un G$ dense. 

4. Vdrifier que A = {x e E ; 0(x) est dense dans E} et conclure. 


3.5 Sous-espace, produit 

Precisons d’abord la proposition 3.2.3 lorsque les espaces sont des espaces locale- 
ment convexes. 

Proposition 3.5.1 Soient {E a ) Q£ A une famille d’ e.I.c., (|M|i)iG/„ unefamillede 
semi-normes definissant la topologie de E a , E un espace vectoriel et 
f a : E — » E a une famille d* applications lineaires. Alors, la topologie initiate 
sur E associee a ces donnees est une topologie d’ e.I.c. En outre, si les ensembles 
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I a sont disjoints deux a deux, cette topologie peut etre definie par la famille de 

semi-normes (IMIOtG/, oil I = \J a eA et 

(3.5.1) ll^Hi = \\fa(x)\\i si i G I a . 

Preuve Si J est une partie finie de I , on a en effet J = \J aeB J a ou J a est une 
partie finie de I a et B une partie finie de A , d’ou 

B'j{x\r)= p| f-\B' Ja (f a (x);r)) 

aeB 

et, vu la formule (2. 19.3), ceci prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Note Bien entendu, on peut toujours supposer les ensembles I a disjoints deux a 
deux. 

Considdrons en particulier un sous-espace vectoriel F d’un e.l.c. E , (IWI^te/, 
et soit j : F E l’injection canonique. La topologie initiale correspondante sur 
F est la topologie induite par celle de E et, 1’ application j etant lineaire, cette 
topologie est une topologie d’e.l.c. qui, d’apres (3.5.1), peut etre definie par la 
famille de semi-normes x € F \-> ||x||i G R+, c’est-a-dire par les restrictions 
a F des semi-normes de E. Un sous-espace d’un e.l.c. est done un sous-espace 
localement convexe. 

Lorsque E est un espace norme, la restriction a F de la norme de E est une 
norme sur F ; un sous-espace d’un espace norme est done un sous-espace norme. 
On notera que la distance correspondante sur F est simplement la restriction a 
F x F de la distance de l’espace E : F est done egalement un sous-espace mdtrique 
de E. Dans un espace norme, un sous-espace complet est done ferine et un sous- 
espace ferine d’un espace de Banach est complet. Plus generalement, on a la 

Proposition 3.5.2 1. Si E est un e. Lc. complet, tout sous-espace ferme est complet. 
2. Si E est un e.l.c. separe, tout sous-espace complet est ferme. 

Preuve 1. Soit F un sous-espace ferme d’un e.l.c. E complet et soit J un filtre de 
Cauchy sur F, alors 7 est une base de filtre de Cauchy sur E d’apres la continuity 
de l’injection canonique de F dans E ; cette base de filtre converge done dans 
l’espace E vers un point a ; tout point limite £tant un point adherent, ce point a 
appartient a F et il en resulte que le filtre J converge vers a dans le sous-espace 
F. Ceci prouve que F est complet. 

2. Soit F un sous-espace complet d’un e.l.c. separe E et soit a G F. Le filtre 
V(a) des voisinages de a dans E converge vers a, done est un filtre de Cauchy 
sur E (proposition 3.4.3) ; la topologie du sous-espace F etant definie par les 
restrictions a F des semi-normes de E, la definition meme d’un filtre de Cauchy 
montre que la trace jF de ce filtre V(a) est un filtre de Cauchy du sous-espace F. 
Ce filtre J converge done dans F vers un point b G F, F £tant complet. En tant 
que base de filtre sur E , J converge vers b dans E ; or cette base de filtre engendre 
un filtre plus fin que V(a), done converge aussi vers a et l’espace E etant sdpare, 
on a nycessairement a = 6, ce qui prouve que a appartient a F et F est done ferme. 

Q.E.D. 
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Corollaire 3.5.3 1. Dans un espace de Frechet (resp. Banach ), un sous-espace est 
un espace de Frechet ( resp. Banach) si, et seulement si, ce sous-espace est ferme. 
2. Dans un espace norme, un sous-espace de Banach est ferme. 

Voici une application interessante des notions prec&lentes. 

Theoreme 3.5.4 Soient E un e.l.c., F un e.l.c. separi et complet, E\ un sous- 
espace vectoriel de E partout dense et T : E\ — > F une application lineaire et 
continue. Alors, il existe une unique application continue T : E -» F qui prolonge 
T ; de plus, cette application T est lineaire. 

Preuve Lorsque E et F sont des espaces normes, l’existence et l’unicite de T 
resulte du th^or&me 2.25.2. Dans le cas general, on applique la proposition 2.25. 1 ; 
les hypotheses sont bien verifies : l’espace F est r^gulier (corollaire 3.2.7) et, 
pour x G E, le filtre V(x) des voisinages de x est un filtre de Cauchy, done induit 
sur Ei un filtre de Cauchy dont 1’ image par T est encore de Cauchy (proposition 
3.4.2) et il en resulte que la limite lim y -^ Xty£ Ei T(y) existe, F etant complet. Vu 
la proposition 2.25.1, ceci prouve l’existence et l’unicite de T. 

Montrons que T est lineaire. Soit A,/u G K, les applications dtExEa valeurs 
dans F ( x , y ) i-> T( Xx + py) et (x, y) ■-> A T(x) + pT(y) coincident sur Ei x E\ 
d’apres la lin^arite de T, done sur E x E d’apr&s le principe du prolongement des 
identites, E\ x E\ etant dense dans E x E e t ces applications 6tant continues. 

Q.E.D. 

Les topologies produits sont egalement des topologies initiales ; consid^rons 
une famille (E a ) aeA d’e.l.c. et soit E = Y\ a€A E a l’espace produit. Rappelons 
qu’on d^finit une structure vectorielle sur E de la fagon suivante 

Ax + py — (A X& H” py a )aeA oux — ( 2 /a)aGA)A,/X G K. 

Les projections pr a : E E a etant lineaires, la topologie produit est done une 
topologie d’e.l.c. d’apres la proposition 3.5.1. 

Notons ( || • ||i une famille de semi-normes d^finissant la topologie de E a , 
les ensembles I a etant disjoints deux a deux ; la topologie produit sur 

E= ]\E a 

a£A 

est une topologie d’e.l.c. qui peut etre d^finie par la famille de semi-normes 

(IMIi)t€/> Oh / = UaGA 

(3.5.2) ||^||i ||^a ||i> si 2 G Icn % {^oc)olGA ^ E. 

Lorsque (E a ) aeA est une famille finie d’espaces normes dont les normes sont 
indifKremment notees ||«||, la famille (3.5.2) est finie et elle est done 6quivalente a 
la seule norme 

(3.5.3) ||x|| = max ||x Q ||, x = ( x a ) aeA , 

a£A 

qui est d’ailleurs 6quivalente a l’une des normes 

(3.5.4) N' = ^ |M, Harll" = (53 ll^f) 172 , 

ocGA otGA 
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les distances associees etant en effet les distances (2.22.2) et (2.22.3). 

Un produit fini d’espaces normes est done muni d’une structure d’espace norme. 
On peut preciser ceci de la fagon suivante 

Proposition 3.5.5 Soit (E a ) aeA une famille d’e.Lc. metrisable, chaque espace 
E a etant suppose different de {0} et soit E = Yl aeA E a V espace produit. 

1. U espace E est metrisable si, et seulement si, A est denombrable. 

2. L’ espace E est normable si, et seulement si, A est fini. 

Preuve 1. resulte de la proposition 2.21.17 et du theoreme 3.4.6. Quant a 2., il 
s’agit de verifier que la topologie de E ne peut etre definie par une norme si A 
est infini. A cet effet, on remarque d’abord que, dans un espace norme, une boule 
centree a l’origine ne contient jamais de sous-espace vectoriel ^ {0} : si l’es- 
pace est ^ {0}, il existe des voisinages de 0 ne contenant aucun sous-espace 
vectoriel ^ {0}. Au contraire, si A est infini, un voisinage V de 0 contient un 
voisinage elementaire et par consequent il contient un sous-espace vectoriel de la 
forme ELes W x EiaGA-B & est une partie finie de A et ce sous-espace 
n’est pas reduit a {0}, d’ou le resultat voulu. Q.E.D. 

On a par ailleurs le theoreme suivant 

Theoreme 3.5.6 Le produit d'une famille d’e.l.c. complets est un e.l.c. complet. 
Preuve Si J est un filtre de Cauchy sur E = Yl aeA E a , les bases de filtre pr a (5F) 
sont de Cauchy, les projections pr a : E — » E a etant lineaires et continues (pro- 
position 3.4.2) ; ces bases de filtre sont done convergentes, les espaces E a etant 
complets et on conclut avec la proposition 2.21 .8. Q.E.D. 

Corollaire 3.5.7 Un produit denombrable d’espaces de Frechet est un espace de 
Frechet. Un produit fini d’espaces de Banach est un espace de Banach. 

En particulier, les espaces R n et C n sont des espaces de Banach pour chacune 
des normes equivalentes 

(3.5.5) HI = max N, ||z||' = f>|, ||*||" = (jh |*,| 2 ) '' \ 

~ ltl i= 1 i=l 

OU X — (Xi)i<t<n. 

Plus g^neralement, soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n ; le 
choix d’une base ( e.;)i<i< n permet de definir une bijection lineaire de K n sur E 

n 

(3.5.6) ip : (Xi)i<i< n € K n ^Xjei € E, 

i=l 

bijection qui permet de transporter sur E la structure d’espace de Banach de K n . 
Ceci consiste a prendre l’une des normes equivalentes (3.5.5) comme norme sur 
E ; la bijection <p est alors un isomorphisms de K n sur E et mdme une isometrie 
lineaire. 

Nous allons demontrer que, sur un espace vectoriel de dimension finie, il 
n’existe en fait qu’une seule topologie d’e.l.c. separe, a savoir la topologie d’espace 
de Banach qui vient d’etre definie. On notera qu’il est essentiel de se restreindre a 
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des topologies separees, la topologie grossiere etant compatible avec la structure 
vectorielle. 

Theoreme 3.5.8 Soit E un e.Lc. separe de dimension finie n et soit (ei)\<i< n une 
base de E y alors V application cp definie par (3.5.6) est un isomorphisme ( topolo- 
gique). 

Preuve Notons (IMIOiE/ une famille de semi-normes d^finissant la topologie T 
de l’espace E et soit T 0 la topologie definie par Tune des normes (3.5.5). On 
remarque d’abord que, E muni de la topologie 7 £tant un e.v.t., l’application (p 
est continue et par suite la topologie 7 est moins fine que la topologie 7o et il 
s’agit de demontrer que ces deux topologies coincident. Pour cela considerons 
la sphere unite S = {x e E; ||x|| = 1} ; cette sphere est compacte pour la 
topologie To et la topologie 7 est s^paree et moins fine que To ; vu le corollaire 
2.31.14, la sphere S est done compacte pour la topologie T. II en resulte que S 
est ferme ; l’origine n’est done pas un point adherent a S : il existe une boule 
Bj(0;r)> r > 0, ne rencontrant pas S et ceci montre que ||x||j > r pour tout 
x G 5, d’oh ||x|| < r~ l \\x\\j pour tout x £ E et ceci prouve que la topologie To 
est moins fine que la topologie T, e’est-a-dire le resultat voulu. Q.E.D. 

Sur un espace vectoriel E de dimension finie, 1’ unique topologie d’e.l.c. separ£ 
est appelde la topologie canonique de E : e’est une topologie d’espace de Banach. 
Voici quelques consequences importantes du theoreme precedent. 

Corollaire 3.5.9 Sur un espace vectoriel de dimension finie , toutes les normes 
sont equivalentes. 

D’apr&s la proposition 3.5.2, on a le 

Corollaire 3.5.10 Dans un e.Lc. separe , tout sous-espace de dimension finie est 
complet , done ferme. 

Corollaire 3.5.11 Soient E un e.l.c. separe de dimension finie et F un e.l.c. t alors 
toute application lineaire T : E -» F est continue. 

Preuve Les notations 6tant celles du theoreme 3.5.8, il s’agit de verifier la conti- 
nuite de l’application To^; or, (To <p)(x) = £” =1 XiTe, si 

x = ( Xi)i<i< n , et on conclut en utilisant la continuite des projections x \ -> a:< 
et le fait que F est un e.v.t. Q.E.D. 

En particulier, si E est un e.l.c. separe de dimension finie n , le dual topologique 
E ' coincide avec le dual alg^brique E* ; E' est done un espace vectoriel de meme 
dimension n. 

Exemple 3.5.1 Topologie de la convergence simple Soient X un ensemble et F 
un e.l.c., l’ensemble 7(X\F) de toutes les applications de X dans F est muni de la 
structure vectorielle produit : si / et g sont deux applications de X dans F et A, p 
deux scalaires, l’application A f+pg d&igne l’application x X f(x)+pg(x). La 
topologie de la convergence simple sur cet espace 7(X ; F), en tant que topologie 
produit, est une topologie d’e.l.c. ; si la topologie de F est definie par la famille 
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de semi-normes (IMI^ie/, la topologie de la convergence simple peut etre ddfinie 
par les semi-normes 

ll/lkx = || /(x) ||i, ou i decrit I et x decrit X. 

On notera 3 S (X\F) Pe.l.c. correspondant. Si F est separd, cet espace est separe 
(corollaire 2.21.12) ; si F est complet, cet espace est complet (theoreme 3.5.6) ; 
si F est metrisable, cet espace est metrisable si, et seulement si, X est ddnom- 
brable (proposition 3.5.5) ; si F est un espace de Frechet et si X est ddnombrable, 
1’ espace F) est alors un espace de Frechet. Par exemple, la topologie de la 
convergence simple sur 1* espace R N de toutes les suites ( x n ) de nombres reels est 
une topologie d’espace de Frechet. 

Exercice 3.5.1 1. Soient X un ensemble et /* : X — » R, 1 < i < n, n fonctions lindairement 
inddpendantes. Montrer qu’il existe n points Xj E X, 1 < j < n, tels que det (fi(xj)) ^ 0 
[raisonner par recurrence]. 

2. On considdre un sous-espace vectoriel E de dimension finie de Tespace ^(X ; IR) de toutes les 
fonctions borndes. Montrer qu’il existe des points Xj E X, 1 < j < n, et une constante c > 0 tels 
que 

sup |/(x)| < c sup \f(xj)\ pour tout / E E. 
xex 1 <j<n 

Exercice 3.5.2 Complete d’un e.I.c. metrisable Soit E un e.l.c. mdtrisable (resp. un espace normd), 
montrer qu’il existe un espace de Frdchet (resp. de Banach) E tel que E soit isomorphe (resp. isomd- 
trique) h un sous-espace vectoriel de E partout dense [considdrer le compldtd E de E en tant qu’espace 
mdtrique (exercice 2.27.7), ddlinir une structure vectorielle sur E prolongeant celle de E en utilisant le 
thdordme 3.5.4, puis, (|M|n) ddsignant une suite de semi-normes ddfinissant la topologie de E , utiliser 
1’exercice 3.4.1 pour prolonger ces semi-normes h E et montrer alors que la topologie de E est une 
topologie d’espace de Frdchet (resp. de Banach)]. Montrer que E est unique a un isomorphisme (resp. 
une isomdtrie) prds. 

Exercice 3.5.3 1 . Soit E un e.l.c. sdpard, si E est un espace de Baire, montrer que E ne peut etre de 
dimension infinie ddnombrable [raisonner par l’absurde et utiliser l’exercice 3.1.3]. 

2. En ddduire qu’un espace de Frdchet est de dimension finie si tout sous-espace vectoriel est 
fermd. 


3.6 Quotient 

Considerons d’abord un espace vectoriel E ; a tout sous-espace vectoriel 
F de E y on associe une relation d’equivalence R sur E 9 a savoir la relation 
“x — y E F” ; 1’ espace quotient sera note E/F et on notera 7 t : E E/R 
la surjection canonique. On ddfinit une structure vectorielle sur l’ensemble quo- 
tient E/F de la fagon suivante : soient XyX\y>y f E E tels que x — x f E F et 
y -y' E F, alors (Xx + fiy) - (Ax' + jiy f ) E F pour tout A, ji E K ; ceci prouve 
que la classe d’equivalence de Ax + /iy ne depend que des classes d’equivalence 
de x et y ; on peut done poser, pour £, 77 E E/F , 

A£ + jit] = ?r(Ax + fiy ), ou 7 r(x) = £, n(y) = rj ; 
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on definit ainsi une structure vectorielle sur E/F ; la surjection canonique n est 
alors lineaire. Lorsque E est un e.l.c., on munit E/F de la topologie quotient ; 
notons 0# et Qe/f 1* ensemble des ouverts de E et E/F respectivement. On sait 
que (paragraphe 2.24) 

(3.6.1) Q E/F = {0cE/F-,Tr- 1 (0)€Q B }. 

Nous allons preciser les proprietes de cette topologie. Introduisons la notation 
suivante : si A et B sont deux parties d’un espace vectoriel, on pose 

(3.6.2) A + B = { x + y ; x £ A, y £ B}. 

Lemme 3.6.1 Soient E un e.v.t. et A, B deux parties de E, si A est ouvert ou si 
B est ouvert , alors A-\- B est ouvert. 

Preuve Supposons B ouvert, on a A + B = UaeA r a(-B) et » r a{B) etant ouvert, 
on peut conclure. Q.E.D. 

Exercice 3.6.1 Soient E un e.v.t. sdpard, A et B deux parties compactes de E, montrer que A + B 
est compact. 

Exercice 3.6.2 Soient E un e.v.t., A une partie fermde et B une partie compacte, montrer que A+B 
est fermd en raisonnant de la fagon suivante : on peut supposer A et B non vide (sinon A + B = 0) ; 
on consictere un point x adherent a A + B, montrer que ( V — A) vev(x) est une base de filtre sur E 
admettant une trace sur B ; en ddduire un point b E B tel que, pour tout V G V(0), 

(6 + V - V) n (x - A) ^ 0 


et conclure grace a l’exercice 3.1.1. 

Proposition 3.6.2 Soient E un e.l.c. et F un sous-espace vectoriel , on munit V es- 
pace E/F de la topologie quotient. Alors , la surjection n : E E/F est une 
application continue et ouverte, les ouverts de E/F sont les images par n des 
ouverts de E, les voisinages d’un point tt ( a), a G E, sont les images par 7r des 
voisinages de a et, si S est un systeme fondamental de voisinages de a , (tt(F))v g § 
est un systeme fondamental de voisinages du point n (a). 

Preuve L’ application 7r est continue d’apres la definition de la topologie quotient ; 
montrons qu’elle est ouverte : si U est un ouvert de E, n r(U) est un ouvert de E/F 
car n~ 1 (7r(U)) = U + F est un ouvert de E d’aprfcs le lemme. 

L’image par 7 r d’un ouvert de E est done un ouvert de E/F ; reciproquement, 
si O est un ouvert de E/F, on a O = n(n~ l (0)) d’apr&s la surjectivite de 7r et O 
est l’image de l’ouvert 7r -1 (0). 

Si V est un voisinage d’un point a £ E, n(V) est un voisinage de 7r(a), 
l’application i r etant ouverte ; reciproquement, si W est un voisinage de 7r(a), W 
est l’image de qui est un voisinage de a d’apr&s la continuity de 7r. 

Enfin, soit S un systeme fondamental de voisinages de a ; si W est un voisinage 
de 7r(a), 7r _1 (iy) est un voisinage de a d’apres la continuity de tt ; il existe done 
V £ S tel que V C 7r~ 1 (W), d’ou 7r(V) C W et, 7r(F) etant un voisinage 
de 7r(a), ceci prouve que l’ensemble (7r(V r ))\/ G s est un systeme fondamental de 
voisinages de 7r(a). Q.E.D. 

On a alors le theoryme suivant 
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Theoreme 3.6.3 Soient E un e.l.c., (y.lli)^/ une famille filtrante de semi-normes 
definissant la topologie de E et soit F un sous-espace vectoriel de E, la topologie 
quotient sur l' espace E/F est une topologie d’ e.l.c. qui peut etre definie par la 
famille filtrante de semi-normes 


(3.6.3) 


iikiii* 


inf 
1 (£) 


Ml* 


Preuve Montrons d’abord que |||£||| = inf x€7r -i(£) \\x\\ est une semi-norme sur 
E/F des que ||«|| est une semi-norme sur E. Soient £, rj G E/F et e > 0, il existe 
x G 7t - 1 (£) et y G 7T _1 (r/) tel que 

\\ x \\ — € < lll^lll < ||x||, ||2/|| —€ < nielli < ||y||, 

d’ou x + y G 7t _1 (£ + q) et par suite 

m + v\\\< Ik + 2/11 < Ikll + llvll < lllflll + IIMII + 2 e, 


ce qui prouve l’inegalitd triangulaire. On a d’ autre part 

\\m\= inf ^ INI; 

ajE7r -1 (A£) 

si A = 0, on en deduit |||A£||| = 0 en prenant x = 0 et si A est different de 0, en 
posant y = X~ x x, on obtient 

IMI = inf ||Ay|| = |A| inf ||y|| = |A| |||(|||. 

yETr-UO yGir-HO 


La famille de semi-normes (| 1 1*1112)^/ est filtrante : soit i, j G /, il existe A: G I 
tel que ||.||, < ||.|| fc et ||.||,- < ||.|| fc , d’oi> |||.||U < IIMII* et ||M||j < |||.|||*. 

Notons B it E {a\ r) et B i)E / F (ir(a ); r) les boules ouvertes de centre a et 7r(a), 
de rayon r > 0 dans les espaces E et E/F respectivement. Etant donne que 
I IK -*•(<*) I Hi = inf*6ir- i(^) Ik - a|k on a |||£ - 7r(a)|||t < r si, et seulement si, 
il existe x G 7t _1 (£) tel que ||x - a||i < r et ceci signifie que 
7 T(B< f £?(a;r)) = B ifE/F (ir(a); r). 

L’ensemble des boules Bi }E (a;r), lorsque r d^crit R+, constituant un systeme 
fondamental de voisinages de a, l’ensemble des boules B^ E / F (n{a)\r) constitue 
un systeme fondamental de voisinages du point 7r(a) pour la topologie quotient ; 
cet ensemble etant egalement un systeme fondamental de voisinages du point 
7r (a) pour la topologie definie par les semi-normes (3.6.3) (proposition 3.3.6), ceci 
prouve que ces deux topologies coincident. Q.E.D. 


Exercice 3.6.3 Soient E un e.l.c. et T : E ->• K n une application lin&iire. Montrer que T est 
surjective si, et seulement si, T est une application ouverte [factoriser T a travers I’espace quotient 
E/KerT]. 

Lorsque E est un espace norme, la topologie de I’espace quotient est definie 
par une seule semi-norme, mais ce quotient n’est pas necessairement un espace 
norme. En effet, I’espace quotient n’est pas toujours separe et on a le critere sui- 
vant. 

Proposition 3.6.4 Soient E un e.l.c. et F un sous-espace vectoriel , V espace quo- 
tient E/F est separe si, et seulement si, F est un sous-espace ferine. 
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Preuve Si E/F est s£pare, F est ferme d’apres la continuity de 7 r vu que 
F = 7r — 1 (0). Reciproquement, si F est ferme, montrons que Fespace est se- 
pare, c’est-ii-dire (proposition 2.24.4) que le graphe de la relation d’equivalence 
est ferme dans E x E ; ce graphe est simplement egal a f~ l (F) ou / est Impli- 
cation continue (x,y) G E x E *-+ x - y G E et ceci permet done de conclure. 

Q.E.D. 

Corollaire 3.6.5 Soient E un espace norme et F un sous-espace vectoriel ferme, 
alors V espace quotient E/F est un espace norme. 

Exemple 3.6.1 Soit E, (||*||i)iG/» un e.l.c., on considere Fensemble 
F = {x G E ; \\x\\i = 0 pour tout i G 1} ; 
cet ensemble F est en fait un sous-espace vectoriel fermd de E ; on a en effet 
F = f] ieI Fi ou chaque Fi = {x G E\ ||x||i = 0} est un sous-espace ferme. 
L’espace quotient E/F est done separ£. 

La signification de ce sous-espace F est la suivante. Si 3 est un filtre convergent 
sur E y Fensemble des points limites de 3 est de la forme a + F. En effet, suppo- 
sons que 3 converge vers a et que a - b appartienne & F ; alors, pour tout x, on 
a \\x - a\\i < \\x - b\\i + ||6 - a\\i = \\x - b\\i et on verifie de meme Finegalite 
opposee ; ceci montre que ^(a;r) = B^r) et, vu la definition (3.2.4) d’un 
filtre convergent, il en rdsulte que 3 converge vers b. Rdciproquement, si a et b 
sont deux points limites de 3 t Fintersection B[(a\r) fl B'^b; r) est non vide quel 
que soit r > 0, d’ou || a - b\\i < 2 r et par consequent || a — b\\i = 0, soit a — beF. 
Ceci demontre bien le resultat annonce. 

Sur Fespace E , la limite d’un filtre n’est done definie que modulo la relation 
d’equivalence associee h. F ; il est done naturel de s’interesser a Fespace quotient 
E/F qu’on appelle Fespace separe associe a E. 


Exercice 3.6.4 Soient E un e.l.c., F un sous-espace vectoriel ferm£ et G un sous-espace de dimen- 
sion finie. Montrer que le sous-espace vectoriel F -h G est fermd [si n : E -> E/F est la surjection 
canonique de E sur E/F , noterque F + G = 7r _1 (7r(G))]. 


Supposons que Fespace E soit a base denombrable de voisinages, alors la pro- 
position 3.6.2 montre qu’il en est de m£me de Fespace E/F y qui est done metri- 
sable si F est ferme. Ceci peut se preciser comme suit. 


Theoreme 3.6.6 Soient E un e.Lc. metrisable, d une distance invariante par trans- 
lation definissant la topologie de E et soit F un sous-espace ferme, alors la topo - 
logie de E/F peut etre definie par la distance invariante par translation 


(3.6.4) 


5(^V) 


inf 

x’G7r~ 1 (^),2/G'7r - 




d(x,y). 


Preuve Montrons d’abord que S est une distance sur E/F. Il est clair que ( D\ ) 
est verifie. Verifions ( D 2 ) et (D 3 ) ; soit £, 77 G E/F et soit a G tt - 1 (£) et 
b G 7T 1 ( 77 ), on a alors 

v) = inf d(a + x, b + y) = inf d(a, b + z) 

v u x£F,yeF Z (zF x ' 
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d’apres l’invariance par translation de la distance d, d’ou 

S(£ y v) = d(a y b + F) = d{a-b y F). 

Le sous-espace F etant ferme, 5(£ y rj) = 0 equivaut a a — b € F, c’est-a-dire 
a £ = 77 et ceci prouve (£>2). Quant a l’inegalite triangulaire, soit C € E/F et 
c G 7r _1 (C), alors 

\6& 0 - S( Vi C)| = | d(a, c + F) - d(b y c + F)\ < d(a, 6) 
d’apres (2.13.4), d’ou |5(£, 0 — 5(p, 01 < 5(£, v )> ce qui prouve le resultat voulu. 
Verifions 1’ invariance par translation ; avec les notations precedentes, on a 

S « + 0 »? + 0 = d((a + c) - (6 + c), F) = d(a -b y F) = rj) 
vu que a + c G 7 t _ 1 (£ + 0 et 6 + c G + 0* 

Soit a G E, on a 5(0 7r(a)) = inf a . G7r -i^) d(x y a) ; il en resulte que 

5(£,7r(a)) < r 

si, et seulement si, il existe x G 7r _1 (£) tel que d(x y a) < r et ceci prouve que 
Ee/f( tt( 0> r ) = fl'CBeCa, r)). La proposition 3.6.2 montre alors que la topologie 
assoctee a la distance S est la topologie quotient. Q.E.D. 

Theoreme 3.6*7 Soient E un espace de Frechet et F un sous-espace ferme, alors 
E/F est un espace de Frechet. 

Preuve On conserve les notations du theoreme precedent : la topologie de E est 
definie par une distance d invariante par translation et S est la distance (3.6.4). Soit 
(£ n ) une suite de Cauchy de E/F, c’est-a-dire pour la distance 5, et soit (e*.) une 
suite de nombres > 0 telle que la serie YfkLo £k S0li convergente. 

Construisons une suite (rife) de N strictement croissante telle que 

(3.6.5) pour tout entier k y 5(£ p ,0) - £k 9 ue 

On effectue cette construction par recurrence. On ecrit que la suite (£ n ) est de 
Cauchy en prenant e = il existe un entier njt > rik- 1 (pour k = 0, on 
convient que n_i = -1) tel que 5(£ p , £ 9 ) < £& pour tout p y q > n^, ce qui prouve 
le resultat voulu. 

Il s’agit de demontrer (corollaire 2.18.4) que la sous-suite (£ ni J converge ; 
notons encore (£ n ) cette sous-suite qui verifie done 

(3.6.6) pour tout entier n, J(£ p , £ q ) <e n des que p y q>n. 

Construisons alors par recurrence une suite ( x n ) telle que 

(3.6.7) x„ € 7r _1 (^n) et d(x n ,x n+ i) < 2e n . 

On choisit arbitrairement xo G / ir~ 1 (^o) ; les points (x p )o< p < n etant construits de 
telle sorte que d(x py x p+ 1) < 2e p pour 0 < p < n - 1, on construit .T n+ i de la 
fagon suivante : soit a n + 1 un point de 7r -1 (^ n+ i), on a 

<S(£n>£n+i) = inf d(x ny a n +i +x) 

xeF 

et par consequent il existe 6 n+i G F tel que d(x ny a n + 1 + 6 n +i) < 2e n+1 ; le 
point x n +\ = a n +i + 6 n + 1 verifie alors toutes les proprietes voulues. 
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On a alors 

p+g-l P+q - 1 

d{Xp, Xp+q} < ^ ^ d(x n , X n _j_i) ^ 2 ^ ^ £ n J 

n=p n=p 

la serie £ n etant convergente, cette indgalitd montre que la suite ( x n ) est de 
Cauchy dans l’espace E ; elle est done convergente et son image par l’application 
continue 7r, qui n’est autre que la suite (£ n ), est convergente et ceci prouve le 
theoreme. Q.E.D. 

Corollaire 3.6.8 Soient E un espace de Banach et F un sous-espace ferme, alors 
E/F est un espace de Banach. 

Exercice 3.6.5 Soit E, (|M|i)i€/, un e.l.c. s£par£, notons Ei l’espace vectoriel E muni de la seule 
semi-norme ||*||i, considdrons le sous-espace fermd Fi = {x e Ei \ ||z||i = 0} et Tespace norm£ 
(proposition 3.6.4) Ei/Fi pour la norme |||£|||i = inf^.^^ \\x\\i, it i : Ei —> Ei/Fi ddsignant la 
surjection canonique. 

1. Soit £ 6 Ei/Fi , montrer que |||£||h = ||a:||i quel que soit x e Ei tel que 7r i(x) = £. 

2. Montrer que l’application <p : x E E »-> (^(x)) E n*e/ Ei/Fi est un isomorphisme de E 
sur ip(E). 

3. En ddduire que tout e.l.c. s£par£ est isomorphe k un sous-espace d’un produit d’espaces nor- 
m£s et que tout e.l.c. mdtrisable est isomorphe a un sous-espace d’un produit ddnombrable d’espaces 
norm6s. 

4. (comply d’un e.l.c. sdpar6) Soit E un e.l.c. sgpard, montrer qu’il existe un e.l.c. s£par£ complet 
E, unique k un isomorphisme pr&s, tel que E soit isomorphe k un sous-espace dense de E [utiliser 
l’exercice 3.5.2 pour des espaces norm6s]. Lorsque E est mdtrisable, montrer que E est mdtrisable et 
retrouver ainsi le rgsultat de l’exercice 3.5.2. 

Voici une premiere application des notions precedentes concernant les proprie- 
ty des hyperplans. Rappelons la definition d’un hyperplan. 

Definition 3.6.1 Dans un espace vectoriel , le noyau d’une forme lineaire non 
identiquement nulle est appele un hyperplan. 

Lemme 3.6.9 Soient E un espace vectoriel et H = KerT un hyperplan de E , 
alors H ^ E et, pour tout a G E — H, on a la decomposition en somme directe 
E = H ® K a. De plus, la forme lineaire T est determinee defagon unique a une 
constante multiplicative pres. 

Preuve II est clair que H ± E vu que H = KerT ou T E E* - {0}. Soit 
a e E — H, on peut alors ecrire tout x de E sous la forme x = ( Tx/Ta)a + h oil 
h = x-(Tx/Ta)a appartient a H. Cette decomposition est unique : si x = Xa+h 
avec h € H, on a necessairement Tx = A Ta + Th = XTa d’ou A = Tx/Ta et 
h = x — (Tx/Ta)a. Ceci montre que E = H 0 Ka. 

Si H = Ker S ou S € E* — {0} la decomposition precedente montre que 
Sx = (Tx/Ta)Sa, c’est-&-dire S = aT ou a = Sa/Ta et ceci prouve le lemme. 

Q.E.D. 

Le lemme general suivant permet de faire le lien avec les espaces quotients. 
Lemme 3.6.10 Soient E un espace vectoriel, E\ et Ei deux sous-espaces vecto- 
riels tels que E = Ei ® Ei et soit ir la surjection canonique de E sur E/E\, alors 
V application tt\e 2 est un isomorphisme de Ei sur EjE\. 



3.6 QUOTIENT 323 


Preuve On note d’abord que Kei*7r = E\, d’ou Ker 7r| e 2 = -®i H = {0} et 
ceci prouve que n\ e 2 est injectif. Quant & la surjectivity de tt\e 2 > soit £ € E/E\, 
il existe x G E tel que £ = n(x) et x peut s’ecrire x = x\ + a? 2 > Xi G d’ou 
£ = 7r(xi + £ 2 ) = tt(# 2 ) ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Ceci montre que, dans un espace vectoriel E , tous les supplementaires d’un 
sous-espace E\ sont isomorphes, etant isomorphes & 1* espace quotient E/Ei : leur 
dimension est appelee la codimension de E\. En particulier, si H est un hyperplan 
de E , l’espace quotient E/H est de dimension 1 d’apr&s le lemme 3.6.9. 

Du point de vue topologique, ceci va nous permettre d’etablir le resultat sui- 
vant. 

Proposition 3.6.11 Soit H un hyperplan dans un e.l.c. E et soit T une forme 
lineaire telle que H = Ker T. Alors, H est soit ferme ', soit partout dense ; de 
plus , H est ferme si, et seulement si, T est continu. 

Preuve Si H n’est pas ferme, il existe un point a G H — H et, l’adherence H 
de H etant un sous-espace vectoriel de E d’apr&s la proposition 3.1.1, H contient 
H 0 Ka, d’ou H = E , ce qui prouve que H est partout dense. 

Si T est continu, H est evidemment ferme. Reciproquement, supposons H 
ferme ; notons 7 r la surjection canonique de E sur E/H ; si n(x) = 7 r(y), alors 
x - y G H et Tx = Ty y on peut done definir une application S : E/H -» K telle 
que Son = T en posant 5(£) = Tx ou x G 7t - 1 (£). On vdrifie aisdment que cette 
application S est lineaire ; en outre, elle est continue d’apres le corollaire 3.5.1 1, 
1’ espace E/H etant separe de dimension finie. La surjection 7r etant continue, on 
en deduit que T est continu et ceci ach&ve la preuve de la proposition. Q.E.D. 

Exercice 3.6.6 Soient E un e.l.c. et T : E -» K n une application lineaire. Montrer que T est 
continu si, et seulement si, son noyau Ker T est fermd. 

La notion de somme directe n’est pas suffisante en analyse : la decomposi- 
tion d’un e.l.c. en somme de deux sous-espaces n’est vraiment utile que si cette 
decomposition est faite d’une fagon continue. Ceci conduit a la definition suivante. 
Definition 3.6.2 supplemental topologique On dit qu’un e.l.c. E est la somme 
directe topologique de deux sous-espaces E\ et E<i> si E est la somme directe 
algebrique de E\ et E 2 et si les projecteurs lineaires Pi : E E if i = 1, 2, sont 
continus. On dit que E\ et E 2 sont des supplementaires topologiques. 

Etant donne que pi + P 2 = Ie> la continuity de l’un des projecteurs implique 
la continuity de l’autre. 

Definition 3.6.3 Dans un e.l.c. E, on dit qu’un sous-espace E\ admet un supple- 
mental topologique, s’il existe un sous-espace E 2 tel que E soit la somme directe 
topologique de E\ et E 2 . 

Remarque 3.6.1 Si E est un e.l.c. separd somme directe topologique de deux 
sous-espaces E\ et ^ 2 , ces sous-espaces sont necessairement fermes : E\ est en ef- 
fet le noyau de P 2 et E 2 le noyau de p\ . Des supplementaires topologiques sont ne- 
cessairement fermes. On se gardera de croire que des supplementaires algybriques 




324 CHAPITRE 3 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 


fermes sont necessairement des supplementaires topologiques (exercice 3.31.2) ; 
comme nous le demontrerons ulterieurement, ceci est cependant vrai lorsque E est 
un espace de Frdchet (proposition 3. 1 1 .6). 

Voici deux propositions dlementaires concernant ces notions. 

Proposition 3.6.12 So it E un e.l.c. somme directe algebrique de deux sous-espaces 
E\ et E 2 , les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. La somme directe est topologique. 

2 . V application p : x i-» (pi(x),p 2 (x)) est un isomorphisme topologique de 
E sur E\ x E 2 . 

3. Si 7 r designe la surjection canonique de E sur E/Ei, l y application 7r| e 2 est 
un isomorphisme topologique de E 2 sur E/Ei. 

Preuve 1 ^ 2 L* application p est une bijection lindaire dont la bijection rdci- 
proque (# 1 , 22 ) € Ei x E 2 i-» xi + x 2 G E est continue en tant que restriction 
h Ei x E 2 de l’addition (x, y) G E x E t-> x + y G E. La continuity des appli- 
cations pi est dquivalente a celle de p = (pi,P 2 ) qui est alors un isomorphisme de 
Ei © E 2 sur Ei x E 2 . 

1 «=> 3 On remarque d’abord que la surjection 7 t : E E/Ei etant continue, 
l’application 7t\e 2 est continue. On observe ensuite que 7r = (7 t|^ 2 ) o p 2 : soil 
x = xi + x 2t Xi e Ei , on a en effet 7r(x) = n(x 2 ) et p 2 (x) = x 2 . Notons q la 
bijection rdciproque de la bijection 7r| e 2 » on a alors p 2 = q o n et la continuity de q 
dquivaut a celle de p 2 d’apres la proposition 2.24.3, ce qui prouve le resutat voulu. 

Q.E.D. 

Corollaire 3.6.13 Dans un e.l.c. E, soit Ei un sous-espace ferme de codimen- 
sion finie , alors tout supplemental algebrique E 2 de Ei est un supplemental 
topologique. 

Preuve L’ espace E/Ei est un e.l.c. sypard de dimension finie, l’application li- 
ndaire q = (7T | ^ ) “ 1 : E/Ei E 2 est done continue (corollaire 3.5.11) et on 
conclut grace a la proposition precydente. Q.E.D. 

En particulier, si H est un hyperplan fermd dans un e.l.c. E , un hyperplan ytant 
de codimension 1, on en deduit que, pour tout a € E — H, i? = if© K a ou la 
somme directe est topologique. 

3.7 Partie bornee, partie compacte 

Definition 3.7.1 Dans un e.Lc. E, (|| •||^)^^/, une partie A est dite bornee si, pour 
touti G I, sup^^^ ||x||i < 00. 

Dire que A est borne signifie done que les fonctions \\.\\i sont bornees sur A. 

On remarquera que cette notion ne ddpend pas du choix de la famille de semi- 
normes definissant la topologie de E : ceci se verifie de suite en utilisant le corol- 
laire 3.3.4. II s’agit done d’une notion ne ddpendant que de la topologie d’e.l.c. de 
l’espace. 
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Lorsque E est un espace norme, si r = sup TGj4 ||x|| est fini, A est contenu 
dans la boule fermee B'(0] r) et le diametre de A est < 2 r, done fini. Inversement, 
si le diametre p de A est fini, en prenant un point a e A, on a 

11*11 < INI + ||* -a|| < ||a|| + p 

et sup a . €i4 || a; || est fini. Ceci montre que, dans un espace norme, une partie est 
bornee si, et seulement si, elle est bornee pour la distance associee a la norme. 

Lorsque E est un e.l.c. metrisable, il est legitime de se demander si une partie 
bornee selon la definition 3.7.1 est bornde relativement a une distance invariante 
par translation et definissant la topologie de 1’ espace : en general, les deux notions 
sont differentes, comme le montre par exemple la distance d(x, y) = \x — y | sur M 
et la distance min(of, 1). 

Exercice 3.7.1 Soit E un e.l.c., montrer qu’une partie B de E est bornde si, et seulement si, pour 
toute suite ( x n ) de B et toute suite (A n ) de scalaires convergeant vers 0, la suite (A n x n ) converge 
vers 0. 

Exercice 3.7.2 1. Etant donnd une suite double de nombres rdels a pq > 0, p, q € N, montrer qu’il 
existe une suite A n > 0 telle que a pq < A p A q pour tout p, q E N. 

2. Soit E un e.l.c. mdtrisable et soit ( B p ) une suite de parties borndes de E , montrer qu’il existe 
une suite e p > 0 telle que (J%L 0 e p B p soit encore une partie bornde [si (||*||q) est une suite de 
semi-normes ddfinissant la topologie de E , on pourra utiliser la suite a pq = sup xGBp Ikllgl- 

Exercice 3.7.3 Soient (E a ) Q eA une famille d’e.l.c., E un espace vectoriel, f a : E E a une 
famille d’applications lindaires ; on munit E de la topologie initiate correspondante. Montrer qu’une 
partie A de E est bornde si, et seulement si, f a (A) est borne dans E a quel que soit a G A. 

Dans un espace norme, une boule etant bornee, l’origine admet un voisinage 
borne ; cette propriete caracterise en fait les espaces norm^s. 

Proposition 3.7.1 Soit E un e.l.c . sipari tel que Vorigine admette un voisinage 
borne , alors la topologie de E peut etre definie par une norme. 

Preuve Soit (||#||i)ie/ une famille de semi-normes definissant la topologie de E. 
L’origine admet un voisinage borne qu’on peut supposer de la forme 
V = B'j( 0;r). r > 0, J e 5F( / ). Chaque semi-norme ||#|| 2 est done bornee 
sur V : il existe M > 0 tel que ||a;||i < M pour ||x||j < r et il en resulte que 
Hxlli < (M/r)\\x\\j pour tout x e E. Ceci signifie (corollaire 3.3.4) que la seule 
semi-norme ||#|| j definit la topologie de E et, E etant separe, cette semi-norme est 
une norme, ce qui prouve la proposition. Q.E.D. 

Exemple 3.7.1 Une fonction / : X ->> E definie sur un ensemble X et a valeurs 
dans un e.l.c. E est dite bornee si f(X) est une partie bornee. Par exemple, une 
suite convergente ( x n ) est bornee : en effet, les suites (||xn||<) sont convergentes 
d’apres la continuite des semi-normes, done bornees. 

L’ ensemble des parties bornees joue un role important en raison de la propriety 
suivante. 
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Proposition 3.7.2 Soient F deux e.Lc. etT : E F une application lineaire. 
Si T est continu, V image par T de tout borne de E est une partie bornee de F. 
Reciproquement, si E est un e.l.c. metrisable et si Vintage par T de toute suite 
convergente vers 0 est bornee , alors T est continu. 

Preuve Si T est continu, Timage de tout borne est bornee d’apres le point 3. du 
theoreme 3.3.3. 

Reciproquement, supposons E metrisable et T non continu. Considerons une 
base decroissante (V n )n> l du filtre des voisinages de 0 dans l’espace E et soit 
(IMIt)t€/ une famille de semi-normes definissant la topologie de F. Alors, il existe 
un voisinage de 0 G F, qu’on peut supposer de la forme W = 2?j(0; r), r > 0, 
J G £F(/), tel que T((l/n)V n ) (f . ! W pour tout n > 1 ; il existe done x n G V n 
tel que ||Tx n || j > nr ; on construit ainsi une suite ( x n ) de E qui converge vers 0 
telle que la suite ( Tx n ) ne soit pas bornee, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

En particulier, lorsque E et F sont des espaces normes, une application lineaire 
de E dans F est continue si, et seulement si, l’image de tout borne est bornde. 

Voici une premiere propriete des parties compactes qui resulte de la continuity 
des semi-normes. 

Proposition 3.7.3 Dans un e.Lc. toute partie compacte est bornee. Dans un e.Lc. 
separe toute partie relativement compacte est bornee. 

On sait que reciproquement dans K n les parties bornees sont relativement com- 
pactes (theoreme 2.33.7) ; dans un e.l.c. separe de dimension finie, isomorphe a 
K n (theoreme 3.5.8), une partie est done relativement compacte si, et seulement 
si, elle est bornee. Rappelons egalement que les espaces K n sont des espaces lo- 
calement compacts ; il en est done de meme des e.l.c. separes de dimension finie ; 
nous allons ddmontrer que reciproquement un e.l.c. localement compact est neces- 
sairement de dimension finie : on obtient ainsi une caracterisation topologique des 
espaces de dimension finie. 

Avant d’enoncer un theoreme precis, introduisons une notation utile pour sa 
demonstration. Si A est une partie d’un espace vectoriel E et si A est un scalaire, 
on note A A Tensemble {Ax ; x G A }, e’est-a-dire l’image de A par Fhomothetie 
de centre 0 et de rapport A. On a evidemment 2 A C A + A, mais on ne commettra 
pas Terreur de croire que l’egalite a lieu, etc. 

Theoreme 3.7.4 F. Riesz Soit E un espace norme, les proprietes suivantes sont 
equivalentes. 

1. E est de dimension finie. 

2. Tout borne de E est relativement compact. 

3. La boule unite B = {x G E\ ||x|| < 1} est compacte . 

4. E est localement compact. 

Preuve II est clair que 1 => 2 => 3 => 4. Montrons que 4 => 1. On sup- 
pose l’espace E localement compact ; soit V un voisinage compact de l’origine. 
L* ensemble 2V etant compact en tant qu’image continue d’un compact, du re- 
couvrement ouvert (a + V) a e 2 V> on peut extraire un sous-recouvrement fini, soit 



3.7 PARTIE BORNEE, PARTIE COMPACTE 327 


(a* + V) ie j y I fini, a* G 2 V. Notons F le sous-espace de dimension finie engendre 
par les points ( a*)i € j . On a alors 2V C F + V, d’ou 

2(F + V) = 2F + 2V C 2F + (F + V) = F + V 

et ceci montre que 2 2 V C F + V ; par recurrence, on verifie que 
2 n V C F + V pour tout entier n > 1. Considerons alors un point quelconque 
x de E ; la suite ( 2~ n x ) convergeant vers 0, x appartient a 2 n V des que n est 
suffisamment grand et ceci prouve que E = F + V. 

Soit x G F, il existe y G F et z G V tel que x = y + z, d’oii 

d(x,F) = inf d(x,t) = inf ||y + 2 - 1|| < \\z \\ ; 

tti* tE.r 

V etant borne, posons M = sup z€ v \\z\\ ; on a alors d(x , F) < M quel que soit 
le point x € E. 

Nous allons en deduire que E = F ; ceci prouvera le theoreme. Supposons 
E ^ F \ soit a G E - Fy le sous-espace F etant ferme (corollaire 3.5.10), la 
distance r = d(a y F) de a a F est strictement positive. Pour tout reel t > 0, on a 
d(ta , F) = td(a i F) = tr 9 F etant un sous-espace vectoriel, et il en resulte que 
d(tciy F) > M pour t suffisamment grand, ce qui contredit la propriete etablie 
ci-dessus. Q.E.D. 

Le theoreme de Riesz montre que les seuls espaces normes ou les parties rela- 
tivement compactes sont les parties bornees, sont les espaces de dimension finie. 
Dans un espace norme de dimension infinie, toute partie relativement compacte est 
bornee, mais il y a toujours une condition supplemental a “decouvrir”pour carac- 
teriser les parties relativement compactes. Par exemple, X etant un espace compact 
et F un espace norme, munissons 1’ espace C U (X;F) des fonctions continues de 
X dans F de la topologie de la convergence uniforme : cette topologie peut etre 
definie par la norme ||/|| = max^x ||/(^)||- Le theoreme d’Ascoli (theoreme 
2.34.5) caracterise les parties relativement compactes de cet espace. Lorsque F 
est de dimension finie, ce sont les parties bornees et equicontinues : la condition 
supplemental est ici Tequicontinuite. 

Il faut bien se garder de croire que la situation est identique dans un e.l.c. : il 
existe des e.l.c. separes de dimension infinie ou une partie est relativement com- 
pacte si, et seulement si, elle est bornee (exercice 3.7.4). Ceci n’est nullement 
contradictoire avec le theoreme de Riesz ; dans un tel espace, aucun voisinage de 
0 n’est borne d’apres la proposition 3.7. 1 . 

Exercice 3.7.4 Soit X un ensemble, montrer qu’une partie A de £F 5 (X; K) est relativement com- 
pacte si, et seulement si, elle est bornde. 

Corollaire 3.7.5 Un e.l.c. separe est locale ment compact si, et seulement si, il est 
de dimension finie. 

Preuve La topologie d’un e.l.c. localement compact peut etre definie par une 
norme d’apres la proposition 3.7.1 et on conclut grSce au theoreme precedent. 

Q.E.D. 
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Corollaire 3.7.6 Dans un e.l.c . separe de dimension infinie, les parties compactes 
sont sans point interieur. 

Preuve Supposons que K soit un compact d’ interieur non vide, alors K est un 
voisinage compact de l’un quelconque de ses points intdrieurs et, par translation, 
on obtient un voisinage compact de l’origine et E est done necessairement de 
dimension finie. Q.E.D. 

Exercice 3.7.5 Soient E un espace normg, F un sous-espace vectoriel de dimension finie et a un 
point de E. Montrer qu’il existe un point x e F tel que \\a — x\\ = d(a , F). Ce point x est-il unique ? 

Exercice 3.7.6 Montrer qu’un espace normd est de dimension finie si, et seulement si, sa sphere 
unitd est compacte. 

Exercice 3.7.7 Soit E un e.l.c. 

1 . Soient a e E et B une partie fermde tels que a 0 B. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 
tel que (a + V) D (B + V) = 0. 

2. Soient A une partie compacte et B une partie fermde, A et B £tant disjoints. 

a. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 tel que An (B + V) =0 [raisonner par l’absurde 
et utiliser la base de filtre ( B + V) v G v(0)] 

b. En ddduire qu’il existe un voisinage V de 0 tel que {A + V) fl (B + V) =0. 

Dans un espace metrique, la precompacite est un outil particuli&rement utile, 
le theoreme 2.33.4 constituant une caractdrisation des parties compactes. Dans le 
cadre des e.l.c., la definition des parties precompactes est la suivante. 

Definition 3.7.2 Une partie A d’un e.Lc. E est dite precompacte si, pour tout 
voisinage V de 0, il existe une famille finie d* elements de E telle que 

Ac^+n 

Dans cette definition, on peut se contenter de voisinages V appartenant a un 
syst&me fondamental de voisinages de 0 ; en particulier, en prenant des voisinages 
ferm^s, on constate que l’adherence d’une partie precompacte est precompacte. 

Lorsque E est un e.l.c. metrisable dont la topologie est definie par une distance 
invariante par translation, cette definition coincide avec la definition 2.33.1 de la 
precompacite dans un espace metrique. En effet, dans la definition 3.7.2, on peut 
se limiter aux voisinages V de la forme V = i?'(0,£) ou e > 0 ; la distance 
etant invariante par translation, on a Xi + B\ 0,£) = B^x^e) et dire que A 
est precompact signifie exatement qu’il existe un recouvrement fini de A par des 
boules de rayon e. 

Le theoreme 2.33.4 se generalise alors comme suit. 

Theoreme 3.7.7 Dans un e.Lc. separe et complet, une partie est compacte si, et 
seulement si, elle estfermee et precompacte. 

Preuve Dans un espace separe, une partie compacte est fermee. Montrons qu’une 
partie compacte A est precompacte. Soit V un voisinage de 0, A etant compact, 
le recouvrement ouvert ( x + V) x€ a contient un sous-recouvrement fini, ce qui 
prouve le resultat voulu. 

Reciproquement, soit A une partie fermee et precompacte, montrons que tout 
ultrafiltre U sur A converge dans A. Verifions d’abord que IX, en tant que base de 
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filtre sur E y est de Cauchy. Soit ||*||.; 1’une des semi-normes definissant la topologie 
de E , prenons V = B[{ 0,e) ; alors, d’apres la precompacite de A , il existe une 
partie finie B de E telle que 

A= (J AnB'(b;e); 

b€B 

il existe done (corollaire 2.32.2) b G B tel que M = A fl B[{b\ e) G 'll et, vu que 
diam.;M < 2e, ceci prouve que It est une base de filtre de Cauchy sur E. L’ espace 
E etant complet, cette base de filtre converge et sa limite a appartient h A vu que 
A est ferm£ ; il en resulte que It converge vers a dans le sous-espace A et ceci 
prouve que A est compact. Q.E.D. 


3.8 Partie convexe 

Nous avons deja donn£ la definition d’un ensemble convexe (paragraphe 3.2). On 
peut preciser cette definition de la fagon suivante. 

Proposition 3.8.1 Soit C une partie convexe d’un espace vectoriel E et soient 
(xi)i£i une famille finie d’elements de C et (A i) ie i une famille de nombres 
reels > 0 telle que ^ = alors la combinaison lineaire , dite combinai- 
son convexe , Yliei ^ iXi appartient a C. 

Preuve On raisonne par recurrence sur le nommbre d’ elements de J, la propriete 
etant trivialement verifiee lorsque I est reduit a un element. Supposons la proposi- 
tion demontree lorsque Card I = n, ou n > 1, et demontrons la lorsque I admet 
n+1 elements. On peut supposer/ = [l,n+l] ; considerons alors la combinaison 
convexe x = J2?=i ^ i x % 0 & A n + 1 ^ 1 (sinon x = x n +i) ; posons A = ^ 

alors le point y = A -1 Q3?_i A iXi) appartient a C d’apres l’hypothese de recur- 
rence et le point x = Ay + A n+ ix n+ i appartient h C d’apres la convexite de C . 

Q.E.D. 

La definition meme d’un ensemble convexe montre que l’intersection d’une 
famille quelconque de convexes est convexe. Etant donne une partie A d’un espace 
vectoriel, il existe done un plus petit ensemble convexe contenant A qu’on appelle 
Penveloppe convexe de A et que nous noterons T(A), 

Proposition 3.8.2 Soit A une partie d’un espace vectoriel E, I’enveloppe convexe 
de A est egale a l’ ensemble des combinaisons convexes d’ elements de A. 

Preuve Notons C l’ensemble des combinaisons convexes d’dlements de A. Il est 
clair que A C C C T(A). Il s’agit done de d&nontrer que C est convexe. Soient 
x,y G C, ces points peuvent done s’ecrire x = ^2 ieI A ^ et y = Yljej HVj °u 
/ et J sont finis, G A, A if fij > 0 et ^2 ieI A* = 1, J2jeJ Soient 

A, p, > 0 tels que A + p, = 1, on a alors 

\x + ny = Yl AA iXi + ^2 WjVj 
i€l j€J 
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ou ^ i + J2je j Wj = 1» ce qui prouve que Xx + py appartient a C, qui est 
done convexe. Q.E.D. 

Lorsque l’espace est de dimension finie, on peut preciser ce resultat de la fagon 
suivante. 

Proposition 3.8.3 Soit A une partie d’un espace vectoriel de dimension reelle n, 
alors I’enveloppe convexe de A est egale a V ensemble des combinaisons convexes 
de la forme ^i x i> x i e A - 

Preuve Un element x de T(^4) peut s’ecrire comme une combinaison convexe de 
la forme x = Ya= i K' x u x i € A ; si p est strictement plus grand que n + 1, nous 
allons demontrer que x peut s’&rire comme une combinaison convexe de p — 1 
Elements de A : ceci demontrera la proposition. 

Supposons done p > n + 1 ; alors les p - 1 vecteurs ( Xi - £p)i<*<p-i sont 
lies : il existe une relation de liaison de la forme a i( x i ~ x p) = 0 ou les 
ai ne sont pas tous nuls. On en deduit une relation de la forme P% x i = 0 ou 
les Pi ne sont pas tous nuls et XX= i A = 0. II existe au moins un indice i pour 
lequel Pi > 0 et, en modifiant £ventuellement la num^rotation, on peut supposer 
P p > 0 et A p /P p < Xi/Pi pour tous les p. t > 0. On peut alors ecrire x comme 
la combinaison convexe x = “ ( P%/Pp)X p )xi : les coefficients sont en 

effet positifs d’aprfes le choix de l’indice p et de somme 1 vu que A = ~Pp • 
Ceci prouve la proposition. Q.E.D. 

Lorsque E est un e.l.c., on notera d’abord la 
Proposition 3.8.4 Dans un e.l.c. E, V adherence d’un convexe est convexe. 

Preuve Considerons Tapplication f t : (x, y) £ E x E tx + (1 — t)y G E ou 
0 < t < 1. Dire qu’un ensemble C est convexe signifie que 
ft(C x C) C C pour tout 0 < t < 1. 

La continuite de f t implique alors que ft{CxC) c C et ceci prouve que C est 
convexe. Q.E.D. 

Exercice 3.8.1 Soit C une partie convexe d’un e.l.c. E. 

1. Soient x E C,y G C, montrer que tout point z du segment ouvert ]x, y[> e’est-^-dire de la 

forme z = tx + (1 - t)y avec 0 < t < 1, appartient h C [utiliser l’homothdtie de centre y qui 
transforme x en z\. ^ 

2. Montrer plus g^ndralement que ce rdsultat subsiste pour x e C et y e C [si k : E ^ E est 
Phomothdtie de centre z qui transforme x en y , montrer qu’il existe a E C tel que k(a) E C, puis 
utiliser 1.]. 

3. Ddduire de 1. que C est convexe. 

4. On suppose C non vide, montrer que C = C [montrer que tout point adherent a C est adherent 
h C en utilisant 2.] et que C = C [soient x € C, Bj(x\r) une boule ouverte contenue dans C, 
montrer que cette boule rencontre C et, si y E Bj(x\ r) D C, utiliser le sym£trique par rapport & x de 
ce point y], 

Exercice 3.8.2 Soient C une partie convexe ouverte non vide d’un e.l.c. E et / : C -> M une 
fonction convexe. 

1. Montrer que / est continu si, et seulement si, il existe un ouvert non vide O C C tel que / soit 
majord sur O [pour ddmontrer que la condition est suffisante, verifier que / est continu en tout de point 
de O et que / est majors au voisinage de tout point de C]. 
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2. Si E est de dimension finie, montrer que toute fonction convexe (ddfinie sur un ouvert convexe 
non vide) est continue. 

Si A est une partie d’un e.l.c. E , T(^4) est done le plus petit ensemble convexe 
ferme contenant A : on l’appelle l’enveloppe convexe fermde de A. 

Si A est ferme, son enveloppe convexe n’est pas necessairement fermde : par 
exemple, dans M 2 , le ferm 6 {(x, y) G R 2 ; x > 0 et |y| > 1/x} a pour enveloppe 
convexe le demi-plan {(x, y) G M 2 ; x > 0} qui n’est pas ferme. 

On a par contre le resultat suivant. 

Proposition 3.8.5 Dans un e.l.c. separe de dimension finie, l’ enveloppe convexe 
de tout compact est compacte. 

Preuve Notons n la dimension de l’espace E en tant qu’espace vectoriel sur R et 
soit K un compact de E. La proposition 3.8.3 montre que r(AT) est l’image du 
compact A x I< n+1 par l’application continue 

71+1 

(A,x) G M n+1 x E n+1 i-+ A iXi G E oil x = (x<)i<t<„+i 


A — {A G R n+1 ; Xi > 0 et ^ A* = 1}, A = (Ai)i<i< n +i. 

i= 1 

L’espace E etant separe, ceci prouve que r(/C) est compact. Q.E.D. 

Corollaire 3.8.6 Dans un e.l.c. separe , /’ enveloppe convexe de toute partie finie 
est compacte. 

Preuve Soit A une partie finie, alors r(A) est contenu dans le sous-espace vec- 
toriel F engendre par A ; A est une partie compacte de ce sous-espace separe de 
dimension finie, done T(A) est une partie compacte de F d’apres la proposition 
precedente, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

La proposition 3.8.5 ne subsiste pas dans un e.l.c. de dimension infinie. On a 
cependant la 

Proposition 3.8.7 Dans un e.l.c. separe E, V enveloppe convexe de toute partie 
precompacte est precompacte. 

Preuve Notons (||#||i)i e / une famille de semi-normes definissant la topologie de 
E. Soient A une partie precompacte, e > 0, V = Bj( 0; e) un voisinage de 0, alors 
il existe une famille finie (oikei d’elements de E telle que 
A C UteAat + V). 

Montrons que T(A) C T(B) + V ou B designe l’ensemble fini 
B = Un point x de T(A) peut s’ecrire 

X= ^ ^ Xi jiCLi + Xij) 

(ij)eixJ 

oi) J est fini, A iy j > 0, Yl(i t j)eixJ = 1 et %i t j € V; posons 
A i = YljeJ on a alors x = y + z oxxy = ^2 i£l A^a* appartient a T(B) 
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et z = J2(ij)eixj appartient a V, vu que V est convexe. Ceci prouve 

1’ inclusion annoncee. 

D’apres le corollaire pr£c£dent, T(B) est compact, done prdcompact ; il existe 
une partie finie C de E telle que T(B) c |J cGC (c + ^)> 

r(A)c (Jte + K + tO; 

c£C 

posons W = Bj( 0; 2e), on a alors V + V C W, d’ou 

r(A)c \J(c + w) 

cec 

et ceci prouve que T(A) est pr&ompact, 1’ ensemble de ces W formant un systeme 
fondamental de voisinages de 0. Q.E.D. 

L’ adherence d’un ensemble pr^compact etant precompacte, on en d&luit, grace 
au theoreme 3.7.7, le 

Corollaire 3.8.8 Dans un e.l.c. separe et complet , Venveloppe convexe fermee 
T (K) de tout compact K est compacte. 


3.9 Topologie de la convergence uniforme 

La topologie de la convergence uniforme permet de donner de tres nombreux 
exemples d’e.l.c. ; nous allons done £tudier cette topologie dans un cadre assez 
general. 

On se donne un ensemble X, une famille non vide A de parties non vides de 
X et un e.l.c. F dont la topologie est ddfinie par une famille (||•||t)<€/ 
semi-normes. Nous noterons 3^a(X\F) l’ensemble de toutes les applications 
f : X F telles que f(A ) soit une partie born£e de F pour tout A € A, au- 
trement dit, telles que 

pour tout i G I et tout A G A, sup \\f(x)\\i < oo. 

Remarquons d’abord que J&^X; F) est un sous-espace vectoriel de l’espace vec- 
toriel J(X; F) de toutes les applications de X dans F : on a, en effet, dans R+ 

sup ||A/(x) + fig{x)\\i < |A| sup ||/(rr)||i + M sup ||s(x)||<, 

x€A x£A x£A 

pour tout A, p e K et /, g G J(X; F). 

On munit cet espace vectoriel de la famille de semi-normes 
(3.9.1) ||/|| M = sup 11/(2011* ; 

x€A 

la topologie d’e.l.c. ainsi definie sur ^^(XjF) est appelee topologie de la A- 
convergence ou topologie de la convergence uniforme sur tout ensemble de A. Si 
on remplace la famille de semi-normes (||*|U)ie/ P ar tine famille de semi-normes 
equivalente, l’espace ^^(X; F) reste le m6me (car la notion de borne ne depend 
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(3.9.2) 


(3.9.3) 


que de la topologie de F ) et la famille de semi-normes (3.9.1) est remplacee par 
une famille dquivalente comme le montre le corollaire 3.3.4 : autrement dit, la 
topologie de la .A-convergence ne depend que de la topologie de F. 

Si un filtre ou une suite converge pour cette topologie, on dit qu’il converge 
uniformdment sur tout ensemble de A. Explicitons ces notions de convergence ; 
d’apres (3.2.5), une base de filtre 23 converge vers / si 

( (Vi € J)(Vj 4 € -A)(Ve > 0)(3B G B)(Vp) 

1 { 9 £B=s> sup^ ||/(a:) - 5 (x)||i < e ) ; 
une suite ( f n ) converge vers / si 

f (Vi G J)(VA G yi)(Ve > 0)(3 n G N)(Vp € N) 

X (p>n=> ||/(x) - f p (x)\\i < e), 

autrement dit, si la suite (sup x€A ||/(rr) — / n (x)||i) converge vers 0 pour tout i G I 
et tout A G A. 

On peut comparer la topologie de la ^-convergence et la topologie de la conver- 
gence simple. 

Proposition 3*9.1 Si A est un recouvrement de X, la topologie de la A-conver- 
gence est plus fine que la topologie induite sur 5b t A(X; F) par la topologie de la 
convergence simple . 

Preuve Soit \\f\\i iX = \\f( x )\U> x € X,i e I 9 l’une des semi-normes ddfinissant 
la topologie de la convergence simple ; il existe A G A tel que x G A, d’oii 
\\f\\i,x < II/IIm et ceci prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

La topologie de la convergence simple etant s^paree lorsque F est s^pard, on 
en d^duit le critere de separation suivant. 

Corollaire 3.9.2 Si A est un recouvrement de X et si F est separe, la topologie 
de la A-convergence est separee. 

Notons le theoreme important. 

Theoreme 3.9.3 Si F est complet, Vespace F) est complet. 

Preuve Soit J un filtre de Cauchy sur F ), c’est-a-dire vdrifiant (definition 

3.4.1) 

f (VieI)(VAeA)(Ve>Q)(3Me J) 

\ (V/ G M)(V 5 G M)(sup X £ A II /(*) - »(*)«* < e). 

Pour tout x G X, considerons 1* application 

pr,:/GJ M (I;F)H/(x)GP; 

lorsque x G (Ja€./i (3.9.4) montre que pr x (3 r ) est une base de filtre de Cauchy 

sur F qui converge done, l’espace F etant suppose complet ; notons fo(x) un point 
limite de pr x (3) ; on definit ainsi une application /o sur \J AeA A, qu’on prolonge 
de fagon arbitraire a X en une fonction que nous notons encore / 0 . D’apres (3.9.4) 
et le principe du prolongement des inegalites, on a 

(Vi € 7)(WL G A ) > 0)(3 M G S)(V/ € M)(sup ||/(*) - / 0 (®)|| < < e) 

xeA 


(3.9.4) 
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et ceci prouve d’une part que f - fo appartient & F), done /o egalement, 

d’ autre part que le filtre *5 converge vers /o, ce qui prouve le thdoreme. Q.E.D. 
Lorsque X est un espace topologique, on note 

e M (X; F) = e(X; F) fl f) 

le sous-espace vectoriel des fonctions continues et bornees sur tout ensemble de 
A ; on munit cet espace de la topologie d’e.l.c. induite par celle de F ) ; 

si F est separe et si A est un recou vrement de X , cet espace Gb,A (X ; F) est separd 
(corollaire 3.9.2). En outre, on a la 

Proposition 3.9.4 Soit X un espace topologique, le sous-espace C&^XjF) est 
ferme dans l f espace ^^(X; F) si X satisfait a I'une des proprietes suivantes 

1. La famille {A)a£A est un recouvrement de X. 

2. X est a base denombrable de voisinages et, pour tout a E X et toute suite 
(x n ) de X convergente vers a, il existe A e Ate l que 

oo 

{a}U lj{x n } C A. 

71=0 

Si F est comp let, V espace Gb,A{X',F) est alors complet. 

Preuve Soit / E un point adherent & e& )t /i(X;F) ; montrons que / 

est continu en tout point a E X. Pour tout i E /, tout e > 0 et tout A E A, il existe 
g € F) tel que sup xeA ||/(x) - ff(x)||* < e. 

Lorsque X verifie 1., il existe un A € A qui est un voisinage de a ; d’apres la 
continuity de g , il existe alors un voisinage V C A de a tel que 

||^(x) - p(a)||i < e pour x E V, 

d’ou 

||/(x) - f(a)\\i < ||/(x) - 5 (x)||i + ||fl(x) - g(a)\\i + ||^(a) - /(a)||* < 3e 
pour tout x E V, et ceci prouve la continuity de / au point a. 

Lorsque X verifie 2., soit ( x n ) une suite de X convergeant vers a et soit A un 
ensemble de A contenant {a} U U^Lo^n} ; on a alors 

||/(a) - p(a) ||i < e, ||/(x„) - 5 (x n )||i < e pour tout n 
et, la fonction g etant continue au point a, il existe n G N tel que 
|| 5 (x p ) - g(a) ||i < e pour tout p > n, 

d’ou 

II/( x p) — f( a )\\i < ll/( x p)-5( x p)lli + ll5( x p)-5(a)lli + l|p(a)-/(o)||i < 3e 
pour toutp > n et ceci prouve que la suite ( f(x n )) converge vers f(a) ; la fonction 
/ est done continue au point a (corollaire 2. 12.4). Q.E.D. 

Voici quelques cas particuliers de la situation precedente. 

Le premier exemple concerne la topologie de la convergence simple ; cette to- 
pologie est en effet une topologie de ^-convergence. Prenons pour ensemble A 
l’ensemble des parties reduites a un element ; l’espace F) est alors l’es- 

pace 3{X\ F) de toutes les applications de X dans F et les semi-normes (3.9.1) 
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(3.9.6) 

(3.9.7) 

Lorsque F, 


s’ecrivent \\f\\i tX = ||/(^)||i avec x G X, i G I ; ces semi-normes sont bien les 
semi-normes qui definissent la topologie de la convergence simple sur 5F(X;F). 
Ceci ne nous apprend rien de nouveau sur cette topologie. 

Voici un second exemple tr&s important. Si A = { X }, l’espace ^^(XjF) 
est alors l’espace de toutes les applications bornees que nous noterons jF^X; F) 
ou /°°(X; F) ; la famille de semi-normes (3.9.1) s’ecrit 

(3.9.5) H/lli = sup ||/(x)||*, o iiiel 

xGX 

et la topologie correspondante s’appelle topologie de la convergence uniforme. Si 
une base de filtre $, ou une suite (/ n ), converge vers / pour cette topologie, on dit 
qu’elle converge uniformement : ceci signifie que 

(Vz G I) (Ve > 0)(3 B G 2)(Vs) 

(geB=> sup x€X ||/((x) - if(x)||j < e) ; 

(Vi £ I)(Ve > 0)(3n € N)(Vp € N) 

(P > n => sup x€X ||/(x) - f p (x)\\i < e). 

, est un espace norme, la famille (3.9.5) se reduit a la seule 
norme, appelee norme de la topologie de la convergence uniforme, 

(3.9.8) ||/|| = sup ||/(x)||, 

xGX 

et Tespace Jb(X;F) est done un espace norme. 

Les proprietes generates des topologies de la ^-convergence permettent d’6non- 
cer le 

Theoreme 3.9.5 Si I’e.l.c. F est separe ( resp . met r is able, comp let), r espace 
3^(X; F) muni de la topologie de la convergence uniforme est separe (resp. me- 
trisable, complet). Si F est un espace de Frechet (resp. un espace de Banach ), 
l* espace 9t>(X; F) est un espace de Frechet (resp. un espace de Banach). 

Preuve Lorsque F est metrisable, l’ensemble I peut etre suppose denombrable et 
la famille (3.9.5) est alors denombrable ; il en resulte que l’espace 3&(X;F) est 
metrisable. Q.E.D. 

Note Lorsque l’espace F est un espace metrisable dont la topologie est ddfinie par 
une distance invariante par translation, l’espace Sb(X; F) ne coincide pas en ge- 
neral avec T espace note de la meme fagon qui a ete defini au paragraphe 2.27 : la 
notion d’ensemble borne utilisee ici est relative a une famille de semi-normes de- 
finissant la topologie de F. Par contre, lorsque F est un espace norme, la distance 
d(/,<y) = suPxex \\f( x ) ~ 9( x )\\ associee a la norme (3.9.8) coincide avec la 
distance d\ definie par la formule (2.27.1) et done dans ce cas les espaces etudies 
sont les memes. 

Exercice 3.9.1 Soit X un ensemble, on considere sur l’espace r S(X\ IR) la topologie de la conver- 
gence uniforme 7 U , topologie associde h la distance d 2 ddfinie en (2.27.2). 

1. On suppose qu’il existe une fonction / G J(X;R) non bornde (ceci signifie simplement que 
l’ensemble X est infini). Determiner la topologie induite sur la droite engendrde par f par la topologie 
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2. En ddduire que sur un sous-espace vectoriel E C 5(X\ R) la topologie 7 U est une topologie 
d’e.v.t. si, et seulement si, E est un sous-espace vectoriel de l’espace r J b (X;R) de toutes les fonctions 
borndes. En particular, la topologie de la convergence uniforme sur l’espace des fonctions continues 
C(M; R) n’est pas une topologie d’e.v.t. 

Exercice 3.9.2 Soit E un espace normd / {0}, on considdre l’espace J b (E\ R) muni de la norme 
de la topologie de la convergence uniforme notde ||*|| et l’application f : E -* $ b {E\ R) ddfinie 
ainsi : soit x € E, f(x) : E -> R ddsigne l’application y \\x — y\\ — ||y||. Montrer que /( 0) = 0, 
|| f(x) — f(x') || = \\x — x'|| pour tout x, x' E E, mais que / n’est pas lindaire (cf. exercice 3.3.5). 

Lorsque X est un espace topologique, on note 

e b (X- i F) = e(X;F)n? b (X;F) 

le sous-espace vectoriel des fonctions continues et born^es ; on munit cet espace 
de la topologie d’e.l.c. induite par celle de 7 b (X\F) ; cet espace est done s^pare 
(resp. m^trisable) lorsque F est sdpard (resp. metrisable). D’apr&s la proposition 
3.9.4, on a en outre la 

Proposition 3.9.6 Le sous-espace G b (X\F) estferme dans 7 b (X\F). 

Corollaire 3.9.7 Si F est comp let, G b (X] F) est complet. SI F est un espace de 
Free he t (resp. un espace de Banach ), G b (X; F) est un espace de Frechet (resp. un 
espace de Banach). 

Remarque 3.9.1 Lorsque X est un espace compact et F separe, toute fonction 
continue / : X -¥ F est bornee, car f(X) est compact done borne ; dans ces 
conditions, on a done C b (X;F) = G(X;F). 

Exercice 3.9.3 Polyndme de meilleure approximation Soit E = Q u ([a, 6]; R) l’espace de Banach 
des fonctions continues / : [a, b] — > R pour la norme de la topologie de la convergence uniforme 

11/11= max\f(x)\. 

a<x<b 

On note E n le sous-espace vectoriel des polynomes de degrd < n. Un polyndme P E E n est appeld 
un polyndme de meileure approximation si 

,f ~ p]l = A ll/_QI1 ' 

Cet exercice a pour objet de prouver l’existence et l’unicitd du polyndme de meilleure approximation. 

L’existence rdsulte de l’exercice 3.7.5. Quant h l’unicitd, on proeddera de la fagon suivante. On 
peut supposer que f g E n e t on pose g = f — P, P dtant un polyndme de meilleure approximation. 

1. On construit une suite de points a < xq < x\ <...< rr n+ i < b telle que 

g(xi) = (-l) z £||p||, pourO < i < nobe = ±1 


en posant 

xo = min{x E [a, 6] ; |^(«)| = ||p||}, 

puis, pour 0 < i < n, 

Xi+i = min{* e]xi,b ] ; g(x) = -g(xi)}. 

On notera que Xi+i n’est bien ddfini que si l’ensemble {x E ]xi, b ] ; g(x) = —g(xi)} est non vide. 
II s’agit done de verifier d’abord que la construction prdeddente est possible. Quitte a changer f et P 
en -/ et -P, done g en - g , on peut supposer 0 ( 20 ) > 0 done e = let g(x 0 ) = ||p||. 

a. Montrer que a < xq < b [si xq = 6, il existe <5 > 0 tel que — H 0 II + <5 < g(x) < ||^|| pour 
a<x <b ; si Q = P + 6/2 , verifier que ||/ — Q|| < \\g\\]. 
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b. On montre ensuite que x\ est bien ddfini. Si l’ensemble {x E]®o,b] ; g(x) = — <K#o)} 
est vide, g(x) > — ||#|| pour x > xo, d’ou — ||g|| < g(x ) < \\g\\ pour tout a < x < b d’aprfcs la 
definition de xo et le raisonnement de a. permet de conclure. 

c. On peut construire ainsi des points a?o, . . . ,x m tels que a < xo < x\ < . . . < x m < b 
et, ou bien a i m = b, ou bien l’ensemble {x € ]a; m , 6] ; g(x) = —g(x m )} est vide et il s’agit de 
ddmontrer que m > n + 1. on raisonne par l’absurde : on suppose 1 < m < n. On construit des 
points & tels que 

a < £0 < fl < Xi < . . . < < Xm < b 

en posant 

& = max{? 6 [xi-uxi ] ; g(£) = 0}. 

On pose 

m 

Q(x) = (— l) m (a? — £i) E Em c E n \ 

i= 1 

montner que, pour 6 > 0 suffisamment petit, 

\\f-(P + 6Q)\\ = \\g-6Q\\<\\g\\. 

A cet effet, on vdrifie que, pour 5 > 0 suffisamment petit, \g(x) — <5Q(x)| < ||</|| sur chacun des 
intervalles [a, £i], [&,{<+i] (1 < i < m - 1) et fc m ,6]. 

Sur l’intervalle [a,£i], noter que g(x o) — 6Q(x o) > 0 si 6 > 0 est suffisamment petit, soit 
yo € [a, £i] tel que 

g{y o) - 8Q(yo) = max (g(x) - 6Q(x )), 

a<x<^i 

montrer que (g(x) - 6Q(x)) < g{yo) < ||^|| ; noter ensuite qu’il existe rj > 0 tel que 

g(x) > Hltfll +r/sur [a,^i]eten ddduire que min a < x < €l (p(®) - SQ(x)) > -|MI + rj/2 pour 
b > 0 suffisamment petit, et conclure sur cet intervalle. Procdder de meme sur les autres intervalles. 

2. On suppose qu’il existe deux polynbmes de meilleure approximation Pi, P 2 € E n . Montrer 
que tout polynbme P e [Pi, P 2 ] est encore un polynbme de meilleure approximation. Grace a 1., en 
ddduire que 

£(/(*<) - = ±11/ - i’ll 

et conclure. 

On suppose toujours que X est un espace topologique et on prend pour en- 
semble A l’ensemble X des parties compactes non vides de X ; la topologie de la 
3C-convergence sur l’espace S^ocCX; F) est appelee topologie de la convergence 
compacte ; elle est d^finie par la famille de semi-normes 

(3.9.9) ll/lk* = sup ||/(a?)|| <> ieI,KeX. 

x€K 

Lorsque F est separe, la topologie de la convergence compacte est sdparee d’apres 
le corollaire 3.9.2, car tout point de X est compact. Voici un critere simple de 
metrisabilitd. 

Proposition 3.9.8 Si F est metrisable et s' il existe une suite ( K n ) de compacts de 
X telle que tout compact de X soit contenu dans l * un des K n , l ’ espace Jb/x (X ; F) 
est metrisable. Si F est un espace de Frechet , l* espace jF^^X; F) est alors un 
espace de Frechet. 

Preuve On peut en effet supposer denombrable V ensemble /, la famille de semi- 
normes (3.9.9) est alors equivalente a la famille denombrable 

\\f\\i,K n = sup ||/(x)||i, i <E I, n € N, 

x£K 1L 
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et ceci permet de conclure. Q.E.D. 

Note On notera que tout ouvert X de R 71 vdrifie les hypotheses de cette proposi- 
tion. 

Lorsque F est s£par£, toute fonction continue / : X — > F est bornde sur 
tout compact : l’espace G(X\F) est done un sous-espace vectoriel de Tespace 
(X)F) y on munit ce sous-espace de la topologie de la convergence compacte 
et on le note alors G C (X ; F). Cet espace est sdpare ( F est sdpare) et il est metrisable 
sous les hypotheses de la proposition 3.9.8. Vu la proposition 3.9.4, on a la 

Proposition 3.9.9 Soit F un e.l.c. separe, on suppose que X est locale ment com- 
pact ou bien que X est separe a base denombrable de voisinages, alors le sous- 
espace G C (X; F) est ferme dans Jb/x^X] F). Ce sous-espace est done complet si 
on suppose en outre F complet 

Preuve Si X est localement compact, tout point admet un voisinage compact et la 
propria 1. de la proposition 3.9.4 est vdrifiee. 

Si X est separe h base denombrable de voisinages, soit ( x n ) une suite conver- 
gente de X et de limite a ; Tespace X etant separe, l’ensemble 
if = wuur=oW est compact (exemple 2.31.1) et la propriete 2. de la pro- 
position 3.9.4 est veriftee. Q.E.D. 

Lorsque F est un espace de Frechet et lorsque X vdrifie les hypotheses des 
propositions 3.9.8 et 3.9.9, Tespace G C (X;F) est un espace de Frechet. On en 
d£duit en particulier le rdsultat suivant. 

Corollaire 3.9.10 Soient Q, un ouvert de R n et F un espace de Frechet, alors 
V espace G C (Q.\ F), muni de la topologie de la convergence compacte, est un espace 
de Frechet. 

Remarque 3.9.2 Lorsque F est un espace normd, la topologie de la convergence 
compacte de ces espaces G c (ft; F) n’est pas une topologie d’espace normd (bien 
entendu, si Q ^ 0 et F ^ {0}). En effet, montrons que tout voisinage de 0 contient 
un sous-espace vectoriel ^ {0}. On peut supposer ce voisinage V de la forme 
{/ € C c (Q; F) ; sup^ir ||/(a;)|| < e} ou K est un compact de Q et e > 0 ; soit 
/o : Q — > R une fonction continue nulle sur K et non identiquement nulle (par 
exemple, la fonction x d(x, K)) et soit yo 6 F - {0}, alors ce voisinage V 
contient le sous-espace vectoriel engendr^ par la fonction x i-» fo(x)yo ♦ 

Exercice 3.9.4 Soient X un espace compact, E = e n (X;M) Tespace de Banach des fonctions 
continues pour la norme de la topologie de la convergence uniforme, ( x n ) une suite de points de 
X et Y^=o a n une sdrie absolument convergente de nombres rdels. Pour tout / G E, on pose 
T{f) = o a n f(x n )- Montrer que T est une forme lindaire continue sur E de norme l fl n|- 

Exercice 3.9.5 Etant donnd un espace topologique X et un e.v.t. E , le support d’une fonction 
/ : X — > E est par definition T adherence de Tensemble {a: E X ; f(x) ^ 0} : cette definition 
est cohdrente avec celle donnde au paragraphe 36 pour des fonctions h valeurs rdelles. 

On note &q(X\E) Tensemble de toutes les fonctions continues de X dans E dont le support est 
compact et co{X\ E) l’ensemble des fonctions continues / : X — > E qui tendent vers 0 & Tinfini, 
e’est-a-dire telles que 
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{ pour tout voisinage V de 0 dans l’espace E, il existe un compact K C X tel 
que f(X - K) C V. 

1. On suppose que respace X est sdpard et que E , (|M|t)t€/> est un e.l.c. sdpard. Montrer que 
cq(X]E) est un sous-espace vectoriel ferme de l’espace G b (X\ E) muni de ia topologie de la conver- 
gence uniforme et que Copf; E) est un sous-espace vectoriel de co{X; E). 

2. On suppose que X est un espace localement compact et que E est un espace normd. Montrer que 
l’espace Co(X; E) est dense dans l’espace co(X\ E) pour la topologie de la convergence uniforme 
[utiliser le corollaire 2.36.6], 

Exercice 3.9.6 Soient I un ensemble et E un espace normd, on note co(/; E) l’ensemble des fa- 
milies x = ( Xi) ie j d’dldments de E telles que 

pour tout e > 0, il existe une partie finie J C I telle que ||a?j || < e pour tout i E I — J. 

On munit / de la topologie discrete. 

1 . Montrer que l’espace co(/; E) coincide avec l’espace notd de la meme fagon ddfini a l’exercice 
3.9.5. L’espace co(I;E) est un sous-espace fermd de l’espace l°°(I\E) et on peut done munir ce 
sous-espace de la norme \\x\\ = sup i€/ \\xi\\. Si E est un espace de Banach, co(/; E) est un espace 
de Banach. 

2. Soit I = I U {cj} le compacted d’Alexandroff de I, on note F l’ensemble des fonctions 
continues / ^ I -> E telles que f(u) = 0. Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermd de 
l’espace G U {I\ E) muni de la topologie de la convergence uniforme. 

3. Si f : I — > E est une application de / dans E , on note / : I — ► E l’application prolongeant / 
telle que f(uj) = 0. Montrer que l’application / »-> / induit une isomdtrie lineaire de co(/; E) sur F. 

4. On note pi l’application x = ( Xi) ie j x± ; verifier que cette application de co(/; E) dans E 
est lindaire et continue. Montrer qu’ une partie A de co (/; E) est relativement compacte si, et seulement 
si, 

a. Pi{A) est relativement compact dans E pour tout i e /, 

b. pour tout e > 0, il existe une partie finie J de I telle que ||xi|| < £ pour tout i G I — J et 
tout x e A 

[utiliser le thdordme d’Ascoli]. 

Exercice 3.9.7 Soient X un espace mdtrique, E un espace vectoriel normd et p, un nombre rdel tel 
que 0 < p < 1. On note G°>^(X; E) l’ensemble de toutes les fonctions f : X E /j-holddriennes, 
e’est-ti-dire telles qu’il existe une constante c > 0 telle que 

11/0*0 - f(y) || < cd{x,y pour tout x, y E X. 

1. Montrer que e 0,/x (A’; E) est un sous-espace vectoriel de l’espace G(X\E). 

2. Soit a 6 X, montrer que 

ll/ll. = ll/MII + sup - ^ ~ {^ )!l 

x^y d(x,yY 

est une norme sur G°^{X ; E) et que toutes ces normes 11*1^ sont dquivalentes lorsque a ddcrit X. 

3. Lorsque E est un espace de Banach, montrer que G°^{X\E) est un espace de Banach. 

4. Si X est un espace mdtrique bornd, montrer que G°^(X; E) C Gb(X; E) et que l’injection 
canonique est lindaire et continue lorsqu’on munit l’espace Qb{X\E) de la norme de la topologie de 
la convergence uniforme. 

Exercice 3.9.8 Soient X t Y des ensembles et F un e.l.c. On considdre la bijection 
$ ‘J(X x Y\F) — ► ‘5(X\ ^(Y; F)) qui a / € f J(X x Y\F) associe la fonction 
$(/) : x -> f(x, .) de X dans 'J(Y ; F). 

1. Soit A (resp. !B) un ensemble non vide de parties non vides de X (resp. Y), montrer que F induit 
un isomorphisme de l’espace f J btA xa5 (X x Y ; F) sur l’espace J btA (X ; ? b/B (y ; F)). En particular, 
® induit un isomorphisme de l’espace f J b {X xY,F) sur l’espace ^(X; ^(y-, F)). 
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2. Si X et Y sont des espace topologiques sdpards, en ddduire que $ induit un isomorphisme de 
l’espac e%(X x Y;F) sur l’espace f Jb,x(X;'Jb t x(Y\ F ))- 

Exercice 3.9.9 Soient X , Y des espaces topologiques et F un e.l.c. sdpard. 

1. Soit / E Q(X x Y,F ), montrer que l’application x i-> /(a;,*) de X dans C c (Y;F) est 
continue. 

2. Rdciproquement, on suppose Y localement compact ; soit / : X x Y — > F une application 
telle que, pour tout x E X> l’application f(x y •) : Y — > F soit continue, ainsi que l'application 
x f(x y •) de X dans C c (Y ; F), montrer alors que / est continu. 

3. On suppose X sdparg et Y localement compact, en ddduire que la bijection $ ddfinie h l’exercice 
3.9.8 induit un isomorphisme de l’espace C c (X x Y\F) sur Tespace e c (X; Cc(Y ; F)). 

Exercice 3.9.10 Soit X un espace localement compact ddnombrable a l’infini (exercice 2.35.10), 
montrer que dans l’espace de Frdchet 0 c (X;M) le sous-espace 6opf;R) des fonctions continues h 
support compact est partout dense. 


B - Espaces ^applications 
lineaires et continues 


3.10 Norme d’une application lineaire continue definie 
et a valeurs dans un espace norme 

Etant donne deux e.l.c. E et F, il est possible de definir diverses topologies d’e.l.c. 
sur l’espace £(E]F) des applications lineaires et continues de E dans F ; si A 
est un ensemble non vide de parties bornees de E , la proposition 3.7.2 montre 
que L(E;F) est un sous-espace de l’espace fy^EiF) ; on peut done munir 
£>(E ; F) de la topologie de la convergence uniforme sur tout ensemble de A ; on 
obtient ainsi une topologie d’e.l.c. sur C(E\ F). Les proprietes de ces topologies 
jouent un role fondamental dans l’etude de la dualite. 

Dans ce paragraphe, nous etudierons uniquement la situation la plus simple de 
deux espaces normes E et F, A etant 1’ ensemble de toutes les parties bornees de 
E ou, ce qui conduit a la meme topologie, l’ensemble reduit a la boule unite de E. 

Theoreme 3.10.1 Soient E et F des espaces normes , A l* ensemble des parties 
bornees de E et'B = {B} ou B = {x € E ; ||a:|| < 1 } est la boule unite de E. Sur 
£>(E\ F), la topologie de la A-convergence et la topologie de la *B- converge nee 
coincident avec la topologie definie par la norme 

(3.10.1) ll^ll = sup ||Tx||, T G L{E\F). 

xGB 

Si F est un espace de Banach , £{E; F) est alors un espace de Banach. En parti- 
cular, le dual (topologique) E' de tout espace norme est un espace de Banach. 

Preuve La topologie de la ^-convergence est definie par la famille de semi-normes 
T sup. cGA ||Ta:|| ou A decrit A ; quant a la topologie de la ^-convergence, 
elle est definie par la seule semi-norme (3.10.1) et elle est done moins fine que la 
topologie de la ^-convergence. Inversement, soit A une partie bornee de E ; alors, 
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A C £'((); r) avec r > 0, d’ou 

sup ||Tx|| < sup \\Tx\\ = r sup \\Tx\\ 

xeA xeB'(0,r) xeB 

d’apres la linearite de T et ceci prouve que la topologie de la ^l-convergence est 
moins fine que la topologie de la ^-convergence. Ces deux topologies coincident 
done sur £(E; F) ; on obtient ainsi une topologie separee sur £(E ; F) car la to- 
pologie de la ^-convergence est separee (corollaire 3.9.2) et il en resulte que la 
semi-norme (3.10.1) est une norme : l’espace £>(E\ F) est done muni d’une struc- 
ture d’espace norme. 

Montrons que £(F; F) est ferme dans l’espace Gb,A(E; F) ; cet espace etant 
complet lorsque F est un Banach (proposition 3.9.4), ceci prouvera que £(F; F) 
est alors un Banach. Soient x,y e E, A, // £ K, la topologie de la ^l-convergence 
etant plus fine que la topologie de la convergence simple (proposition 3.9.1), les 
applications de Gf, t ji(E;F) dans F,T T(Xx + fiy) etT k A Tx + fiTy 
sont continues ; ces applications coincident sur £(E; F), done sur son adherence 
d’apres le principe du prolongement des identites, ce qui prouve le resultat voulu. 

Q.E.D. 

La linearite de T permet de donner les formes suivantes a la norme d’une 
application lineaire et continue 

(3.10.2) Ill’ll = SU P II^H = sup ||Ta:|| = sup 

IMI<1 ||*||=1 *€B-{0) IfII 

On notera l’inegalite, constamment utilisee dans la pratique, 

(3.10.3) ||Tx|| < ||T|| ||x||, pour tout x e E , 

la norme de T etant simplement, d’apres sa definition, la plus petite constante telle 
que cette inegalite ait lieu pour tout x. En outre, la norme de T est definie par une 
borne superieure qui n’est pas n^cessairement atteinte ; elle Test, evidemment, si 
E est de dimension finie, la boule unite de E 6tant alors compacte. 

Remarque 3.10.1 D’apres sa definition meme, la topologie ainsi definie sur 
£>{E\ F) ne depend que de la topologie des espaces E et F : lorsqu’on substitue 
aux normes de E et F des normes 6quivalentes, la norme (3.10.1) est remplacee 
par une norme 6quivalente. 

Remarque 3.10.2 Voici une remarque tres utile concernant la convergence dans 
l’espace L(E;F). Soit (T n ) une suite d’ applications lineaires et continues de E 
dans F telle que la suite (T n |#) des restrictions a la boule unite de E converge uni- 
formement ; la limite / est alors une application continue de B dans F. Montrons 
que sous ces hypotheses, la suite (T n ) converge dans l’espace £(F; F). Observons 
d’abord que cette suite converge simplement : soit x de E , il existe A > 0 tel que 
x/X e B, la formule T n x = XT n (x/X) montre que la suite (T n x) converge, ce 
qui prouve le resultat voulu. Notons T la limite simple de la suite (T n ) ; alors T 
est une application lineaire d’apres le principe du prolongement des identites ; sa 
restriction a B est egale a / et ceci prouve, B etant un voisinage de 0, que T est 
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continue en 0. L’ application lineaire T est done continue et la suite (T n ) converge 
vers T uniformement sur B , done dans l’espace £(E; F). 

On peut preciser le theoreme 3.5.4 de la fa^on suivante. 

Proposition 3 . 10.2 Soient E un espace norme, F un espace de Banach , E\ un 
sous-espace vectoriel de E partout dense et T : Ei — > F une application lineaire 
et continue. SiT : E —> F est V application lineaire et continue qui prolonge T, 
alors\\f\\ = \\T\\. 

Preuve On note d’abord que ||T|| < ||T|| car T prolonge T. On a d’autre part 
\\Tx\\ < ||T|| ||x|| pour tout x € E\, done pour tout x £ E d’apres le principe du 
prolongement des inegalites et ceci prouve que ||T|| < ||T||. Q.E.D. 

Tous les resultats qui precedent se generalised de suite aux applications mul- 
tilineaires. 

Rappelons quelques definitions. Etant donne une famille finie d’espaces vec- 
toriels (Ei)i<i< n et un espace vectoriel F , une application T : fllLi ^ -> F 
est dite multilineaire si, en notant x = ( Xi)i<i< n les elements de l’espace produit 
Yli=i Ei> ^ es applications xi T(x i, . . . ,x n ) sont lineaires de Ei dans F pour 
tout i , les variables Xj pour j ^ i etant done fixees. On note L*(Ei , . . . , E n \ F) 
1’ ensemble de toutes les applications multilineaires ; e’est un sous-espace vectoriel 
de 1’ espace vectoriel F) de toutes les applications de nr=i dans 

F. 

Lorsque les espaces Ei et F sont des e.l.c., on munit l’espace niLi de la 
topologie d’e.l.c. produit et on note . . ,E n \F) Tensemble de toutes les 

applications multilineaires et continues de n<Li dans F ; on a evidemment 
£{E u ...,E n ;F) = £*(E u ...,E n )F)ne(Y\7=i E i'> F ) et L(E U ... ,E n -F) 

est done un sous-espace vectoriel de chacun de ces espaces. 

Lorsque tous les espaces Ei sont egaux a un meme espace E , l’espace des ap- 
plications multilineaires (resp. continues) sera not 6 L^(E n \ F) (resp. £ n (E n ; F)). 
Note Si n = 1, une application multilineaire est simplement une application li- 
neaire (les notations adoptees sont en accord avec ce fait). Par contre pour n > 1, 
on verifie que V application identiquement nulle est la seule application a la fois li- 
neaire et multilineaire : par exemple, pour n = 2, si T : Ei x E 2 F est lineaire 
et bilineaire, on a 

(#1, X 2 ) — (^1,0) + ( 0 , 3 ^ 2 ), 

d’ou T(x 1 , 0 : 2 ) = T(x i,0) + T(0 ,x 2 ) d’apres la linearite et T(x i,0) = 0, 
T(0, X 2 ) = 0 d’apres le caractere bilineaire ; ceci prouve bien que T = 0. 

On etend aisement aux applications multilineaires les theoremes 3.3.3 et 3. 10. 1 . 
En se limitant au cas des espaces normes, le lecteur verifiera sans difficulte le theo- 
reme suivant. 

Theoreme 3 . 10.3 Soient ( Ei)i<i< n et F des espaces normes , E = fliLi l’ es- 

pace norme produit et soit T : E F une application multilineaire. Les proprie- 
tes suivantes sont equivalentes. 
l.T est continu. 
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2. T est continu a Vorigine de E. 

3. II existe une constante c > 0 telle que 

||T(*i, • • • , * n )|| < C ||Xi || X ... X ||x n || 

pour tout Xi G Ei . 

En outre , 1’ application 

(3.10.4) T ||T|| = sup ||T(x)||, oil ||x|| = max ||xi||, 

||x||<l !<><n 

est une norme sur l’ espace L(E \ , . . . , E n ; F) et cet espace norme est un espace 
de Banach lorsque F est un espace de Banach. 

Exercice 3.10.1 Verifier ce theor&me. 


En utilisant le caractere multilineaire de T, on a des expressions dquivalentes 
pour la norme (3.10.4) d’une application multilineaire et continue 

(3.10.5) ||T|| = sup ||T(x)|| = sup ' ' ' ’^ )ll | , • 

||.Ti|| = l Xi^O ll^lll X ... X ||x n || 


On observera que la norme ||T|| d’une application multilineaire et continue est 
simplement la plus petite constante telle que 


(3.10.6) ||T(xi, . . . ,£ n )|| < ||T||||xi|| x ... x ||® n || 


pour tout Xi G Ei. 

Enfin, lorsqu’on remplace les normes des espaces Ei et F par des normes 
equivalentes, on remplace la norme (3.10.4) par une norme 6quivalente. 


Exemple 3.10.1 Soient E, F et G des espaces normes, la compos^e de deux appli- 
cations lineaires et continues dtant lin^aire et continue, on peut definir l’application 

<p:{S,T)e£(E;F)x£(F]G)^ToSeL(E- 1 G). 

On a, pour tout x G E, 

||(To5)(x)|| = ||T(5(x))|| < ||T|| ||S(x)|| < ||T|| ||5|| ||x||, 
et ceci prouve que 

(3.10.7) \\T o S|| < ||T|| ||S||. 

L’application ip etant evidemment bilineaire, cette inegalite prouve que (p est continu 
et que sa norme est < 1 : il s’agit d’une norme dans l’espace 

£,(L(E-,F),Z(F-,GyME-,G)). 


Exercice 3.10.2 Soient (£i)i<i< n des e.l.c. sdpards de dimension finie, F un e.l.c., montrer que 
toute application multilineaire T : 11^=1 Ei —> F est continue. 

Exercice 3.10.3 Soient E y F et G des e.l.c. et T : E x F -> G une application bilindaire, montrer 
r equivalence des propridtds 

1. Test continu, 

2. T est continu en un point (a, b) G E x F, 

3. T est continu au point (0, 0) G E x F. 
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Exercice 3.10.4 Soient E,F,G des espaces normds, a toute application bilin£aire et continue 
T : E x F — > G on associe l’application 

$(T) :xeE^ T(Xy .) E £(F; G). 

Montrer que <£(T) est une application lineaire et continue de E dans £(F; G) et que <£ est une isom6- 
trie lineaire de L(E, F; G) sur £(F; £(F; G)). 


3.1 1 Les theoremes de Banach 

Le premier thdoreme fondamental est le suivant. 

Theoreme 3.11.1 Theoreme de l’application ouverte Soient E un espace de 
Frechet, F un e.l.c. metrisable etT : E -» F une application lineaire et continue, 
alors ou bien T(E) est maigre, ou bien T est une application ouverte (done sur- 
jective). Si, de plus F est un espace de Baire (par exemple un espace de Frechet ), 
toute application lineaire continue surjective de E sur F est ouverte. 

Avant d’aborder la demonstration de ce thdoreme, il est utile de faire quelques 
commentaires concernant la premiere assertion. 

Observons d’abord que toute application lindaire ouverte est necessairement 
surjective d’apr&s l’exercice 3.1.3. Par ailleurs, la demonstration qui suit n’utilise 
que la metrisabilite de F , mais si F n’est pas un espace de Baire, ce theor&me est 
trivialement verifie et n’a done aucun interet. En effet, si F n’est pas un espace de 
Baire, il existe un ensemble maigre d’intdrieur non vide ; il en resulte qu’il existe 
un voisinage V de 0 qui est maigre ; remarquons ensuite que F = U^Li : 
en effet, soit x e F, la suite (x/n) tend vers 0 et par consequent x e nV des 
que n est suffisamment grand. Il en rdsulte que F est maigre en tant que reunion 
denombrable d’ensembles maigres. Si F n’est pas un espace de Baire, F est done 
maigre et a fortiori toute partie de F. 

Note Soit T : E F une application lineaire continue et surjective, si 
7 t : E -> E/KerT designe la surjection canonique, dire que l’application T est 
ouverte signifie que l’unique application S : J3/Ker T — » F telle que T = S on 
est un isomorphisme (exercice 2.24.2). 

La topologie des espaces E et F peut etre definie par des distances invariantes 
par translation ; notons indifferemment d ces distances et S^(a;r), s ) les 
boules ouvertes dans les espaces E et F. Demontrons d’abord le lemme suivant. 

Lemme 3.11.2 Soient E un espace de Frechet, F un e.l.c. metrisable et 
T : E -» F une application lineaire et continue telle que 

(3.11.1) (Ve > 0 )(3S > 0)(B f (0;S) C T(B e ( 0;e))), 
alors T est une application ouverte. 

Preuve Par translation, on deduit de (3. 1 1 . 1) 

(3.11.2) (Me > 0)(3 8 > 0 )(Va G E)(B F (Ta;S) C T(B E (a\e))) 
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1 . Soit £o > 0 et (e n ) une suite de nombres > 0 telle que £ n < £ o- 
Grace a (3. 1 1.2), on peut construire une suite (S n ) de nombres > 0 telle que, pour 
tout a € E et tout n € N, 

(3.11.3) Bp^ra\6 n ) C T(BE(a;e n )) et lim S n = 0. 

n—xx) 

2. Soit y £ Bf(0;So), construisons par recurrence une suite ( x n ) de E telle 
que xo = 0 et 

(3.11.4) d(x n ,x n + 1 ) < e n et d(y,Tx n +i) < 6 n +i 

pour tout n > 0. D’apres (3.1 1.3), le point y est adherent a T(Be( 0;£o)) ; ^in- 
tersection Bp(y;Si) D T(Be(0'>£o)) est done non vide : il existe x\ £ E tel que 
d(0 y xi) < £o et d(y>Tx i) < 5 i, ce qui prouve (3.11.4) pour n = 0. Par recur- 
rence, si d(y , Tx n ) < 8 n , il resulte de (3.1 1.3), ou nous prenons a = x n , que y est 
adherent a T(B E (x n ; £ n )) ; Intersection Bp(y\ <S n +i) n T(S^(x n ; £ n )) est non 
vide, d’oh un point rr n +i £ E verifiant (3.1 1.4). 

3. La suite (x n ) est de Cauchy, vu que d{x p ,x p + q + 1 ) < Y^ v £ n pour tout 
p, q > 0, la serie e n etant convergente. Cette suite est done convergente ; 
soit x sa limite. On a d{ 0, x n +i ) < Ep=o £ p < £ o +E£Li £ p> d’ou d(0, x) < 2e 0 . 
On a d’autre part, d’apres (3.11.4), d(p,Ta: n+ 1 ) < <S n+ i et la suite (<S n ) tendant 
vers 0, on en deduit que y = Tx. Autrement dit, pour tout y £ Bp( 0; 5o), on a 
construit un point x £ Be( 0; 2eo) tel que y = Tx ; ceci prouve done que, pour 
tout £o > 0, il existe 5o > 0 tel que B F ( 0; So) C T(Be( 0; 2eo)). 

4. Le lemme en rdsulte. En effet, soit O un ouvert de E et soit a £ O ; il existe 
£o > 0 tel que Be{cl\ 2eo ) C O, d’ou 

T(0) D T(Be(ci ; 2^o )) — Ta + T(Be( 0; 2eo)) D Ta + ^f(0; ^o) 
et ceci prouve que T(0) est un voisinage de Ta : on en deduit que T(0) est ouvert 
en tant que voisinage de chacun de ses points. Q.E.D. 

Preuve du theoreme Supposons T(E) non maigre et verifions (3.1 1.1), le lemme 
permet de conclure. 

1. Posons W = Be( 0;£/2). Comme nous l’avons explique ci-dessus, on a 
E = IXLi nW • L’ application T etant lineair e, T(E) = U„ =1 n T(W) et, T(E) 
£tant suppose non maigre, l’un des ensembles nT(W ) = nT( W) est do ne d’inte- 
rieur non vide et, les homothdties etant des homeomorphism es, T(W ) est d’inte- 
rieur non vide : il existe a £ F et 5 > 0 tel que Bp{a\ <5) c T(W). Etant donn£ 
deux parties A et B de F, on pose A-B = {x-y \ x £ Azty £ B}, e’est-a-dire 
A — B = (p(A x B) sicp ddsigne l’application (x>y) £ F x F i-» x - y £ F. 
On a alors Bp( 0; S) C B F (a; 5) — B F (a; 5) : tout x £ F appartenant a B F ( 0; 5) 
peut en effet s’^crire x = (x + a) — a ou x + a, a £ B F {a\ 5). On en deduit, vu la 
continuity de <p, 

B f ( 0; S) C T{W) - T{W) C T(W) - T(W) = T(W - W) 
et on conclut en remarquant que W — W C Be{ 0; £). 

2. Quant a la derniere assertion du theoreme, F etant un espace de Baire, si T 
est surjective, F = T(E) ne peut etre maigre (car d’intyrieur non vide), done T 
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est une application ouverte. Q.E.D. 

Exercice 3.11.1 Soient E un espace de Frechet, F un sous-espace vectoriel de E distinct de E ; on 
suppose F muni d’une structure d’espace de Frechet telle que l’injection canonique de F dans E soit 
continue. Montrer alors que F est maigre dans E. 

Lorsque T est une bijection, dire que T est une application ouverte signifie que 
la bijection reciproque est continue ; on obtient ainsi le 

Corollaire 3.11.3 Theoreme de Banach Soient E et F des espaces de Frechet, 
toute bijection lineaire et continue de E sur F est un isomorphisme. 

On notera le caractere assez exceptionnel de ce theoreme par sa simplicity ; il 
s’agit sans aucun doute de l’application la plus spectaculaire du theoreme de Baire. 

Corollaire 3.11.4 Sur un espace vectoriel deux topologies comparables d* es- 
paces de Frechet sont necessairement egales. En particular, deux normes com- 
parables d’ espaces de Banach sont equivalentes . 

Preuve Soient et T2 deux topologies d’ espaces de Frdchet sur un meme espace 
vectoriel E. Si la topologie 7 \ est moins fine que la topologie O2, l’application 
identique de (E, 7 2) dans (E, Ti) est une bijection lineaire continue ; c’est done 
un isomorphisme d’apres le corollaire precedent ce qui prouve l’ygalite des deux 
topologies. Q.E.D. 

Exercice 3.11.2 Soient E un espace de Frechet, F un sous-espace vectoriel de E ; on suppose F 
muni d’une structure d’espace de Frechet telle que 1’ injection canonique de F dans E soit continue. 
Soit G un sous-espace vectoriel de F fermd dans E, montrer que sur G les espaces E et F induisent 
la meme topologie. 

Le theoreme de Banach permet d’obtenir un crit£re tres simple de continuity 
d’une application lineaire. 

Corollaire 3.11.5 Theoreme du graphe ferine Soient E et F des espaces de 
Frechet, T : E -» F une application lineaire, alors T est continue si, seulement 
si, le graphe de T est ferme dans E x F. 

Preuve Notons pr\ : E x F —> E et pr 2 : E x F F les projections ; ce sont 
des applications lindaires continues. Le graphe de T peut s’ecrire 

G = {z e E x F;pr 2 (z) = (Topn)(z)}. 

Si T est continu, ce graphe est done ferme. 

Ryciproquement, si G est ferme, G est un sous-espace ferme d’un espace de 
Frechet ; G est done un espace de Frechet. La premiere projection pr\ induit une 
bijection lineaire et continue tp = pri\c : G -> E, done un isomorphisme d’apres 
le theoreme de Banach. On a, pourx G E i ip~ 1 (x) = (x,Ta;),d’ouT = p^op " 1 
et il en resulte que T est continue. Q.E.D. 

On dispose la d’un outil particulierement puissant pour ddmontrer la continuity 
d’une application lineaire. 
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Remarque 3.11.1 On peut expliciter le theor&me du graphe ferme de la fa^on 
suivante. Dire que le graphe de T est ferm6 signifie que, pour toute suite ( x n ) de 
E telle que la suite (( x n ,Tx n )) converge, alors y = Tx si x = lim n ^ooa; n et 
y = lim n _>oo Tx n ; en outre, on peut supposer x = 0 d’apres la linearite de T. 
Dire que le graphe est ferme peut done s’ecrire de la fa$on suivante 

n 11 / P our toute su * te ( Xn ) E te ^ e fi ue l im n->oo x n = 0 et 

jlimn^oo Tx n = y, alors y = 0. 

Void une application interessante du th^or&me de Banach concernant la notion 
de supplementaires topologiques. 

Proposition 3.11.6 Dans un espace de Frechet, des supplementaires algebriques 
fermes sont necessairement des supplementaires topologiques. 

Preuve Soit E un espace de Frechet, somme directe algebrique de deux sous- 
espaces fermes E\ et E 2 . Alors, E\ x E 2 est un espace de Frechet et l’application 
(xi , X 2 ) € Ei x E 2 i-> x\ + X 2 6 E est une bijection lindaire et continue, done 
un isomorphisme d’apres le th^or&me de Banach, ce qui signifie prdcisement que 
Ei et E 2 sont des supplementaires topologiques. Q.E.D. 

Exercice 3.11.3 1. Soient E, F des espaces de Frdchet, G un espace topologique separe, 
T : E -* F une application lindaire et S : F — > G une application continue injective. Montrer 
que T est continu si, et seulement si, S o T est continu [utiliser le thdor&me du graphe fermd]. 

2. En ddduire que T est continu si, et seulement si, T est continu lorsqu’on substitue & la topologie 
de F une topologie sdparde moins fine. 

Exercice 3.11.4 Soient E et F des espaces de Frdchet, on dit qu’une application T G £(F; F) est 
inversible a droite s’il existe S G £(F; E) tel que To S = Ip. Montrer l’dquivalence de 

1 . T est inversible a droite. 

2. T est surjective et Ker T admet un suppldmentaire topologique. 

[si S est un inverse a droite, noter que E = Ker T © Im S], 

Exercice 3.11.5 Soient E et F des espaces de Frdchet, on dit qu’une application T G £(F; F) est 
inversible a gauche s’il existe S G £(F; E) tel que SoT = /#. Montrer l’dqui valence de 

1 . T est inversible a gauche. 

2. T est injective et Im T admet un suppldmentaire topologique. 

Exercice 3.11.6 Soient E, F des espaces de Frdchet, T G £(F; F) une application lindaire conti- 
nue telle que Im T admette un suppldmentaire algdbrique fermd Fo, soit F = Im T © Fq. On note 
7 r : E F/Ker T la surjection canonique et S : E/ Ker T F 1’application lindaire continue telle 

que T = S on. Montrer que 1’ application 

7 : (£,y) G E/KerT x F 0 «-► y - S£ G F 

est un isomorphisme et en ddduire que Im T est fermd dans F. 

Exercice 3.11.7 On considere l’espace de Banach E = 6([0, 1]; K) pour la norme de la topologie 
de la convergence uniforme et un sous-espace vectoriel ferm£ F tel que toute fonction de F soit de 
classe C 1 . 

1. Montrer que l’application T : / i-» /' (ddrivde de /) de F dans E est continue [utiliser le 
thdorfcme du graphe fermd]. 

2. En ddduire que la boule unitd de F est dquicontinue. 

3. Montrer que F est de dimension finie. 
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3.12 Le theoreme de Banach-Steinhaus 

On se propose de donner des criteres permettant d’affirmer la continuity d’une li- 
mite simple d* applications lineaires et continues. Ceci repose d’une part sur une 
notion d’equicontinuite generalisant celle etudiee au paragraphe 2.34 dans le cadre 
des espaces metriques, d’ autre part sur le theoreme de Baire permettant de carac- 
teriser les parties equicontinues de l’espace £(F; F). 

Si E et F sont deux e.l.c., on remarquera d’abord que l’espace £*(E; F) de 
toutes les applications lineaires de E dans F est ferme dans l’espace 9 S (E;F) 
des que F est separe. En effet, soient x, y G E et A, p G K, les applications 
T i-> T(Ax + py) et Th A Tx + fiTy de 7 S (E\ F) dans F sont continues ; elles 
coincident done sur une partie fermee de 7 S {E\ F) et L*(E ; F) est 1’ intersection 
de tous ces fermes lorsque x, y decrivent E et A, p decrivent K. En particular, la 
limite simple d’une suite T n : E F d’ applications lineaires est lineaire. Lorsque 
les applications T n sont continues, la limite n’est pas en general continue. Voici un 
exemple tres simple. 

Exemple 3.12.1 Prenons pour espace E l’espace des fonctions polynomes sur 
l’intervalle [0, 1] avec la norme de la topologie de la convergence uniforme 
lb|| = maxo<®<i |p(x)| et, pour n > 1, posons T n (p) = n(p(l/n) - p(0)) ; on 
definit ainsi des formes lineaires et continues T n G E ' vu que |T n (p)| < 2n|b||.La 
suite (T n (p)) converge vers la derivee p'( 0) de p en 0 ; la suite (T n ) converge done 
simplement vers la forme lineaire T : p t-> p'(0). Montrons que cette forme li- 
neaire n’est pas continue. Considerons la suite de polynomes Pk{x) = kx{ \—x) k ; 
on a p' k {x) = A;(l - x) A; “ 1 (l — x — kx) ; p k presente done un maximum pour 
x = (1 + A;) -1 , d’ou 0 < pk{x) < ( k/(k + l))^ -1 " 1 < 1, ce qui prouve que 
iipfcii < 1 alors que p f k ( 0) = k : il ne peut done exister de constante c > 0 telle 
que 124(0)1 < c ||p^|| pour tout k > 0 et ceci prouve que la forme lineaire T n’est 
pas continue. 

Les parties equicontinues de £(E; F ) sont definies de la fa$on suivante. 

Definition 3.12.1 Soient E, F des e.l.c., une partie A de C(E\ F) est dite equi- 
continue si, pour tout voisinage V de 0 G F, il existe un voisinage W de 0 G E 
tel que T(W) C V pour tout T G A. 

Lorsque F est metrisable, sa topologie etant definie par une distance d in- 
variante par translation, il suffit de prendre pour voisinage V une boule fermee 
e > 0 ; la definition precedente signifie alors que, pour tout T £ Act 
tout x G W, d( 0, Tx) < e et par translation, pour tout T e Act tout x G a AW, 
que d(Ta,Tx) < e. Lorsque F est metrisable, on retrouve done la definition 

2.34.1 d’une partie equicontinue. 

Lorsqu’on dispose de semi-normes sur E et F, on peut expliciter la definition 

3.12.1 de la fagon suivante. 

Proposition 3.12.1 Soient E, ( || • |U)ze/^ et F, (IMIjOjgj, des e.l.c., une partie 
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A C £(£■; F) est equicontinue si, et seulement si, 

{ pour tout j G J, il existe une partie finie K G 3(1) et 
une constante c > 0 telles que \\Tx\\j < c||x||/<, pour 
tout x G E et tout T G A. 

Lorsque E et F sont des espaces normes, A C &(E\ F) est equicontinue si, 
et seulement si, A est une partie bornee de I’espace norme £>(E ; F), c’est-a-dire 
SUP Te A Ill’ll < oo, ||T|| designant la norme de l* application lineaire et continue 
T 

Preuve Supposons A Equicontinu et prenons V = £'■( 0; 1), alors il existe un 
voisinage de 0 G E, qu’on peut supposer de la forme B f K ( 0; r), K G 5F(/), r > 0, 
tel que T(B f K (0;r)) C £'( 0; 1) pour tout T G A. Autrement dit, \\x\\k < r 
implique \\Tx\\j < 1, d’ou \\Tx\\j < r _1 ||a:||/c d’apres le lemme 3.3.2, ce qui 
prouve (3.12.1). 

REciproquement, un voisinage V de 0 G F contient une boule fermee B' L ( 0; e), 
e > 0, ou L est une partie finie de J ; vu (3.12.1), un raisonnement elemen- 
taire montre qu’il existe K G 3^(1) et c > 0 tels que ||Tx||l < c||a;||/c, d’ou 
T(B' k (0;6)) C B ; l (0]£) C V des que cS < e. 

Lorsque E et F sont des espaces normds, (3.12.1) signifie \\Tx\\ < c\\x\\ y soit 
||T|| < c pour tout T G A, c*est-a-dire que A est une partie borndle de l’espace 
norm 6 £(E; F). Q.E.D. 

On peut munir l’espace L(E; F) de la topologie de la convergence uniforme 
sur tout borne de E ; cette topologie, appelee topologie de la convergence bor- 
nee, est ddfinie par les semi-normes HTH^b = sup xeB ||Z 1 ^||j» ou j d&rit J et 
B l’ensemble des bornes de E ; muni de cette topologie, l’espace £>(E;F) sera 
not6 £>b(E]F). Lorsque E et F sont des espaces normes, la proposition pr6c6- 
dente affirme que les parties £quicontinues de £(£■; F) sont les parties bornees de 
Lb(E ; F). Plus generalement, on a la 

Proposition 3*12.2 Soient Eet F des e.l.c., toute partie equicontinue de L(E; F) 
est bornee dans iespace £>b{E\ F). 

Preuve Si A est equicontinu, on a ||T|| j,B < C supa-gB ||x||k- d’aprfcs (3.12.1) et 
SU P x£B \\ x \\k est q ue -5 est borne, ce qui prouve que sup TeA ||T||j f B est 

fini quel que soit j et B. Q.E.D. 

La r&iproque est inexacte : une partie bornee dans Lb(E;F) n’est pas ne- 
cessairement Equicontinue. La rEciproque est vraie lorsque les espaces sont des 
espaces normEs ; il s’agit d’une circonstance exceptionnelle qui tient au fait que, 
dans un espace normE, l’origine admet un voisinage bornE. 

Ces remarques faites, on peut recopier les propositions 2.34.1 et 2.34.3. 
Proposition 3.12.3 Soient E, F des e.l.c., F_etant separe et soit A C £>(E\ F) 
une partie equicontinue. Alors, V adherence A de A dans V espace F) est 

equicontinue. 

Preuve Rappelons d’abord que A s est contenu dans £*(E ; F), l’espace F Etant 
sEparE. Soit V un voisinage fermE de 0 G F (de tels voisinages constituent un 
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systeme fondamental de voisinages de 0), il existe un voisinage W de 0 G F tel 
que T(W) C V pour tout T G A. V application T ^ Tx de T S (E\F) dans F 
dtant continue, 1’ ensemble des T tels que Tx G V pour tout x G W est ferme ; cet 
ensemble contenant A contient done A . Ceci prouve que, pour T G A , x G W 
implique Tx G V ; il en rdsulte que toute application T appartenant a A est 
continue en 0, done continue, et que A est equicontinu. Q.E.D. 

On en deduit le corollaire suivant. 

Corollaire 3.12.4 Soient E, F des e.l.c., F etant separe et soit ( T n ) une suite 
d’ applications lineaires et continues de E dans F convergeant s implement vers T. 
Si la suite ( T n ) est equicontinue , alors l’ application T est lineaire et continue et , 
pour toute suite ( x n ) de E convergeant vers x, la suite ( T n x n ) converge vers Tx. 
En outre , lorsque E et F sont des espaces normes, on a ||T|| < lim in^^oo ||T n ||. 
Preuve Avec les notations de (3.12.1), on a en effet 

II T n x n - Tx\\j < || T n x n - T n x\\j + ||T n a: - Tx\\j 

< c \\x n - x\\ K + || T n x - Tx\\j , 

inegalite qui prouve que || T n x n — Tx\\j converge vers 0 si la suite ( x n ) converge 
vers x. 

Lorsque E et F sont des espaces normds, la demonstration directe de ce co- 
rollaire est tres simple. On a en effet ||T n x|| < ||T n || ||x|| pour tout x G E, d’ou 
lir*|| < liminfri-^oo ||T n || ||x|| ; la suite (||T n ||) etant bornee, ceci montre que T 
est continue et de norme inferieure a lim inf n _>oo ||T n || . Q.E.D. 

Sur l’espace & (E\ F), notons la topologie de la convergence uniforme sur 
tout ensemble borne de F, T c la topologie de la convergence uniforme sur tout 
ensemble compact de E et la topologie de la convergence simple ; notons 
£j b {E\F ), £ C (F;F) et & S (E\F) Tespace £(E;F) muni des topologies T&, T c 
et T s respectivement. Il est clair que < T c < T&. D’autre part, si D est une 
partie de F, notons Tp la topologie de la convergence simple sur D , e’est-a-dire 
la topologie definie par les semi-normes T i-» \\Tx\\j ou j decrit J et x l’ensemble 
D y (|M|j)j€J designant comme d’habitude une famille de semi-normes definissant 
la topologie de F. Bien entendu, la topologie To est moins fine que la topologie 
On a alors la 

Proposition 3.12.5 Soient E et F des e.l.c. et soit D une partie de E partout 
dense , alors sur toute partie equicontinue A de £(F; F) les topologies 7 d, T s et 
T c coincident. En outre, si (||«|| J est une famille de semi-normes definissant la 
topologie de F, pour tout j G J, tout compact K de E et tout e > 0, il existe une 
partie finie Dq de D et un 8 >0 telles que, pour tout T, T' G A, 

(3.12.2) sup || Tx — T f x\\j < 8 => sup || Tx - T'x\\j < e. 

x€Do x£K 

Preuve II suffit de verifier (3.12.2) ; ceci demontrera que, sur A , la topologie T c 
est moins fine que la topologie To- En effet, soient To G A et V un voisinage de 
To dans A pour la topologie T c , alors V contient une intersection finie d’ensembles 
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de la forme {T G sup x€l< \\Tx ~ Tox\\j < e} ( j € J, K compact de E et 

€ > 0) ; d’apres (3.12.2) chacun de ces ensembles contient un ensemble de la 
forme {T € A; sup xeDn \\Tx - T 0 x\\j < 5} (Do partie finie de D et 8 > 0), 
ensemble qui est un voisinage de To dans A pour la topologie Td ; il en resulte 
que V est un voisinage de To dans A pour la topologie To- 

Verifions (3.12.2). Prenons a priori 8 = e/3. D’apres l’equicontinuite de A , 
il existe un voisinage W de 0 G E tel que \\Tx\\j < 8 pour tout x G W et 
T e A, d’ou || Tx — Ta\\j < <5 pour x € a + W ; D etant dense dans E , 
E = \J aeD (a + W) et K etant compact, il existe done une partie finie Do de 
D telle que K C U a e£>o ( a + ^)* a a ^ ors 

II Tx - T'x\\j < || Tx - Ta\\j + || Ta - T'aWj + || T'a - T'x\\j ; 
si x appartient a K> il existe a € Do tel que x € a + W, d’ou 
||Tx - T f x\\j < 28 4- sup ||Ta — T f a\\j , 

d’ou le resultat voulu. Q.E.D. 

Remarque 3.12.1 Ceci permet de preciser que, dans le corollaire 3. 1 2.4, la conver- 
gence de la suite (T n ) est uniforme sur tout compact : en effet, si T est la limite 
de la suite (T n ), l’ensemble {T} U U n {^} est equicontinu d’apres la proposition 
3.12.3 et il suffit d’appliquer la proposition precedente. 

On en deduit egalement le corollaire suivant. 

Corollaire 3.12.6 Soient E un elc ., F un e.l.c . separe et complet et (T n ) une 
suite equicontinue d* applications lineaires et continues de E dans F convergeant 
s implement sur une partie D de E partout dense. A tors, la suite (T n ) converge 
uniformement sur tout compact et sa limite est une application lineaire et continue 
de E dans F. 

Preuve La suite (T n ) est convergente, done de Cauchy, pour la topologie To ; 
vu (3.12.2) e’est une suite de Cauchy pour la topologie T c et ceci prouve qu’elle 
converge uniformement sur tout compact, l’espace fy/x F) etant complet (theo- 
reme 3.9.3). La suite (T n ) converge done simplement et sa limite est continue 
d’apres le corollaire 3.12.4. Q.E.D. 

Remarque 3.12.2 Si (T n ) est une suite d’applications lineaires de E dans F, l’en- 
semble des x de E pour lesquels la suite (T n x) converge est evidemment un sous- 
espace vectoriel de E. Dans le corollaire precedent, il suffit done de supposer que 
le sous-espace vectoriel engendr^ par D est partout dense : on dit alors que D est 
une partie totale. 

Le theoreme de Banach-Steinhaus est, comme nous le verrons, une conse- 
quence immediate de la proposition suivante. 

Proposition 3.12.7 Soient E, F des e.l.c. et soit A C £(D; F) un ensemble d* ap- 
plications lineaires et continues. Pour tout x € E, posons A(x) = {Tx ;T G A} 
et B = {x £ E\ A(x) est une partie bornee de F}. Alors, ou bien B est maigre, 
ou bien A est equicontinu. 
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Preuve Supposons B non maigre et montrons que A est €quicontinu. Soit V un 
voisinage de 0 £ F ; si (IMI^ej est une famille de semi-normes definissant la 
topologie de F , V contient une boule fermee B' K (0;r),r > 0, K £ y( J) ; soit 
V' = J3^(0;r/2), les ensembles F n = C\t€A T~ 1 (nV') y n > 1 sont ferm€s. 

Montrons que B C IJ^Li Fn- Soit x £ B, A(x ) £tant borne, il existe n > 1 
tel que ||Tx||/c < n(r/ 2) pour tout T £ A, soit Tx £ nV\ d’ou x £ F n . 
V ensemble B n’etant pas maigre, l’un des F n est d’int&ieur non vide : il existe 
a £ E et un voisinage W de 0 £ E tel que a + W C F n . Six appartient a W , 
on a done Ta -\-Tx £ nV l pour tout T £ A et, en particulier, Ta £ nV\ d’oii 
Tx £ n(V 1 - V') C nV ; ceci prouve que T(W/n) C V pour tout T £ A et A 
est done equicontinu. Q.E.D. 

Si A est une partie equicontinue, A est born 6 dans l’espace &b(F] F) (pro- 
position 3.12.2), a fortiori A est borne dans l’espace £> S (E ; F) : on dit que A est 
simplement borne ; ceci signifie que A(x) est borne dans F quel que soit x £ E f 
e’est-a-dire B = E. La proposition 3. 12.7 montre done que, ou bien B est maigre, 
ou bien B = E. 

Exercice 3.12.1 Soient E un e.l.c., F un e.l.c. sdpard complet et T n : E -> F une suite ^applica- 
tions lin£aires et continues. Soit C Pensemble des x E E tels que la suite (T n x) converge. Montrer 
que, ou bien C est maigre, ou bien C = E [on notera que dans un e.l.c. un sous-espace vectoriel non 
maigre est partout dense d’apr&s Pexercice 3.1.3]. 

La proposition 3.12.7 n’a d’interet que si E est un espace de Baire : si E n’est 
pas un espace de Baire, toute partie de E est maigre comme nous l’avons explique 
a propos du theoreme de Tapplication ouverte. 

On a alors la 

Proposition 3.12.8 Soient E un espace de Frechet, F un e.l.c., alors toute partie 
A C £(E; F) simplement bornee est equicontinue. 

Preuve En effet, A etant simplement borne, B = E et E etant de Baire ne peut 
etre maigre. Q.E.D. 

Cette proposition montre done que, si E est un espace de Frechet, les trois en- 
sembles suivants de parties de £(E\ F) coincident : Pensemble des parties equi- 
continues, Pensemble des parties bornees de £ S (I?; F) et Pensemble des parties 
bornees de £i>(E; F). 

Dans le cas des espaces normes, cette proposition s’ecrit de la fagon suivante. 
Corollai re 3.12.9 Soient E un espace de Banach, F un espace norme et 
A C £>(E;F) un ensemble d’ applications lineaires et continues tel que 
SU P tga ll^ll < 00 pour tout x £ E, alors sup TeA ||T|| < oo. 

Exercice 3.12.2 Soient X un espace compact et E = C(X; K) respace vectoriel des fonctions 
continues de X dans K muni d’une norme ||«|| d&inissant une topologie plus fine que la topologie de 
la convergence simple et pour laquelle E est complet. 

1. Montrer que, pour tout x € X, les formes lindaires 6 X - f € E i-» f(x) e K sont continues. 

2. Montrer que l’ensemble A = (6 x ) x ex de ces formes lindaires est simplement borng. 

3. En d&luire que la norme ||*|| est dquivalente h la norme de la topologie de la convergence 
uniforme. 
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On en deduit le th£or£me fondamental suivant. 

Theoreme 3.12.10 Theoreme de Banach-Steinhaus Soient E un espace de Fre- 
chet, F un e.l.c. separe et T n : E F une suite d’ applications lineaires et 
continues convergeant simplement vers T , alors T est lineaire et continue et la 
suite (T n ) converge vers T uniformement sur tout compact. En outre , pour toute 
suite (x n ) de E convergeant vers x, la suite (T n x n ) converge vers Tx. 

Preuve La suite (T n ) converge simplement, elle est done simplement bornee, done 
equicontinue d’apres la proposition 3.12.8. Le theoreme resulte alors du corollaire 
3. 12.4 et de la remarque 3. 12. 1 . Q.E.D. 

Remarque 3.12.3 Le theoreme de Banaeh-Steinhaus est un outil particulierement 
efficace pour d^montrer la continuity d’une application lineaire : toute limite simple 
d* applications lineaires et continues est continue. II faut bien de se garder d’en de- 
duire que £(E; F) est ferine dans F) : le theoreme de Banach-Steinhaus ne 
concerne que les suites d’ applications lineaires et continues. 

Remarque 3.12.4 Dans la theorie des series de Fourier, on rencontre la situation 
d^crite dans le corollaire 3.12.6 ainsi que la situation suivante. Soient E un espace 
de Fr^chet, F un e.l.c. separe et T n : E -> F une suite d’ applications lineaires 
et continues ; on suppose que cette suite n’est pas equicontinue, alors l’ensemble 
B des x € E pour lesquels la suite ( T n (x )) est bornee dans F est maigre dans E 
d’apres la proposition 3. 12.7 ; a fortiori, l’ensemble C des x pour lesquels la suite 
( T n (x )) converge est maigre ; cet ensemble C est done d’interieur vide, mais bien 
que d’int^rieur vide, il peut arriver que cet ensemble soit partout dense ! 

Exercice 3.12.3 Espace tonnel6 Dans un e.l.c. E , une partie V convexe, fermde, dquilibrde (defi- 
nition 3.14.1) et absorbante (exercice 3.1.2) est appelde un tonneau. Un e.l.c. sdpard est dit tonneld si 
tout tonneau est un voisinage de {0}. 

1. Montrer que tout e.l.c. sdpard E de Baire est tonneld [si V est un tonneau, remarquer que 
E = USfLi nV et que V - a C 2V si a e V]. 

2. Soient E , F des e.l.c., E est suppose tonneie. 

a. Montrer que toute partie A C £(E; F) simplement bornee est equicontinue [si V est une 
boule fermee centre en 0, montrer que Ore A ^ -1 (V') est un tonneau]. 

b. Si T n : E -»• F est une suite d’applications lineaires et continues convergeant simplement 
vers T et si F est separe, montrer que T est lineaire et continue (theoreme de Banach-Steinhaus pour 
les espaces tonnelds). 

Voici une application interessante du theoreme de Banach-Steinhaus concer- 
nant la continuite des applications bilineaires. Etant donne des e.l.c. E , F et G, 
une application bilineaire B : E x F -» G est dite sequentiellement separe- 
ment continue si, pour toute suite (x n ) de E convergente vers x et tout y G F, la 
suite (B(x n ,y)) converge vers B(x,y) et si, de meme, pour toute suite ( y n ) de 
F convergente vers y et tout x G E, la suite (B(x,y n )) converge vers B(x,y). 
Elle est dite sequentiellement continue si, dans les memes conditions, la suite 
(B(x n ,y n )) converge vers B(x,y). Rappelons que la continuity s^quentielle im- 
plique la continuity dys que les espaces sont metrisables. On a alors la proposition 
suivante. 
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Proposition 3.12.11 On suppose que Vun des espaces E, F est un espace de Fre- 
chet et que G est un e. 1. c. separe , alors toute application bilineaire B : ExF — » G 
sequentiellement separement continue est sequentiellement continue. 

Preuve Soient ( x n ) une suite de E convergente vers x et ( y n ) une suite 
de F convergente vers y ; si F est un espace de Frechet, les applications 
T n : y i-» B(x n ,y) de F dans G sont lineaires et continues et la suite (T n ) 
converge simplement vers Implication T : y h* B(x,y). D’apres le theoreme de 
Banach-Steinhaus, la suite (T n y n ) converge vers Ty = B(x,y ), ce qui prouve le 
resultat voulu. Q.E.D. 

Corollaire 3.12.12 Soient E, F etG des espaces normes, si Vun des espaces E , F 
est un Banach, toute application bilineaire B : E x F G separement continue 
est continue. 

Exercice 3.12.4 Principe de condensation des singularity 

1 . Soient E , F des e.l.c., T pq : E —> F une suite double d’ applications lineaires et continues. On note 
B (resp. C ) l’ensemble des x E E tels que, pour tout entier p, la suite (T pq x) ne soit pas born^e 
(resp. convergente). On suppose que, pour tout entier p, il existe x E E tel que la suite (T pq x) q ^fi ne 
soit pas bornife (resp. convergente), montrer alors que E — B (resp. E — C si E est sdpard complet) 
est maigre [pour E — C utiliser l’exercice 3.12.1]. 

2. Soit E un sous-espace vectoriel de l’espace de Frdchet ^(N; K) ; on suppose E muni d’une 
structure d’e.l.c. telle que Tinjection canonique de E dans ^(N; K) soit continue. Soit ( a pq ) une suite 
double de scalaires. On note B 1’ ensemble des x = (# n ) € E tels que, pour tout entier p, 


(3.12.3) 


sup 

q<EN 




r= 0 


= +oo 


et C 1’ensemble des x = ( x n ) e E tels que, pour tout entier p, 


oo 

(3.12.4) la sdrie ^ a pq x q diverge . 

q=0 


On suppose que, pour tout entier p, il existe x = (a: n ) (E E tel que (3. 12.3) (resp. (3. 12.4)) soit vdrifid. 
Montrer alors que E — B (resp. E — C) est maigre. 

Exercice 3.12.5 Interpolation de Lagrange On consid&re l’espace de Banach E = C([0, 1]; M) 
pour la norme de la topologie de la convergence uniforme. Soit n un entier > 1, on pose a n * = i/n 
pour 0 < i < n et 

*.*(*)= n x ~ ani . ^ g t°> i i> 

j=0 Uni — an 0 

et, pour / E E, on d£finit le polynome 


En(f)(x) — y ' f{Q'ni)Qni( x )- 

i = 0 

1 . Montrer que P n {f) est 1’ unique polyndme de degrd < n tel que 


PAMam) = f(a ni ) pourO <i<n. 

2. Montrer que l’ensemble des f e E tels que la suite ( P n (f )) converge vers / dans Pensemble 
E est paitout dense [utiliser le thdorfcme 3.26. 1]. 
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3. Montrer que les applications linlaires P n : / >->■ P n (/) de E dans E sont continues et que 

n 

l|fn|lc<E) = SUp YW*)|. 

0<*<1 ^0 

4. Montrer que 

h(i)hi pourl - i -" _1 - 

5. En ddduire que Fensemble des f € E tels que la suite (P n (/)) converge uniformdment est 
maigre. 

Exercice 3.12.6 Base de Schauder Dans un espace de Fr&het E y (|| • ||i) ie j, une suite ( x n ) 
d’dldments de E est appel£e une base de Schauder si, pour tout x G E, il existe une unique suite 
A = (A n ) de scalaires telle que la sdrie ^nX n soit convergente et de somme x. 

On note F 1’ espace vectoriel des suites A = (A n ) telles que la s^rie X^Lo ^nX n converge. On 
munit F de la famille de semi-normes 


||A|U = supllX: A, 


p=0 


1 . Montrer que les formes lin&iires sur F A A n sont continues. 

2. Montrer que F est un espace de Frdchet. 

3. Montrer que 1’application T : A 4 ^nX n est un isomorphisme de F sur E et en 

d&luire des formes lindaires continues x' n G E' telles que 

oo 

x = x' n (x)x n pour tout x e E. 

n — 0 


4. Montrer que 

a. la suite ( x n ) est totale, 

b. pour tout x € Et t tout i G /, sup n€N || J2p=o x p( x ) x p\U < °°» 

c. le syst£me (x n ), ( x {J est biorthogonal, c’est-a-dire 



1 

0 


si p = q, 
si p^q. 


5. R^ciproquement, dtant donnd une suite (x n ) de E et une suite (x' n ) de E' vdrifiant les condi- 
tions a, b et c de 4., montrer que ( x n ) est une base de Schauder et plus prdcisdment que 
x = x ' n ( x ) x n pour tout a; G E . 



C - Duality dans les espaces 
localement convexes 


3.13 Le theoreme de Hahn-Banach (forme analytique) 

Le theoreme de Hahn-Banach (sous sa forme analytique) affirme que toute forme 
lineaire et continue definie sur un sous-espace d’un e.l.c. se prolonge a Tespace 
tout entier en une forme lineaire et continue ; la demonstration de ce resultat, par 
1’ intermediate du lemme algebrique suivant, repose essentiellement sur le lemme 
de Zorn (theoreme 1.5.1). 

Lemme 3.13.1 Soient E un espace vectoriel riel, F un sous-espace vectoriel et 
T une forme lineaire sur F telle que Tx < p{x) pour tout x € F, oil p : E R 
est une application verifiant , pour tout x,y £ E et tout A > 0, 

(3.13.1) p(x + y) < p(x) + p(y), p( Xx) = A p(x), 

alors, il existe une forme lineaire T : E —>R qui prolonge T telle que Tx < p(x) 
pour tout x € E. 

Preuve 1. Demontrons d’abord le lemme lorsque F est de codimension un, c’est- 
a-dire lorsque E est la somme directe algebrique du sous-espace F et d’une droite 
G = Raou a est un vecteur non nul de E. Un quelconque prolongement T de T 
est de la forme Tx = Ty + Aa, a = Ta , si x = y + \a est la decomposition 
de x selon la somme directe F 0 G. II s’agit alors de choisir a € R tel que 
Ty + Xa < p(y + A a) pour tout y G F et tout AgM. Cette propriete etant vdrifiee 
par hypothese pour A = 0, vu (3.13.1) il s’agit de satisfaire a 

T(y/ A) + a < p(y / A + a) si A > 0, T(—y/X) - a < p(-y/X - a) si A < 0, 
c’est-a-dire, en posant z = y/Xtt z f = —y/ A, 

T(z') — p(z! - a) <a < p(z + a) - T(z) 
pour tout z,z' G F. Ceci est possible si, et seulement si, 

T(z') - p{z! — a) < p(z + a) - T(z) pour tout z, z 1 € F, 
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c’est-a-dire T(z + z ') < p(z + a) + p(z 1 — a), inegalite qui est bien verifiee car 
T(z + z') < p(z + zf) et 

p(z -I- z') = p(z + a + z' - a) < p(z + a) + p(z ' - a) 
d’aprfcs les hypotheses. 

2. Le lemme etant demontre dans ce cas particulier, considerons 1’ ensemble 
X des couples (G, S) ou G est un sous-espace vectoriel de E contenant F et 
S : G R une forme lineaire prolongeant T telle que Sx < p(x) pour tout 
x e G. On definit une relation d’ordresurX endecretant que (Gi,5i) < (G 2 , Sf) 
si G\ C G 2 et S 2 |gi = Si. Montrons alors que X est un ensemble inductif. 
On note d’abord que X contenant (F,T) est non vide ; si ((Gi y Si))i^i est une 
famille totalement ordonnee de X, G = |J iG/ Gi est un sous-espace vectoriel de 
E contenant F et il existe une unique forme lineaire S sur G telle que = 5* ; 
il est clair que (G, S ) est un majorant de la famille ((G*, 5*))^/ ; l’ensemble X 
est done inductif et, d’apres le lemme de Zorn, X admet un element maximal 
(G, 5). Pour conclure, il suffit de verifier que G = E : en effet, supposons G ^ E 
et soit a G E - G, posons G' = G 0 Ma ; d’aprfcs 1 ., on peut prolonger S en une 
forme lineaire 5' sur G' verifiant S"x < p(x) pour tout x e G' ; on construit ainsi 
un element (G',5') de X strictement plus grand que (G, 5), ce qui contredit le 
caractfcre maximal de (G, S). Q.E.D. 

Corollaire 3.13.2 Solent E un espace vectoriel reel , a G E et p : E R+ wne 
application a valeurs positives verifiant (3.13.1), alors il existe une forme lineaire 
T sur E telle que 

Ta = p(a) et Tx < p(x) pour tout x € E. 

Preuve Si a = 0, T = 0 convient. Si a ^ 0, notons F = Ra la droite engendree 
par a ; pour a; = Xa € F, A G R, on pose Sx = A p(a). On definit ainsi une forme 
lineaire sur F telle que Sa = p(a). 

Verifions que Sx < p(x) pour tout x G F. Cette inegalite etant verifide lorsque 
Sx < 0, on peut supposer Sx > 0 ;sia; = Aa, onaalors A > Oetd’apr^s (3.13.1) 

Sx = A p(a) = p(Aa) = p(x), 

ce qui prouve l’inegalite voulue et on conclut avec le lemme 3.13.1. Q.E.D. 

Le passage du reel au complexe utilisera le lemme elementaire suivant. 
Lemme 3.13.3 Soient E un espace vectoriel complexe et T une forme C-lineaire 
sur E, alors S = 5ReT est une forme R-lineaire sur E. Reciproquement, si S est 
une forme R-lineaire sur E, il existe une unique forme T C-lineaire sur E telle 
que S = SfteT, a savoirTx = S(x) - iS(ix). 

Preuve II est evident que la partie reelle d’une forme C-lin^aire est une forme 
R-lin^aire. Reciproquement, si S = 5fteT, on a Sx = $leTx et 

S(ix) = $ieT(ix) = dteiTx = -3mTx, 

d’ou 9mTx = - S(ix ), soit Tx = S(x) — iS(ix ), ce qui prouve l’unicite de T ; 
il faut ensuite verifier que cette formule definit une forme C-lineaire : il est clair 
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que T est M-lineaire ; d’autre part 

T(ix) = S(ix) — iS(-x) = iS(x) + S(ix) = iTx> 
ce qui prouve que T est C-lineaire. Q.E.D. 

Exercice 3.13.1 Soit E un e.l.c. complexe, montrer qu’une forme C-lindaire T : E — > C est conti- 
nue si, et seulement si, la forme IR-lindaire S = 3fte T est continue. 

On a alors le 

Theoreme 3.13.4 Forme analytique du theoreme de Hahn-Banach Soient E 
un espace vectoriel sur le corps K (R ou C), p me semi-no rme sur E , F un 
sous-espace vectoriel et T une forme lineaire sur F telle que \Tx\ < p(x) pour 
tout x G F, alors il existe une forme lineaire T sur E qui prolonge T telle que 
\Tx\ < p(x) pour tout x G E. 

Preuve 1. Lorsque K = R, on a Tx < p(x) pour x G F ; d’aprfcs le lemme 
3.13.1, il existe une forme lineaire T sur E qui prolonge T telle que Tx < p(x ), 
d’ou —Tx = T{—x) < p(—x) = p(x) et par consequent \Tx\ < p(x). 

2. Lorsque IK = C, la partie rdelle S de T se prolonge d’apres 1. en une forme 
R-lineaire S sur E telle que |5a;| < p(x). La forme C-lineaire Tx = Sx — iS(ix) 
(lemme 3.13.3) prolonge T. Le point x e E etant fixe, il existe 6 G R tel que 
\Tx\ = e ie Tx, d’ou 

\Tx\ = Sfte (e ie Tx) = S(e ie x) < p(e ie x) = p(x), 
ce qui prouve que T possMe toutes les proprietes voulues. Q.E.D. 

Corollaire 3.13.5 Soient E un espace vectoriel, a e E et p une semi-norme sur 
E , alors il existe une forme lineaire T sur E telle que Ta = p(a) et \Tx\ < p(x) 
pour tout x G E. 

Preuve Lorsque a = 0, T = 0 convient. Lorsque a n’est pas nul, soit F = Ka 
la droite engendree par a ; 1’ application A a ^ A p(a) est une forme lineaire S sur 
F qui verifie Sa = p(a) et |S(Aa)| = |A|p(a) = p( Aa), c’est-a-dire \Sx\ = p(x) 
pour tout x e F. D’apres le theor&me 3.13.4, cette forme lineaire se prolonge en 
une forme lineaire T sur tout l’espace E verifiant \Tx\ < p(x), ce qui prouve le 
corollaire. Q.E.D. 

On en deduit dgalement le 

Theoreme 3.13.6 Soient E un e.l.c ., F un sous-espace vectoriel, alors toute forme 
lineaire et continue T sur F se prolonge en une forme lineaire et continue T sur E. 
En outre, si E est un espace norme, il existe un prolongement T de meme norme 
queT, c f est-a-dire tel que ||T|| = ||T||. 

Preuve En effet, T etant lineaire et continu, il existe (theor&me 3.3.3) une semi- 
norme p continue sur E telle que \Tx\ < p(x) pourx G F t d’ou (theoreme 3.13.4) 
une forme lineaire T sur E prolongeant T telle que \Tx\ < p(x) pour tout x G E t 
ce qui implique la continuity de cette forme lineaire. 

Lorsque E est un espace norme, on notera d’abord que, quelle que soit la forme 
T prolongeant T, on a ||T|| > ||T||. On a d’autre part |Tx| < ||T|| ||x|| pour tout 
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x G F ; on applique alors le theoreme 3.13.4 en prenant comme semi-norme 
p(x) = ||T|| ||x|| et on obtient ainsi un prolongement T vdrifiant \Tx\ < «rii ii*ii 
pour tout x G E y ce qui prouve que T est continue et de norme inferieure & celle 
de T, done de meme norme. Q.E.D. 

Voici les premieres consequences des theoremes de Hahn-Banach 3.13.4 et 
3.13.6. 

Corollaire 3.13.7 Soient E un e.l.c. separe , a un vecteur non nul de E, alors il 
existe une forme lineaire et continue T G E' telle que Ta ^ 0. En particular, si 
E est un e.l.c. separe ^ {0}, le dual E f n 'est pas reduit a {0}. 

Preuve Si (11*11*)^/ est une famille de semi-normes ddfinissant la topologie de 
E , l’espace etant separ£, il existe une semi-norme telle que ||a||i ^ 0. D’apres 
le corollaire 3.13.5, il existe une forme lineaire T sur E telle que Ta = ||a||i et 
\Tx\ < ||x||* pour tout x G E ; cette forme lineaire est done continue et vfrifie les 
proprietes voulues. Q.E.D. 

Corollaire 3.13.8 So it F un sous-espace vectoriel d y un e.l.c. E, alors un point 
a e E appartient a F si, et seulement si, toute forme lineaire et continue T G E f 
nulle sur F est nulle au point a. Un sous-espace F d f un e.l.c. E est done partout 
dense si, et seulement si, toute forme lineaire et continue T E E' nulle sur F est 
identiquement nulle. 

Preuve Si a G F et si T G E 9 est nul sur F, T est nul au point a d’apres la conti- 
nuity de T. Reciproquement, si a n’ appartient pas h F> construisons une forme 
lineaire et continue T G E' nulle sur F et telle que Ta ^ 0. Considdrons le sous- 
espace vectoriel G = F 0 Ka ; F est un hyperplan ferm^ de G , il existe done 
(proposition 3.6.1 1) une forme lineaire et continue S sur G telle que F = Ker S et 
cette forme lineaire se prolonge (theoreme 3.13.6) en une forme lineaire et conti- 
nue T sur E qui possede les propri^s voulues. Q.E.D. 

Corollaire 3.13.9 Dans un e.l.c. un sous-espace ferme F est egal a V intersection 
de tous les hyperplans fermes qui contiennent F. 

Preuve En effet, F est evidemment contenu dans cette intersection G et, si a n’ap- 
partient pas a F, il existe d’apres le corollaire 3.13.8 une forme lindaire et continue 
T G E 1 nulle sur F telle que Ta ^ 0 ; il en r^sulte que H = Ker T est un hyper- 
plan ferme contenant F et tel que a & H, ce qui prouve que a n’ appartient pas h 
G y d’ou G C F. Q.E.D. 

Lorsque E est un espace norm^, on peut preciser ces resultats de la fagon 
suivante. 

Proposition 3.13.10 Soient E un espace norme, F un sous-espace vectoriel et 
a G E un point n y appartenant pas a F. Posons d = d(a , F) > 0, il existe une 
forme lineaire continue T G E f telle que 

T = 0 sur F y Ta = 1 et ||T|| = 1/d. 
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Preiive On pose G = F 0 Ka et on definit une forme lineaire S : G K en 
posant Sx = A si x e G s’ecrit x = y + Xa ou y e F, A G K. Cette forme lineaire 
est nulle sur F et Sa = 1. 

Montrons que S est continue et calculons sa norme. On a |5x| = |A| et, si A 
est non nul, x = X(y/X + a), d’ou 

11*11 = \M x ll»A + o|| > |A| d 

et par consequent |Sx| < (l/d)||x|| ; ceci prouve la continuity de S et 
IISII < 1/d. Montrons qu’on a en fait 1’egalite. II existe une suite (x n ) de F 
telle que d = lim n _>oo || x n - a\\ ; posons y n = x n - a, on a alors 

1 = \Sy n \ < H^ll ||th,||, 

d’ou 1 < d||5|| en passant a la limite et ceci prouve que \\S\\ > 1/d, d’oit 

m = i /d. 

On conclut alors grace au theoreme 3. 13.6. Q.E.D. 

Corollaire 3.13.11 Soient E un espace norme, a un vecteur non nul de E, alors 
il existe une forme lineaire et continue T £ E' telle que Ta = ||a|| et ||T|| = 1. 

Preuve On utilise la proposition precedente en prenant F = {0} : il existe une 
forme lineaire et continue S sur E telle que Sa = 1 et ||5|| = l/||a|| et on prend 
T = 1 1 a 1 1 S. Q.E.D. 

Corollaire 3.13.12 Soit E un espace norme, alors 

\\x\\ = sup \Tx\ 

TeE',\\T\\<i 

et cette borne superieure est atteinte. 

Preuve En effet, si ||T|| < 1, on a \Tx\ < ||x|| pour tout x, d’ou l’inegalite 
sup Te£7 / || T ||<i \Tx\ < ||x|| et, d’apres le corollaire precedent, il existe T e E 1 , 
||T|| < 1, tel que Tx = ||x|| ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Autrement dit, la norme de x est la plus petite constante telle que 
|Tx| < ||T|| ||x|| pour toute forme lineaire et continue T G E'. 

Le theoreme de prolongement 3.13.6 concerne des formes lineaires ; il se ge- 
neralise de fagon evidente a des applications lineaires continues a valeurs dans un 
e.l.c. separe de dimension finie, un tel espace etant isomorphe a un espace K n . En 
utilisant cette remarque, demontrons le 

Corollaire 3.13.13 Dans un e.l.c. separe E, tout sous-espace E\ de dimension 
finie admet un supplemental topologique. 

Preuve L’ application identique Ie x : Ei E\ se prolonge en une application 
lineaire et continue pi : E -> E\. Soit E 2 = Kerpi, alors E est la somme 
directe topologique de E x et E 2 . En effet, E x n E 2 = {0} : si x € Ei fl E 2i on 
a pi(x) = x car x e Ei et pi(x) = 0 car x E E 2> d’oit x = 0. D’autre part, 
tout x peut s’ecrire x = pi(x) + p 2 (x ), ou P 2 (x) = x - pi(x) appartient i E 2 
car pi(x - pi (x)) = pi (x) - Pi(x) = 0 vu que p\ = pi. Ceci prouve que E est 
la somme directe de Ei et E 2 et cette somme directe est topologique d’apr£s la 
continuity de pi . Q.E.D. 
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Exercice 3.13.2 Soit E un e.l.c. sdpard de dimension infinie, montrer que le dual E' est de di- 
mension infinie [considdrer un sous-espace F C E de dimension n et utiliser le thdor&me de Hahn- 
Banach]. 

Exercice 3.13.3 1. Soient E un espace normd, A une partie de E et / : A -»• K une fonction. 
Montrer qu’il existe une forme lindaire et continue T E E f telle que T\a = f et ||T|| < c si, et 
seulement si, 

n n 

(3.13.2) if(xi) < c J2 * <*< 

Z=1 Z=1 

pour tout entier n > 1 et tout Xi G A, A* 6 K (1 < i < n) [pour ddmontrer que la condition est 
suffisante, prolonger / en une forme lindaire sur le sous-espace vectoriel engendrd par A , puis utiliser 
le thdor&me de Hahn-Banach], 

2. Etant donnd une famille (xi)i e j d’dldments de E et une famille (a*)^ j de scalaires, en ddduire 
qu’il existe une forme lindaire continue T € E' telle que Txi = a,i pour i € / et ||T|| < c si, et 
seulement si, 

1 ^ c ^ a iXi 

i£j i£J 

pour toute partie finie J de I et tout A* 6 K. 

Exercice 3.13.4 On considdre le sous-espace de 1’espace l°° = /°°(N; K) 

{ n 
x 6 l°° ; sup y Xk < oo 

et on note e = (e n ) 6 /°° ou e n = 1 pour tout n. 

1 . Montrer que d(e> F) = let en ddduire une forme lindaire continue T E ( l°°Y telle que 

T\ f = 0, Te = 1 et ||T|| = 1. 

Une telle forme lindaire sera notde, selon Banach, Tx = LIM n -+ oo x n . 

2. Montrer que toute suite (x n ) tendant vers 0 appartient a F et en ddduire que pour toute suite 
(x n ) convergente 

lim x n = LIM x n . 

n-> oo n—>oo 

3. Soit x = (x n ) €. l°° tel que x n > 0 pour tout n, montrer que Tx > 0 [on pourra utiliser la 
suite x — (||aj||/2)e et le fait que ||T|| = 1] et en ddduire que pour toute suite ( x n ) de l°° 


lim inf x n < LIM x n < lim sup x n . 

n-* OO n— >oo n->oo 


3.1 4 Le theoreme de Hahn-Banach (forme geometrique) 

La forme, dite geometrique, du theoreme de Hahn-Banach utilise la notion de jauge 
d’un convexe. 

Lemme 3.14.1 Soient E un espace vectoriel et C une partie convexe absorbante 
( exercice 3.1.2) non vide , on definit la jauge jc : E -» R + de C par 

(3.14.1) j c (x) = inf {A > 0; x G AC}. 

Alors 

(3.14.2) jc(^x) = A jc(x ) pour tout x G E, A > 0, 

(3.14.3) jc(x + y) <jc(x) + jc{y) pour tout x,y E E. 
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Si E est un e.l.c. et si C est un vois inage ouvert convexe de I’origine , la jauge jc 
est continue et C = {x £ E ; jc{x) < 1} ; si C est un voisinage ferme convexe 
de I’origine, la jauge jc est continue etC = {x £ E; jc(x) < 1}. 

Preuve 1. Posons I(x) = {A > 0; x £ AC}. On notera d’abord que I(x) est 
non vide car C est absorbant. Montrons ensuite que I(x) est un intervalle de la 
forme | jc{x), +oo[ , c’est-a-dire que tout /z plus grand qu’un A appartenant a I(x) 
appartient a fortiori a I(x) : on a en effet, C etant convexe et contenant l’origine, 
AC C (iC vu que 0 < A < p. 

2. On a jc{ 0) = 0, ce qui prouve (3. 14.2) lorsque A = 0 et, lorsque A est > 0, 
(3.14.2) resulte simplement de la formule /(Ax) = A/(x). 

3. Soient x,y £ E, A > jc(x) et /z > jc{y)> on a x/A G C, y/p G C d’ou, C 
etant convexe, (x + y)/( A + p) G C ; ceci prouve que 

jc{x + y) < A + p pour tout A > j c (x) et tout /z > j c (y ), 
d’ou (3.14.3). 

4. Si E est un e.l.c., rappelons (exercice 3.1.2) que tout voisinage de l’origine 
est absorbant. 

a. Lorsque C est ouvert, soit C' = {x G E\ jc(x) < 1}- Si x G C', il existe 
A G ]0, 1[ tel que x/A G C, d’ou x G C, C etant convexe et contenant l’origine ; 
ceci prouve que C' C C. Inversement, soit x G C ; 1’ensembleC etant ouvert, x/A 
appartient encore a C si A est suffisamment voisin de 1, ce qui prouve jc(%) < 1> 
d’ou x G C', soit C C C'. On a done demontre que C = {x £ E; jc{%) < 1} ; 
pour tout e > 0, on a j € c = £~ l jc> d’ou eC = {x e E; jc(%) < e} et ceci 
prouve que jc est continue a l’origine, done partout d’apres le lemme 3.3.7. 

b. De meme, si C est ferme, posons C' = {x G E ; jc(%) < !}• Soit 

x G C, alors jc(^) < 1, d’ou x G C' et C c C 7 . Reciproquement, soit x G C 7 , 
alors Ax G C pour tout A > 1 et, C etant ferme, on en deduit x G C, d’ou C' C C. 
Ceci prouve que C = C'. Quant a la continuity de la jauge jc> pour tout e > 0, 
eC = {x G E ; jc(^) < car = £~ l jc \ ceci prouve la continuity de la 
jauge a l’origine, done partout comme precedemment. Q.E.D. 

La jauge n’est pas necessairement une semi-norme ; ceci conduit a introduire 
la notion d’ensemble equilibre. 

Definition 3.14.1 Une partie A d’un espace vectoriel est dite equilibree si 
(x G A et A G K, |A| < 1) => Ax G A. 

Lorsque K = R, A est equilibre si, pour tout x G A, le segment [x, — x] est 
contenu dans A. 

Remarque 3.14.1 Dans un e.l.c., toute boule Bj(0;r) est equilibrye : l’origine 
admet un systeme fondamental de voisinages convexes, fermes et equilibres. 

Lemme 3.14.2 Soient E un espace vectoriel et C une partie convexe, absorbante, 
equilibree et non vide, alors la jauge jc est une semi-norme sur E. 
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Preuve II s’agit de verifier que jc(Ax) = |A|j c (x) pour tout A e K et tout x e E. 
Or, 

jc(Ax) = inf{/r > 0; Ax 6 fiC} 

et, C etant dquilibrd, Ax e fiC equivaut A |A|x 6 fiC, d’oii d’apits (3.14.2) 
jc{ Ax) = inf {n >0; |A|x € nC} = Jo(|A|x) = |A|.?c(x). 

Q.E.D. 

Nous utiliserons le rdsultat suivant 

Lemme 3.14.3 Dans un e.v.t., I’adherenced’un ensemble equilibre est iquilibree. 
Preuve Notons h\ : x i-> Ax 1’homothetie de rapport A. Dire qu’une partie A 
est dquilibrde signifie que h\(A)_C A si |A| < 1 ; d’apr^s la continuity des ho- 
motheties, on en ddduit que h\(A) c A si |A| < 1, ce qui permet de conclure. 

Q.E.D. 

Exercice 3.14.1 Si la jauge d’un voisinage ouvert (resp. fermd) convexe C de l’origine est une semi- 
norme, montrer que C est dquilibrd. 

Exercice 3.14.2 Soit E un e.l.c. 

1. Montrer que l’enveloppe convexe de toute partie dquilibrde est dquilibrde. 

2. Montrer que 1’ intersection de toute famille de parties dquilibrdes est une partie dquilibrde. 

3. Si A est une partie de E, en ddduire qu’il existe une plus petite partie dquilibrde contenant A 
qui peut s’dcrire U|A|<i AA : on i^ppelle l’enveloppe dquilibrde de A. 

4. En ddduire que F (lJ| A| <i AA) est le plus petit convexe dquilibrd contenant A et 

r ( U aa) 

|A|<1 

le plus petit convexe fermd dquilibrd contenant A ; on les appelle respectivement enveloppe convexe 
dquilibrde et enveloppe convexe fermde dquilibrde de A. 

5. Montrer que l’enveloppe convexe fermde dquilibrde de toute partie bornde est bornde. 

Exercice 3.14.3 Soient E un e.l.c. mdtrisable et B une partie dquilibrde telle que, pour toute suite 
(x n ) de E convergeant vers 0, il existe A > 0 tel que \x n G B pour tout n, montrer alors que B est 
un voisinage de 0 [raisonnement analogue h celui de la proposition 3.7.2]. 

Exercice 3.14.4 Soit C un convexe compact de R n d’intdrieur non vide, montrer que C est ho- 
mdomorphe k la boule unitd B de R n [on peut supposer que C est un voisinage de 0, considdrer 
r application / : M n — > M n ddfinie par 

/( 0) = 0 et f{x) = j c {x) x/\\x\\ lorsque x ^ 0, 

vdrifier sa continued et montrer qu’elle induit un homdomorphisme de C sur B]. 

La notion de jauge et les corollaires 3.13.2 et 3.13.5 permettent alors d’^tablir 
les propositions suivantes. 

Proposition 3.14.4 Soient E un e.l.c. reel , C une partie convexe contenant Vori- 
gine eta ^C. 

1. Si C est ouvert , il existe T e E' tel que 

Ta = 1 et Tx < 1 pour tout x € C. 

2. Si C est ferme, il existe T e E' tel que 

Ta > 1 et Tx < 1 pour tout x £ C. 
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Preuve 1. Lorsque C est ouvert, soit jc la jauge du convexe <7, alors (lemme 

3.14.1) C = {x £ E ; jc(x) < 1}, d’ou jc(o) > 1. D’apr&s le corollaire 3.13.2, 
il existe une forme lineaire S sur E telle que Sa = jc(o) et Sx < jc(%) pour tout 
x £ E. Soit (11*11*)^/ une famille de semi-normes definissant la topologie de E , 
d’apres la continuity de jc et le lemme 3.3.7, il existe J £ 3(1) et c > 0 tels que 
jc(x) < c||x|| j, d’ou Sx < c\\x\\j et, en changeant x en —x, \Sx\ < c||x||j. La 
forme lineaire S est done continue et on conclut en prenant T = S/jc(o). 

2. Lorsque C est ferme, il existe une boule Bj(a\r) telle que 
C fi Bj(a\r ) = 0, d’ou (C + Bj(0;r/2)) n Bj(a\r/ 2) = 0. Le point a n’ap- 
partient done pas a l’adherence C" de C + Bj(0;r/2) ; ce dernier ensemble etant 
un voisinage ouvert convexe de l’origine, C' est un voisinage ferme convexe (pro- 
position 3.8.4) de l’origine et a $ C". On a C' = {x € E\ jc*(x) < 1} (lemme 

3.14.1) , d’ou jc f (ci) > L D’apres le corollaire 3.13.2, il existe une forme lineaire 

T sur E telle que Ta = jc • ( a ) et Tx < jc f (x) et, comme precedemment, cette 
forme lineaire est continue et verifie les proprietes requises. Q.E.D. 

Proposition 3.14.5 Soient E un e.l.c. sur K (= RouC), C une partie convexe 
equilibree eta $ C. 

1. Si C est ouvert, il existe T £ E' tel que 

Ta = 1 et \Tx\ < 1 pour tout x £ C. 

2. Si C est ferme, il existe T £ E 1 tel que 

Ta > 1 et \Tx\ < 1 pour tout x £ C. 

Preuve Reprenons la demonstration precedente. 

1. Lorsque C est ouvert, sa jauge jc est une semi-norme (lemme 3.14.2). 
D’apr&s le corollaire 3.13.5, il existe une forme lineaire S sur E telle que 
Sa = jc(o) et \Sx\ < jc(%) pour tout x £ E ; on conclut comme precedem- 
ment en prenant T = S/jc(ci). 

2. Lorsque C est ferme, on remarque que C+Bj( 0; r/2) est equilibre ; d’apres 

le lemme 3.14.3, C 1 est equilibrd. La jauge jc* est une semi-norme et (corollaire 
3.13.5) il existe une forme lineaire T sur E telle que Ta = jc'(a)> \Tx\ < jc*(x) 
pour x £ E, ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Pour formuler geometriquement les resultats precedents, nous utiliserons les 
notions suivantes d’ hyperplan affine et de demi-espace. 

Dans un espace vectoriel (reel ou complexe), le translate d’un sous-espace vec- 
toriel est appele un sous-espace affine ; le translate d’un hyperplan, e’est-a-dire 
d’un sous-espace vectoriel de codimension un, sera appele un hyperplan affine et, 
plus simplement, un hyperplan lorsqu’aucune confusion ne sera a craindre. Une 
description tres simple est donnee par le 

Lemme 3.14.6 Soit E un espace vectoriel et soit T une forme lineaire sur E non 
identiquement nulle, alors V ensemble {x £ E;Tx = 1} est un hyperplan ne 
contenant pas 0. Reciproquement, si H est un hyperplan ne contenant pas 0, il 
existe une unique forme lineaire T sur E telle que H = {x € E; Tx = 1}. 



366 CHAPITRE 3 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 


Preuve Soit T une forme lindaire non identiquement nulle et soit 
H = {x G E]Tx = 1}. II est clair que 0 0 H. Montrons que H est un hy- 
perplan. II existe a G E tel que Ta ^ 0 ; posons b = a/Ta , on a alors Tb = 1 et 
on verifie aisdment que H = b + Ker T. 

Rdciproquement, un hyperplan peut s’ecrire H = a + Ker S ou S G E* 
(lemme 3.6.9) ; si H ne contient pas 0, Sa ^ 0 et on verifie alors que 
H = {x G E; Tx = 1} ou T = S/Sa. Quant a Punicit6, soient Ti et T 2 
deux formes lineaires telles que 

H = {x G E ; T\X = 1} = {x G E ; T 2 x = 1}, 

alors Ti = T 2 : en effet, s’il existait un point a G E tel que T\a ^ T 2 a, on aurait 
par exemple T\a 0 et, en posant 6 = a/Tia, Ti& = 1 et T 2 6 ^ 1, ce qui est 
absurde. Q.E.D. 

Lorsque E est un e.l.c., iif est fermd si T est continu, sinon H est partout dense 
d’apres la proposition 3.6. 1 1 . 

Lorsque E est un e.l.c. rdel, on d^finit la notion de demi-espace de la fa$on 
suivante. Si T G E' est une forme lin^aire et continue non identiquement nulle et 
si a est un nombre r6el, les ensembles 

{x G E ; Tx < a} et {x G E ; Trr > a} 
sont appeles demi-espaces fermes determines par T hyperplan 

H = {x G E ; Tx = a}. 

Exercice 3.14*5 Soient JS un e.l.c. r£el et T une forme lin^aire sur E non identiquement nulle. Soit 
a G M, on pose H = {x e E ; Tx = a}, £>+ = {a? G £ ; Tx > 0 } et D- = {x e E ; Tx < a}. 

1. Soit 6 G 1? tel que T6 = a, on considfcre l’hom^omorphisme s : x 2b — x (symetrie par 
rapport h 6). Montrer que s(D±) = D^. 

2. En ddduire que T est continu si, et seulement si, £>+ (ou D_) est fermd [utiliser la proposition 
3.6.11]. 

3. Si T est continu, montrer que l’intdrieur de D± est le demi-espace ouvert D± — H et que H 
est la fronti&re de D±. 

On a alors le rdsultat important qui suit et dont P interpretation sera donnee 
ulterieurement lors de P6tude des topologies faibles. 

Proposition 3.14.7 Dans un e.l.c . riel, tout convexe ferme non vide C est V inter- 
section des demi-espaces fermes qui contiennent C. 

Preuve Grace a une translation, on peut supposer que C contient l’origine. Soit 
a & C y d’apr&s la proposition 3.14.4, il existe T G E f tel que Ta > 1 et Tx < 1 
sur C. Le demi-espace ferme {x G E ; Tx < 1} contient C, mais non le point a, 
d’ou le rdsultat souhaite. Q.E.D. 

Apr&s ces preliminaires, venons-en au thdor£me essentiel de ce paragraphe. 

Theoreme 3.14.8 Forme geometrique du theoreme de Hahn-Banach Soient E 
un e.l.c., C un ouvert convexe non vide et M un sous-espace affine ne rencontrant 
pas C. Alors, il existe un hyperplan ferme contenant M et ne rencontrant pas C. 
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Preuve 1. Supposons d’abord K = R. Grace a une translation, on peut suppo- 
ser que C contient l’origine. Le sous-espace affine M peut alors s’ecrire 
M = a + F ou F est un sous-espace vectoriel de E et a € E n’appartient pas a F 
vu que l’origine n’appartient pas a M. Considerons alors le sous-espace vectoriel 
G = F ® Ra ; M est un hyperplan de G : il existe done une forme lineaire T sur 
G telle que M = {x eG ;Tx= 1}. 

Soit p = jc la jauge du convexe C. Montrons que Tx < p(x) sur G. La 
fonction p etant positive, il suffit d’etudier les x € G tels que Tx > 0 ; posons 
y = x/Tx , alors Ty = 1, d’ou y € M, done y £ C et par suite (lemme 3.14.1) 
p(y) > 1, soit Tx < p(x). 

D’apres le lemme 3. 13. 1, il existe done une forme lineaire T sur E prolongeant 
T telle que Tx < p(x). Alors, H = {x G E ; Tx = 1} est un hyperplan contenant 
M ; cet hyperplan ne rencontre pas C vu que p < 1 sur C et, C etant ouvert, il ne 
peut etre partout dense et est done ferme. 

2. Lorsque K = C, on peut par translation se ramener au cas ou M contient 
l’origine. Il existe alors d’apres 1. une forme M-lineaire S telle que l’hyperplan 
reel K d’equation Sx = 0 contienne M et ne rencontre pas C. D’apres le lemme 
3.13.3, S est la partie reelle de la forme C-lindaire Tx = Sx — iS(ix). L’hy- 
perplan complexe H d’equation Tx = 0 est contenu dans K , done ne rencontre 
pas C. Verifions que M C H : soit x G M, alors ix e M et, K contenant M, 
Sx = S(ix) = 0, d’ou Tx = 0 et x € H. Cet hyperplan H ne peut etre partout 
dense, il est done ferme ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Remarque 3.14.2 Lorsque le sous-espace affine M est rdduit a un point, ce theo- 
reme dans le cas reel est une consequence immediate de la proposition 3.14.4 et 
est encore vrai pour un convexe ferme non vide. Par contre, des que la dimension 
de M est > 1, le theoreme peut etre en defaut pour des convexes fermes (exercice 
3.14.6). 

Exercice 3.14.6 Dans R 3 , on considfcre Pensemble 

c = {(£> V, z) e R 3 ; 0 < x, 0 < y, z 2 < xy} 

et la droite D d’dquations x = 0, z = 1. Montrer que C est un convexe ferm 6 et que tout hyperplan 
passant par D rencontre C. 

Donnons pour clore ce paragraphe un exemple de theoreme de separation. On 
supposera l’espace reel, les notions de separation n’ayant aucune signification dans 
le cas complexe. 

Definition 3.14.2 Dans un e.l.c. reel E, on dit que deux parties A et B de E sont 
separees par un hyperplan ferme H si A est contenu dans Vun des demi-espaces 
fermes determines par H et B dans l’ autre demi-espace ferme . 

On a alors le theoreme de separation suivant. 

Theoreme 3.14.9 Soient E un e.Lc. reel, A et B deux ensembles convexes non 
vides et disjoints , Van au moins de ces convexes etant ouvert, alors il existe un 
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hyperplan ferme H separant A et B. En outre , si A, par exemple, est ouvert, un 
tel hyperplan H ne rencontre pas A. 

Preuve On applique le theoreme precedent en prenant M = {0} et C = A — B 
qui est convexe, non vide et ouvert (lemme 3.6.1) : il existe un hyperplan ferme 
contenant 0 et ne rencontrant pas C ; autrement dit, il existe une forme lineaire et 
continue T e E' qui ne s’annule pas sur C et, un convexe etant connexe, T est 
done de signe constant sur C ; supposons, par exemple, T > 0 sur C, e’est-^-dire 
Tx > Ty pour tout x £ A et y £ B ; posons a = inf^^ Tx ; a est fini et Tx > a 
pour tout x £ A, Ty < a pour tout y £ B, ce qui prouve que l’hyperplan ferme 
H = {z £ E ; Tz = a} separe A et B. 

Si A est ouvert, montrons que H ne rencontre pas A. En effet, T(A) est ouvert : 
soit x £ A et h £ E tel que Th ^ 0 ; le vecteur x + th appartient & A pour t £ R 
suffisamment petit et T(x + th) = Tx + tTh , ce qui prouve que T(A) est un 
voisinage de Tx et T(A) est done ouvert. L’ ensemble T(A) est done un ouvert de 
R contenu dans la demi-droite [a, +oo[ ; le point a ne peut done appartenir a cet 
ensemble, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Exercice 3.14.7 Soient E un e.l.c. rdel, A et B deux convexes non vides et disjoints, on suppose A 
compact et B fermd. Montrer qu’il existe un hyperplan fermd sdparant A et B qui ne rencontre ni A , 
ni B [utiliser 1’exercice 3.7.7 et le thdor&me 3.14.9]. 

Exercice 3.14.8 Soit E un e.v.t. 

1. Soit V un voisinage de^O, il existe (exercice 3.1.1) un voisinage W £ V(0) tel que 
W + W C V, montrer que W c V et en ddduire que l’origine admet un syst&me fondamental 
de voisinages fermds. 

2. Montrer que, pour tout voisinage V £ V(0), il existe a > 0 et un voisinage W £ V(0) tels 
que 

(|A| <aetx£W)^ \x £ V 

et en ddduire que l’origine admet un systdme fondamental de voisinages dquilibrds. 

3. On suppose que l’origine admet un syst&me fondamental de voisinages convexes. Montrer alors 
que 1’ ensemble {Vi)i£i des voisinages de l’origine convexes, fermds et dquilibrds est un systfcme fon- 
damental de voisinages et en ddduire que la topologie de E peut etre ddfinie par une famille de semi- 
normes [prendre la famille des jauges des ensembles Vi]. 

Exercice 3.14.9 Hyperplan d’appui Soient E un e.l.c. rdel et C C E une partie non vide, un 
hyperplan fermd H est appeld un hyperplan d’appui de C si H rencontre C et si C est contenu dans 
l’un des demi-espaces fermds ddfinis par H. 

1. Soit T £ E' une forme lindaire et continue non identiquement nulle, si C est compact, montrer 
qu’il existe un hyperplan d’appui de C de la forme Tx = a. 

2. Si C est un convexe fermd d’intdrieur non vide, par tout point fronti&re de C y il passe un 
hyperplan d’appui de C [soit a £ Fr (C), noter que C est convexe (exercice 3.8.1) et utiliser le 
thdor&me 3.14.8 de Hahn-Banach]. 

Exercice 3.14.10 Soit K une partie non vide d’un espace vectoriel E , une partie non vide A de K 
est appelde une partie extrdmale de I< si 

(Vz,y £ I<){Vt G]0, l[)(ta + (1 - t)y £ A =$> x,y £ A). 

Un point a £ K est appeld un point extrdmal de K si {a} est une partie extrdmale de K. 

1. Si E est un e.l.c., tout point extrdmal de K appartient a la frontidre de K. 
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2. Un espace norm6 E est dit uniform^ment convexe si, pour tout e > 0, il existe 6 > 0 tel que 

(11*11 < 1, Ill/ll < 1 et ||(i + y)/2\\ > 1 - 6) =4- ||a; - y|| < e. 

Montrer que les points extrdmaux de la boule unit£ B = {x E E ; ||x|| < 1} sont les points de la 
sphere unitd S = {x € E \ ||a:|| = 1}. 

3. Dans l’espace de Banach l°°(I ; K), I 6tant un ensemble quelconque, montrer que les points 
extrdmaux de la boule unite sont les points a = (a*)^/ tels que |a*| = 1 pour tout i. 

On suppose ddsormais que E est un e.l.c. s£pard et que K est une partie compacte non vide de E. 

4. a. Soit ^ l’ensemble des parties extrdmales fermdes de K ; on ordonne 3 en prenant comme 
relation d’ordre l’opposd de l’inclusion. Montrer que 3 est inductif. 

b. Soit A E 3, si T est une forme K-lineaire et continue sur E montrer que 

B = {x E A ; Tx = sup Ty} 
yeA 


appartient a 3. 

c. En ddduire que tout dldment maximal de 3 est une partie rdduite a un dldment. 

d. Montrer que toute partie extrdmale fermde de K contient un 61dment external de K et que 
l’ensemble E X (K) des dldments extrdmaux de K est non vide. 

5. Montrer que K est contenu dans l’enveloppe convexe fermde r(E x (K)) de ses points ex- 
tr^maux [s’il existe un point a de K n’appaitenant pas h cette enveloppe convexe fermde, utiliser la 
proposition 3.14.4]. Si on suppose de plus K convexe, alors K = F(E X (K)) (thdor&me de Krein- 
Milman). 

Exercice 3.14.11 Soient E un e.l.c. sdpard, K une partie convexe compacte non vide et / : K — > M 
une fonction convexe s.c.s. Montrer que l’ensemble K 1 oh / atteint sa borne supdrieure est une partie 
extr^male compacte (exercice 3. 14. 10) de K. 

Exercice 3.14.12 Soient E un espace norm£ uniformdment convexe (exercice 3.14.10) et K une 
partie compacte non vide de E. On note A l’ensemble des x E E qui admettent une unique projection 
sur K : si d = d(z, K ), ceci signifie qu’il existe un unique point y E K tel que \\x — y\\ = d . 

1. Montrer que K C A. Si x & K , soit y un point de I< tel que ||a? — y\\ = d, montrer que 
]x } y[ C A [si 2 = tx + (1 - t)y E ]x, y[, 0 < t < 1, on montrera que B'(z\ td) C B(x\ d) U {y} : 
h cet effet, on supposera qu’il existe un point y' E E tel que 

y + v\ Ik - y'W = td et ||i - y'|| = d\ 


poser 

y" = y + -(»' -y)\ 

les points y , y\ y" de la sphere S{x\ d) £tant align^s, en d^duire une contradiction grace a l’exercice 
3. 14.102 ]• En ddduire que A est dense dans E. 

Soient x E E,d = d(z, K) et 6 > 0, on pose 

K 6 (x) = KnB'{x-,d + 6) 


et, pour tout e > 0, 

O e = {a; E E ; (35 > 0)( diam K$(x) < e)}. 

2. Montrer que A = floo ^ 

3. Soient x,x' E E, d = d(x,K ), d! = d(x* ,K). Montrer que K$/(x) C I<s(x) des que 
2 ||z — x'\\ + 5' < 6 et en ddduire que les ensembles F e = E — O e sont fermds. 

4. En d&luire que le compldmentaire de A est maigre. 
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3.15 Topologies faibles 

Soient F et F deux espaces vectoriels (reels ou complexes). On dit qu’une forme 
bilineaire (x, y) h-»< x, y > sur E x F met ces espaces vectoriels en dualite si 

(3.15.1) < x, y >= 0 pour tout x G F implique y = 0 
et 

(3.15.2) < x, y >= 0 pour tout y G F implique x = 0. 

On dit alors que < •, • > est le crochet de duality ; le cas ech^ant, ce crochet peut 
etre note < .,• >(e,f)- 

L’exemple fondamental est le suivant. 

Proposition 3.15.1 Soient E un e.l.c. separe, E' le dual topologique de E, alors 
la forme bilineaire < x, x f >= x'(x) met les espaces E et E' en dualite . 

Preuve Si x'(x) = 0 pour tout x, on a evidemment x' = 0. Si x'(x) = 0 pour tout 
x' G F', alors x = 0 : en effet, si x est different de 0, il existe (corollaire 3.13.7) 
x' € E' tel que x'(x) ^ 0. Q.E.D. 

Lorsque deux espaces vectoriels sont en dualitd, on peut definir des topo- 
logies sur ces espaces, dites topologies faibles, de la fa$on suivante. Sur Fes- 
pace E , les applications 0 y : x »-*< x,y >, ou y G F , sont des formes li- 
n^aires et on peut done definir sur E la topologie initiale rendant continues toutes 
ces formes lineaires lorsque y d^crit F. Cette topologie est done la topologie la 
moins fine rendant continues les applications 6 yi y G F ; cette topologie, notde 
o(E ) F) 9 s’appelle topologie faible sur E assoctee & la dualite entre les espaces E 
et F. Bien entendu, on ddfinit de la meme fa?on une topologie faible sur F no- 
t^e cr(F , E) : e’est la topologie la moins fine rendant continues toutes les formes 
lineaires y i-K x,y >, x decrivant E. Les espaces E et F jouant un role parfai- 
tement symetrique, nous allons indiquer les propridtds de la topologie faible sur 

E. 

D’apres la proposition 3.5.1, la topologie a(E,F) est une topologie d’e.l.c. 
qui peut etre definie par la famille de semi-normes 

(3. 15.3) x i-4 | < x, y > | oh y d^crit F. 

La topologie cr(E,F) est separ^e d’apres (3.15.2) et la proposition 3.2.9. Si une 
suite (x n ) de E converge vers x pour la topologie a(E , F), on dit qu’elle converge 
faiblement vers x : ceci signifie que, pour tout y G F, la suite (< x n , y >) dcK 
converge vers < x,y >. 

Reprenons la situation de la proposition 3.15.1. Les espaces E et E' dtant en 
dualitd, on peut ddfinir des topologies faibles cj(F,F / ) et a(E\E) sur E et F'. 
Sur l’espace F, on dispose done de deux topologies, d’une part de la topologie 
donnde initialement qu’on appelle done la topologie initiale ou topologie forte sur 

F, d’autre part de la topologie faible cr(F,F / ) : cette topologie faible est effec- 
tivement plus faible, e’est-a-dire moins fine que la topologie initiale, vu que la 
semi-norme x h* |x'(x)| est continue sur F pour la topologie initiale (e’est la 
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continuity de x' !) C’est pour cette raison que la topologie cr(E> E ' ) est appelde la 
topologie affaiblie sur E (sous-entendu affaiblie de la topologie initiale) ; muni de 
cette topologie, l’espace E sera note E c . Dire qu’une suite ( x n ) de E converge 
faiblement vers x signifie que, pour tout x' G E\ la suite (x'(x n )) converge vers 
x'(x). Par contre, l’espace E' n’est pas naturellement muni d’une topologie et la 
duality entre E et E' permet de definir la topologie faible cr(E' y E) sur E ' ; il est 
important de noter que cette topologie est en fait la topologie de la convergence 
simple et plus precisement la topologie induite par celle de l’espace 3 r s (E]K) ; 
muni de cette topologie, l’espace E' sera note E et sera appele le dual faible de 
E. 

D’apres la definition meme de la topologie o{E,F ), la forme lineaire 
x i-»< x, y > est continue sur E muni de sa topologie faible ; autrement dit, si on 
note E f le dual de l’espace E muni de sa topologie faible, l’application 0 : y 0 y 
est une application, evidemment lineaire, de F dans E '. Nous allons ddmontrer 
que cette application est un isomorphisme topologique, les espaces F et E ' etant 
munis des topologies a (F 1 E) et cr(E\ E). 

Voici d’abord un lemme algdbrique. 

Lemme 3.15.2 Soient T \ , . . . , T n , T des formes lineaires sur un espace vectoriel 
E telles que T\x = ... = T n x = 0 implique Tx = 0, alors T est une combinaison 
lineaire des formes T\ , . . . , T n . 

Preuve Considdrons l’application lineaire R = (Ti, . . . ,T n ) : E K n , l’hypo- 
th^se signifie que Rx = 0 implique Tx = 0 ; autrement dit Rx = Rx f implique 
Tx = Tx', il existe done une forme lineaire et une seule S : R(E) — » K telle que 
S(Rx) = Tx. D’apres le thdor£me 3.13.6, cette forme lineaire se prolonge en une 
forme lineaire S sur K n ; cette forme lineaire est de la forme 

n 

&(yi > • • • > Vn) = ^ ^ 
i=l 

d’ou 

n 

Tx = 5(Tix, . . . , T n x) = ^2 a iTiX 

2=1 

et ceci prouve que T = Y%=i a i^i- Q.E.D. 

Proposition 3.15.3 Soient E etF deux espaces vectoriels en dualite , E f le dual de 
Ve.lc. separe E muni de la topologie faible cr(E y F), alors V application 
6 : y i y < > est un isomorphisme topologique de F sur E f pour les topo- 

logies a(F,E) et a(E , i E). Toute forme lineaire et continue T sur E , a(E i F) t 
peut done s’ecrire d y une f agon et d y une seule 

Tx =< x, y > ouy e F. 

Preuve L’application 0 est injective : 0(y) = 0 implique y = 0 d’apr&s (3.15.1). 
Montrons que 0 est surjective. Soit T G E\ d’apres le theor&me 3.3.3 il existe 
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une partie finie {y \ , . . . , y n } de F et une constante c > 0 telle que 
\Tx\ < c sup | < x, yi > | pour tout x ; 

l<i<n 

il en resulte que Tx = 0 des que < x,yi >= 0, 1 < i < n ; d’apres le lemme 
precedent, T est une combinaison lineaire des formes < •, yi >, ce qui prouve que 
T est de la forme <•,?/> ou y est une combinaison lineaire des yi. L’ application 
9 est done surjective. 

Montrons que 9 est un isomorphisme topologique. La topologie a(F y E) de F 
est d^finie par les semi-normes p x : y ■-* | < x, y > | ; la topologie a(E E) 
de E f est ddfinie par les semi-normes q x : x f \x'(x)\ et, pour conclure, il suffit 
d’ observer que p x = q x ° 0. Q.E.D. 

Lorsque E et F sont deux espaces vectoriels en dualite et qu’on munit ces 
espaces de leur topologie faible, on peut done identifier F et le dual de E , ainsi 
que E et le dual de F. Autrement dit, la situation apparemment particuliere de la 
dualite entre un e.l.c. separe et son dual est en fait la situation generate. Dans ce 
cas 1’ application 9 est simplement 1’ application identique de E ' et on a done le 

Corollaire 3.15.4 Soient E un e.l.c. separe , E' le dual de E , alors E' est encore 
le dual de E pour la topologie ajfaiblie a(E y E f ). 

Remarque 3.15.1 D’apres la proposition 3.15.3, 1* application qui a tout x de E 
associe la forme lineaire et continue sur E' a x f x'(x) est un isomorphisme de 
E sur (E' a Y pour les topologies cr(E,E') et a((E f a )\ ££), e’est-^-dire un iso- 
morphisme de E a sur le dual faible de E , (T . En particulier, toute forme lineaire et 
continue sur le dual faible est de la forme x' x'(rr) : le dual du dual faible E' a 
peut etre identify a E. 

Soit E un e.l.c. s6par6, la topologie affaiblie ^tant moins fine que la topolo- 
gie initiale, toute partie faiblement fermee, c*est-&-dire ferm^e pour la topologie 
<j(E y £*'), est fortement fermee, e’est-a-dire fermee pour la topologie initiale. Re- 
ciproquement, une partie fortement fermee n’est pas en general faiblement fer- 
mee. Cependant, les formes lineaires continues sur E etant les mdmes pour ces 
deux topologies, un hyperplan ferme est faiblement ferme et, plus generalement, 
un sous-espace vectoriel ferme est faiblement ferme d’apres le corollaire 3.13.9. 
Ce resultat subsiste pour toute partie convexe. Lorsque E est un e.l.c. reel, ceci re- 
sulte de la proposition 3.14.7 ; cette proposition n’ayant aucune signification dans 
le cas complexe, nous utiliserons F argument suivant. 

Soient E et F deux espaces vectoriels complexes en dualite. Notons Eo et Fo 
les espaces vectoriels reels sous-jacents. La forme bilineaire 

(x, y) •-* < x, y > 

definit une dualite entre ces espaces : en effet, supposons 5Re < x,y >= 0 
pour tout x € E y alors die < ix,y >= 0, d’ou >= 0 et par suite 

< x,y >= 0 pour tout x G E, d’ou y = 0, ce qui prouve (3.15.1) ; on v6- 
rifie de meme (3.15.2). Sur F, on peut done definir deux topologies faibles, la 
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topologie cr(E,F) et la topologie a(Eo,Fo) ; ces deux topologies coincident : 
a(E,F) = a(Eo,Fo). En effet, la topologie a(E ) F) est ctefinie par les semi- 
normes x | < x, y > |, la topologie a(E 0 , F 0 ) par les semi-normes 

x 1 <x,y>\ 


et on a 


|Sfte < x,y >| < |< x,y >|, |< x,y > \ < |Sfte < x,y >| + |5Re < x,iy >|, 
ce qui prouve le r&ultat voulu. 

Les considerations pr£c6dentes prouvent done la 
Proposition 3.15.5 Dans un e.l.c. separe , tout convexe fortement ferme estfaible- 
ment ferme. 


Exercice 3.15.1 Theoreme de Mazur Soit E un e.l.c. m&risable et soit ( x n ) une suite de E conver- 
geant faiblement vers x> e’est-it-dire dans E a . Si C ddsigne l’enveloppe convexe de la suite (x n ), 
montrer qu’il existe une suite ( y n ) de C qui converge vers x pour la topologie initiate [noter que 
r adherence de C pour la topologie initiate coincide avec 1’ adherence faible de C]. 

Exercice 3.15.2 Soit E un espace normd de dimension infinie, montrer que la topologie affaiblie 
cr(E , E') n’est pas mdtrisable [si la topologie cr(E, E f ) est mdtrisable, montrer qu’il existe une suite 
(x' n ) de E' vdrifiant la propridtd suivante : pour tout x' E E\ il existe n et c > 0 tels que 

|a/(a:)| < c max |a?'- (a?)| pour tout a? E E 

0 <j<n J 


utiliser ensuite le lemme 3.15.2, puis les exercices 3.5.3 et 3.13.2]. 

Exercice 3.15.3 Soit E un e.l.c. sdpare. 

1 . Montrer que E est mdtrisable si, et seulement si, E est de dimension ddnombrable [utiliser le 
lemme 3.15.2]. 

2. Montrer que E' a est normable si, et seulement si, E est de dimension finie [si E est de dimension 
infinie, montrer que tout voisinage de 0 dans E' a contient un sous-espace vectoriel non rdduit & {0}]. 

Exercice 3.15.4 On consid&re l’e.l.c. E = !7 S (X; K) (exemple 3.5.1). 

1 . Soit x € X, montrer que l’application S x : / ■-* f(x) est une forme lindaire et continue sur E. 

2. Montrer que E ' coincide avec l’espace vectoriel engendrd par (^x)xgx [utiliser le lemme 
3.15.2]. 

3. Montrer que la topologie affaiblie sur E coincide avec la topologie initiate. 

Exercice 3.15.5 Soit E un espace vectoriel de dimension infinie qu’on munit d'une structure d’e.l.c. 
en prenant toutes les semi-normes ddfinies sur E. 

1 . Montrer que la topologie de E est sdparde. 

2. Montrer que la topologie affaiblie est strictement moins fine que la topologie initiate en proed- 
dant comme suit. 

a. Soit ( ei)i£i une base de E , tout x E E s’dcrit d’une mantere unique x = x&i , 

Xi E K, ou l’ensemble des i tels que Xi ± 0 est fini. Montrer que ||a;|| = \ x * \ est une norme 

sur J?. 

b. Expliciter l’dventuelle continuity de l’application identique de E a dans E t puis conclure. 

Exercice 3.15.6 On considfcre 1’ espace vectoriel E = K[x] des polynomes a une indyterminde et 
l’espace vectoriel F = K[[x]] des series formelles h une indyterminde. Si P = YfjLoPj x j est un 
polynome (l’ensemble {j E N ; Pj ^ 0} est fini) et Q = ]CJLo Qj x j est une sdrie formelle, on pose 

OO 

< P,Q >= 

3 = 0 
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1. Montrer qu’on dtablit ainsi une duality entre les espaces E et F. 

2. Montrer que toute forme lin^aire T : E — » K est continue. 

3. On note E n le sous-espace vectoriel de E constitud des polynomes de degrd < n. Montrer que 
la topologie induite sur E n par celle de E est la topologie canonique de E n . 

4. Montrer qu’une partie B de E est bornee si, et seulement si, il existe une entier n tel que B 

soit contenu et bornd dans E n [pour ddmontrer que la condition est n&essaire, on pourra raisonner par 
l’absurde : si B <£ E n pour tout n, il existe une suite Pk e B telle que degr 6 Pk < degrd Pk+i ; 
construire alors une sdrie formelle de la forme Q = qkX n * oil = degr 6 Pk telle que 

I < -Pfc.Q > I > k pour tout k]. 

5. Montrer qu’une suite (Pk) de E converge vers 0 si, et seulement si, il existe n tel que Pk E E n 
pour tout k et la suite (Pk) converge vers 0 dans E n . 

6. Montrer que l’espace E est s^quentiellement complet. 

7. Montrer que E n’est pas m&risable [montrer que E est maigre]. 

Exercice 3.15.7 Soient E un e.l.c. sdpard, F un sous-espace vectoriel partout dense muni d’une 
topologie d’e.l.c. sdparg telle que l’injection canonique de F dans E soit continue, l'application de 
restriction u e E' u\f e F' est alors injective, ce qui permet d’identifier E ' a un sous-espace de 
F*. 

1. Montrer que la topologie a(E\E) est plus line que la topologie induite par la topologie 
<r(F',F). 

2. Si F ^ E t la topologie a(E f y E) est strictement plus fine que la topologie induite par la 
topologie <j(F'yF) [raisonner par l’absurde : si ces deux topologies coincident, considdrer la semi- 
norme de E\ x / |x'(aO|, ou x € E — F]. 


3.16 Dualite des espaces de Banach 

Soient E un espace norme (rdel ou complexe) et E ' son dual. On dispose sur E 
de la topologie initiale et de la topologie affaiblie a(E,E') associee a la dualite 
(x, x') i->- x'(x) entre E et E f ; muni de cette topologie faible, l’espace E est note 
E a . Sur le dual E\ on dispose de la topologie faible a(E\E) ; rappelons que 
muni de cette topologie, E\ note E est appele dual faible. Sur E on dispose 
egalement de la topologie de la convergence uniforme sur tout borne qui est une 
topologie d’espace de Banach (theor&me 3.10.1), la norme d’une forme lineaire 
et continue T £ E' dtant ddfinie par ||T|| = supua.!!^! |Tx| ; cette topologie sur 
E\ notee est appelee topologie forte. Muni de cette topologie E\ note E' b > 
est appele le dual fort. On peut alors considerer le dual E n = ( E' b Y du dual fort, 
appeld bidual de l’espace E , et la topologie affaiblie de la topologie forte, c’est-a- 
dire la topologie faible a{E\E n ). 

En resume, on dispose sur l’espace E de deux topologies, la topologie initiale 
et la topologie affaiblie de l’initiale, sur le dual E ' de trois topologies, la topolo- 
gie faible a{E\ E)> la topologie forte et la topologie affaiblie de la forte. Sur le 
bidual, nous utiliserons la topologie d’espace de Banach de dual fort de l’espace 
de Banach E b et la topologie faible <j(E ", E '). 

Nous allons etudier les proprietes des topologies faibles cr(E,E') et 
a(E',E). Ces proprietes seront qualifiees de l’adjectif faible ; par exemple, une 
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partie bornee (resp. compacte) de E G ou E' a sera dite faiblement bornee (resp. fai- 
blement compacte), etc. Afin d’eviter toute confusion, nous n’utiliserons pas cet 
adjectif faible pour la topologie a(E\ E"). 

Rappelons enfin que, sur 1’ espace E , la topologie initiale est plus fine que la 
topologie affaiblie cr(E,E f ). Lorsque E est de dimension finie, ces topologies 
coincident d’apres le theoreme 3.5.8. 

Sur l’espace E\ on a la 

Proposition 3.16.1 Soit E' le dual d’un espace norme E, alors 
a(E\E)<a(E\E") <7 b . 

Preuve On sait deja que la topologie T& est plus fine que sa topologie affaiblie 
cr(E\E"). La topologie a(E\E) est definie par les semi-normes x f \x'(x)\ 9 
x decrivant E , la topologie a(E\E /f ) par les semi-normes x' ^ |a; // (a: / )|, x n 
decrivant E". Si x appartient a E , la forme lineaire x f i-4 x'(x) est continue sur 
El vu que |a: / (a;)| < ||a; / || ||x|| ; notons la x n G E n tel que x ff (x f ) = x'(x) pour 
tout x ' € E 7 et ceci prouve que les semi-normes de a(E\E) sont encore des 
semi-normes de a(E E n ), d’ou cr(E\ E) < a(E\ E n ). Q.E.D. 

Lorsque E est de dimension finie, E 1 est de dimension finie et toutes ces topo- 
logies sur E ' coincident. 

Etudions d’abord les proprietes du dual faible. Le theoreme de Tychonoff per- 
met d’etablir le 

Theoreme 3.16.2 Theoreme d’Alaoglu Soit E un espace norme , la boule unite 
B f = {x' G E' ; ||a: / || < 1} du dual E f est faiblement compacte, c f est-a-dire pour 
la topologie a(E E). 

Preuve II s’agit de demontrer que B' est compact dans l’espace K). 

On verifie d’abord que B' est relativement compact en utilisant le thdoreme 
de Tychonoff : en effet, pour x G E, l’ensemble {Tx\ T G B'} est borne car 
\Tx\ < ||x||, done relativement compact. 

Montrons ensuite que B f est ferme. Or, B' est 1’ intersection de E *, qui est 
ferme, et des ensembles {/ G 3 r s (E\K) ; |/(x)| < ||rr||}, x decrivant E ; chacun 
de ces ensembles est ferme d’apres la continuite des projections / •-> f(x) et ceci 
permet de conclure. Q.E.D. 

Ce premier theoreme de compacite montre quel peut dtre l’interet des topo- 
logies faibles. Si E ' est de dimension infinie, e’est-a-dire si E est de dimension 
infinie (exercice 3.13.2), la boule unite de E 1 n’est jamais compacte pour la topo- 
logie forte, alors qu’elle est compacte dans E' a . 

Par translation et homothetie, toute boule fermee de E* b est faiblement com- 
pacte et par consequent on a le 

Corollaire 3.16.3 Soit E un espace norme, toute partie bornee du dual fort E' b est 
faiblement relativement compacte . 

Note Une partie bornee A du dual fort E' b est dite fortement bornee : cela signifie 
que sup x / €/1 Hz'll < oo. 
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Lorsque E est un espace de Banach, on a alors la caracterisation suivante des 
parties relativement compactes de E' a . 

Corollaire 3.16.4 So lent E un espace de Banach et A une partie de E' y alors les 
proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. A est faiblement borne. 

2. A estfortement borne. 

3. A est faiblement relativement compact. 

Preuve 1 => 2 r^sulte du corollaire 3. 12.9, la topologie &(E\ E) etant la topologie 
de la convergence simple. 

2 => 3 d’apres le corollaire precedent. 

3 => 1 d’apres la proposition 3.7.3. Q.E.D. 

Dans le dual d’un espace de Banach, lorsqu’on parle de parties born^es, il n’est 

done pas utile de preciser s’il s’agit de parties fortement born^es ou faiblement 
bornees. En particulier, une suite de E f faiblement convergente est bornee. 

Remarque 3.16.1 Si E est un espace de Banach de dimension infinie, l’espace 
E' a est done un exemple d’e.l.c. separe de dimension infinie ou toute partie bornee 
est relativement compacte. 

Precisons les proprietes des suites faiblement convergentes. 

Proposition 3.16.5 So it E un espace de Banach , une suite (x' n ) du dual E f con- 
verge faiblement si, et seulement si, pour tout x e E la suite {x f n (x)) admet une li- 
mite ; la suite (x' n ) est alors bornee et, en notant x' sa limite, 
||x'|| < liminf n _ >00 ||^||. En outre, pour toute suite ( x n ) de E convergeant vers 
x, la suite (x’^(x n )) converge vers x'(x). 

Preuve Si la suite ( x' n (x )) admet une limite quel que soit x G E, le theorfcme de 
Banach-Steinhaus 3.12.10 montre que la suite ( x ' n ) est faiblement convergente (de 
limite x') ; cette suite est done faiblement bornee, done equicontinue (proposition 
3.12.8) et,d’aprfcsle corollaire 3.12.4, on endeduit que ||a: , || < liminf^oo Iknll* 
La demise assertion resulte ^galement du th^oreme de Banach-Steinhaus. Q.E.D. 

D’apr^s le corollaire 3. 12.6, on a d’autre part la 
Proposition 3.16.6 Soit E un espace norme, une suite {x' n ) de E' fortement bor- 
nee converge faiblement si, et seulement si, la suite (x' n (x)) admet une limite pour 
tout x appartenant a une partie totale de E. 

On peut se demander si les resultats de compacite concernant le dual faible sont 
egalement vrais sur E muni de la topologie faible a(E , E f ). II est en fait n&essaire 
de faire des hypotheses supplementaires ; par exemple, la boule unite d’un espace 
norme n’est pas en general faiblement compacte, e’est-a-dire compacte pour la 
topologie o(E,E') : le th^oreme 3.16.16 de Banach caracterise justement les es- 
paces normes pour lesquels cette propri&6 est vraie. 

L’origine des proprietes de compact du dual faible est claire : la topologie 
a{E , ,E) est la topologie de la convergence simple ; la topologie a(E,E') n’est 
pas a priori une topologie de convergence simple et, pour etudier cette topologie, 
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il faut au prealable plonger E dans un espace duplications, cet espace sera le 
bidual de E. 

Proposition 3.16.7 Soit E un espace norme et soit j : E — ► E n V application qui 
ax G E associe la forme lineaire et continue sur E b x f i— » x'f^x). Alors , j est une 
isometrie lineaire de E sur un sous-espace de V espace de Banach E". 

Preuve Comme nous l’avons deja verifie, j(x) appartient bien a E " ; il est clair 
egalement que j est lineaire. On a ||j(a;)|| = supu^i,^ |^'(a:)| = ||z|| d’aprfcs le 
corollaire 3. 13. 12 et ceci prouve que j est une isometrie. Q.E.D. 

L’ application j sera appelee 1’ injection canonique de E dans E". 

Remarque 3.16.2 Complete d’un espace norme Posons E = j(E)> alors E est 
un espace de Banach en tant que sous-espace ferme d’un espace de Banach. Ceci 
montre qu’il existe un espace de Banach E tel que E soit isometrique a un sous- 
espace dense de E : cet espace de Banach est appele le complete de E , car la pro- 
priety precedente caracterise le complete a une isometrie pres. En effet, soient Ei , 

1 = 1,2, deux espaces de Banach tels qu’il existe une isometrie lineaire < pi de E 
sur un sous-espace dense dans Ei ; alors, ip 2 ° ( P\ 1 est une isometrie de y>\(E) sur 
<P 2 (E) qui, d’apr£s la proposition 3. 10.2, se prolonge en une application lineaire et 
continue ip de E\ dans E 2 ; le principe du prolongement des identites montre que 
ip est une isometrie ; <£>(£ 1 ) isometrique a Ei est complet, done ferme ; ip etant 
par ailleurs a image dense, ceci montre que cp est surjective et, par consequent, cp 
est une isometrie de E\ sur E 2 . 

Au niveau des topologies faibles, on a la 

Proposition 3.16.8 Soit E un espace norme, V injection canonique j est un iso - 
morphisme de E a sur j(E) muni de la topologie a(E'\ £'). 

2 Preuve Les topologies a (£, E f ) et a (£", E') sont definies par les semi-normes 

p x > : x \x'(x)\ et q x > : x" ^ \x"(x')\ 

^ p x • = q X ' o j , ce qui prouve que la bijection lineaire j : E — » j(E) est un 
isomorphisme pour les topologies indiquees. Q.E.D. 

Voici les premieres applications de ce qui precede. 

Proposition 3.16.9 Soit E un espace norme, une partie de E est bornee pour la 
topologie initiale si, et seulement si, elle est faiblement bornee. 

Preuve L’ application identique de E dans E G etant continue, toute partie bornee 
est faiblement bornee. Reciproquement, soit A une partie faiblement bornee, alors 
j(A) est borne dans E n pour la topologie cr(£", £'), done fortement borne dans 
E n d’apres le corollaire 3.16.4 (£' est complet) et on conclut en utilisant le fait 
que j est une isometrie. Q.E.D. 

Autrement dit, soit A C E tel que sup xeA \x'(x)\ < 00 pour tout x ' e £', 
alors sup xeA ||x|| < 00. Dans un espace norme, on pourra done parler de partie 
bornee sans qu’il soit utile de preciser s’il s’agit de partie bornee pour la topologie 
initiale ou pour la topologie affaiblie. 
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Exercice 3.16.1 Thdorfeme de Banach-Mackey 1. Soient E , F des e.l.c. sdpards, T 6 F). 

Si A est une partie faiblement bornde de E a > montrer que T(A) est faiblement bornd dans F a . 

2. Soit E, (||*||i)i€/, un e.l.c. sdpard ; on note Ei 1’espace E muni de la seule semi-norme ||«||i f 
Fi = {x e Ei ; ||x||i = 0} et 7r* : Ei -> Ei/Fi la surjection canonique de Ei sur l’epace normd 
quotient Ei/Fi (exemple 3.6.1). 

a. Soit A une partie faiblement bornde de E a , montrer que iri(A) est faiblement bornd dans 

Ei/Fi. 

b. En ddduire qu’une partie A de E est bornde si, et seulement si, elle est faiblement bornde 
(thdordme de Banach-Mackey) [utiliser la proposition 3.16.9]. 

Exercice 3.16.2 Propriete de Montel On dit qu’un e.l.c. sdpard E possdde la propridtd de Montel 
si toute partie bornde de E est relativement compacte. 

1. Montrer qu’un espace normd ayant la propridtd de Montel est ndcessairement de dimension 

finie. 

On suppose ddsormais que E est un e.l.c. sdpard qui possdde la propridtd de Montel. 

2. Montrer que sur une partie bomde de E , la topologie initiale et la topologie affaiblie coincident. 

3. Montrer qu’une partie A de E est compacte pour la topologie initiale si, et seulement si, elle est 
compacte pour la topologie affaiblie [utiliser le thdordme de Banach-Mackey (exercice 3.16.1)]. 

4. Montrer qu’une suite ( x n ) de E converge pour la topologie initiale si, et seulement si, elle 
converge faiblement. 

Toute suite de E faiblement convergente est bornee et plus prdcisdment on a la 
Proposition 3.16.10 Soit E un espace norme, toute suite (x n ) de E faiblement 
convergente est bornee et \\x\\ < liminf^oo ||x n || en notant x la limite de la 
suite ( x n ). En outre , pour toute suite (x' n ) de E' convergeant fortement vers x', la 
suite (x^(x n )) converge vers x'(x). 

Preuve La suite ( j(x n )) converge vers j(x) pour la topologie a(E ,/ i E 1 ) ; on ap- 
plique alors la proposition 3. 1 6.5. Q.E.D. 

D’aprfcs la proposition 3.16.6, on a la 

Proposition 3.16.11 Soit E un espace norme , une suite bornee (x n ) de E converge 
faiblement vers x si, et seulement si, la suite (x f (\ x n )) converge vers x f (x) pour 
tout x 7 appartenant a une partie totale de E' b . 

Preuve Posons x„ = j(x n ) et x n = j(x ), la suite ( x de E n est fortement bornee 
et, pour tout x 1 appartenant a une partie totale de E' b , la suite (x^(x')) converge 
vers x"(x f ). D’apres la proposition 3. 16.6, la suite ( x converge dans E n muni de 
la topologie o(E n E') ; sa limite est necessairement x", ce qui prouve le resultat 
voulu. Q.E.D. 

L* application j n’est pas necessairement surjective, ce qui conduit k la defini- 
tion suivante. 

Definition 3.16.1 Un espace norme est dit reflexif si Visometrie canonique de E 
dans E" est surjective. 

On notera qu’un espace reflexif est necessairement complet. Un espace de Ba- 
nach de dimension finie est reflexif : si E est de dimension n, alors E ' et E" 
sont egalement de dimension n et l’application j etant injective est necessairement 
surjective. 

L’intfret des espaces r^flexifs reside dans la proposition suivante. 
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Proposition 3.16.12 So it E un espace de Banach reflexif, alors sur E f les topo- 
logies a{E E) et a(E f , E") coincident et f injection canonique de E sur E" est 
un isomorphisme de E sur E" pour les topologies a(E , E') et cr(E'\ E f ). 

Preuve La premiere assertion est evidente et la seconde resulte de la proposition 
3.16.8. Q.E.D. 

L’ application j etant a la fois une isometrie et un isomorphisme pour les topo- 
logies faibles precisees ci-dessus, le corollaire 3.16.4 se transcrit comme suit. 
Corollaire 3.16.13 Dans un espace de Banach reflexif E, une partie A estfaible- 
ment relativement compacte si, et seulement si, elle est bornee. 

Remarque 3.16.3 Si E est un espace de Banach reflexif, les propositions 3.16.5 
et 3.16.6 permettent de preciser les proprietes des suites faiblement convergentes. 
Pour qu’une suite (x n ) converge faiblement, il suffit que la suite (x'(x n )) admette 
une limite pour tout x 1 G E ' et meme pour tout x' appartenant a une partie totale 
de El si la suite ( x n ) est bornee. 

Remarque 3.16.4 Considerons une partie convexe C de E\ si C est ferme dans 
E f b , C est ferme pour la topologie affaiblie a(E' y E n ) d’apres la proposition 3. 15.5, 
mais n’est pas necessairement ferme dans E#. Par contre, lorsque E est un espace 
de Banach reflexif, les deux topologies a(E\E) et <j{E',E n ) coincident et par 
suite tout convexe ferme de E* h est faiblement ferme. 

En utilisant le theoreme d’Alaoglu dans E n , la proposition 3.16.12 va nous 
permettre d’obtenir des proprietes de compacite faible dans l’espace E. Nous no- 
terons B , B ' et B " les boules unites ferm^es dans E , E' et E n respectivement. 
Etablissons d’abord la 

Proposition 3.16.14 Goldstine Soit E un espace norme, alors j(B) est dense 
dans B" pour la topologie a(E f \ E '). 

Preuve II est clair que j(B) est contenu dans B", j etant une isometrie. Suppo- 
sons alors qu’il existe un point Xq G B n n’appartenant pas a l’adherence de j(B) 
pour la topologie <j(E'\ E ') ; j(B) etant convexe et equilibre, cette adherence est 
convexe (proposition 3.8.4) et equilibree (lemme 3.14.3), il existe done (proposi- 
tion 3.14.5) un x’ G E ' tel que ^"(x 7 )! < 1 pour tout x n G j(B) et Xq(x ') > 1. 
Il en resulte que \x'(x)\ < 1 pour tout x G B ; ceci signifie que ||x'|| < 1, d’ou 
\xq(x')\ < 1 ce qui contredit Tinegalite Xq(x') > 1. Ceci prouve le resultat voulu. 

Q.E.D. 

Corollaire 3.16.15 Soit E un espace norme, alors j(E ) est dense dans E" pour 
la topologie a(E'\ E 1 ). 

Si E est un espace de Banach, j(E) est done ferme dans E n pour la topologie 
de dual fort et partout dense pour la topologie affaiblie (t{E'\ E f ). 

On a alors le theoreme suivant du a Banach. 

Theoreme 3.16.16 Banach Un espace norme E est reflexif si, et seulement si, sa 
boule unite B est faiblement compacte. 
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Preuve Supposons E reflexif, alors j(B) = B" et la boule B" est compacte 
pour la topologie t t(E ", E ') d’apres le thdoreme d’ Alaoglu ; d’apres la proposition 
3.16.12, B est done compact pour la topologie a(E , E'). 

R£ciproquement, supposons B faiblement compact, alors j(B) est compact 
pour la topologie a(E",E') d’apres la proposition 3.16.8, done fermd dans E n 
pour cette topologie ; j(B) £tant dense dans B " , on en deduit que B " = j(B) t 
d’ou E" = j(E) par homothetie, ce qui prouve que E est feflexif. Q.E.D. 

Note Soit E un espace norme, si l’espace E est feflexif la boule unife B est com- 
pacte pour cr(Ey £?'), sinon elle ne Test pas. Par contre, dans E\ la boule unife 
B' est toujours compacte pour a(E\ E). Ceci montre que les topologies faibles 
assoefees a la dualife entre E et E f n’ont pas les memes proprfefes : on se gardera 
bien de croire que la situation est synfetrique. En outre, si E' est reflexif, la boule 
unite B' est compacte pour a(E' y E "), sinon elle ne Test pas. Lorsque E' n’est pas 
reflexif, les topologies a(E\ E) et cr(E\ E") sont done differentes : la topologie 
<j(£', E) est strictement moins fine que a (E\ E"). 

Voici une application de la compacife faible concernant la minimisation des 
fonctionnelles convexes. Si C est une partie convexe d’un espace vectoriel E , une 
fonction / : C R est dite convexe si 

f(tx 4- (1 - t)y) < tf(x) + (1 - t)f(y) pour tout x, y G C et 0 < t < 1. 

Lemme 3.16.17 Soient E un e.l.c. separe, C une partie convexe fermee de E, 
alors une fonction convexe f : C — » R est s.c.i. pour la topologie initiale si, 
et seulement si, elle est s.c.i. pour la topologie ajfaiblie . Si une suite ( x n ) de C 
converge faiblement vers x, on a alors f(x) < lim inf^oo f(x n ). 

Preuve Utilisons la proposition 2. 14.3 ; dire que / est s.c.i. pour l’une quelconque 
des deux topologies signifie que les ensembles 

{x e C ; f(x) < a}, a G R, 

sont fermds dans C, done dans E , vu que C est ferme et faiblement ferm 6 d’apres 
la proposition 3.15.5. Ces ensembles dtant convexes, la m§me proposition permet 
de conclure. La derniere assertion resulte de (2.37.7) et de la proposition 2.37.4. 

Q.E.D. 

Theoreme 3.16.18 Soient E un espace de Banach reflexif C une partie convexe 
fermee, bornee et non vide et soit f : C — > R une fonction convexe s.c.i., alors 
f est bornee inferieurement et atteint sa borne inferieure sur une partie convexe 
fermee et non vide de E. 

Preuve La fonction / est s.c.i. pour la topologie affaiblie et C est faiblement re- 
lativement compact (corollaire 3.16.13) et faiblement ferm 6 (proposition 3.15.5), 
done compact. D’apres la proposition 2.33.10, / est bornee inferieurement et at- 
teint sa borne inferieure. Soit a £ C tel que f(a) = inf^c /(x), alors / atteint 
sa borne inferieure sur 1* ensemble 

{x G C] /( x) = f(a)} = {ieC; /( x) < f(a)} 
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qui est bien convexe et ferm£. Q.E.D. 

Voici un exemple de fonctionnelle convexe s.c.i. Soit E un espace norme et 
soit a € E ; la fonction x \\x — a\\ de E dans M est convexe et continue, done 
s.c.i. et par consequent on a le 

Corollaire 3.16.19 Soient E un espace de Banach reflexif, a € E etC une partie 
convexe fermee et non vide , alors il existe un point xq € C tel que 

d(a y C) = \\x 0 - a||. 

Preuve Le convexe C n’etant pas suppose borne, on considere un point b G C et 
le convexe C" = C fl B / {a\ \\a - 6|| ) qui est ferme, borne et non vide. On applique 
alors le theoreme precedent a ce convexe et a la fonction f(x) = ||a; — a\\. Q.E.D. 

On vient de demontrer, grace a un raisonnement de compacite faible, que dans 
un Banach r^flexif tout point admet une projection sur un convexe ferme (voir la 
remarque 2.33.1). 

On peut generaliser ce corollaire de la fagon suivante. Etant donne une partie 
convexe non vide C d’un espace norme E , considerons la fonction x d(x,C) 
de E dans M. Cette fonction est continue (exemple 2.13.1), done s.c.i. ; verifions 
qu’elle est convexe. Pour tout x,y e E, u, v G C et 0 < t < 1, on a, C etant 
convexe, 

d(tx + (l-t)y,C) < \\tx + (l-t)y-tu-(l-t)v\\ < t\\x-u\\ + (l-t)\\y-v\\ 
et on conclut en prenant la borne inferieure sur u et v. 

Corollaire 3.16.20 Soient E un espace de Banach reflexif, C\ et C 2 deux convexes 
fermes non vides dont Vun est borne, alors il existe des points a,i € Ci tels que 

IK -HI = d(C u C 2 ) = inf ||x - y\\. 

xec 1 ,2/eC2 

Preuve Supposons le convexe C\ borne. On applique alors le theoreme 3.16.18 
en prenant C = C\ et f(x) = d(x , C 2 ) ; il existe un point a\ e C\ tel que 
d(a\,C 2 ) = d(C\,C 2 ) et, d’apr&s le corollaire precedent, il existe 02 £ C 2 tel 
que ||ai - a 2 || = d(ai, C 2 ). Q.E.D. 

On comparera ces resultats au corollaire 2.33.13. Ici, il n’y a pas d’hypoth&se 
de compacite forte, mais des hypotheses de convexity. On obtient ainsi des theo- 
remes infiniment plus performants : rappelons que, dans un espace de Banach de 
dimension infinie, les compacts sont tout petits (ils sont d’interieur vide) ; il n’en 
est pas du tout de meme des compacts faibles ! 

Exercice 3.16.3 Soit C un convexe non vide et complet d’un espace uniform&nent convexe (exer- 
cice 3.14.10), montrer que tout point a de E admet une unique projection sur C [pour verifier l’exis- 
tence d’une projection, conskterer une suite (a; n ) de C telle que lim n _»oo ||a — x n \\ = d(a> C) et 
montrer que cette suite est de Cauchy]. 

Exercice 3.16.4 Theoreme de Milman Cet exercice a pour objet de ddmontrer que tout espace de 
Banach uniformement convexe (exercice 3.14.10) est reflexif. 

Soit x " 6 E n , ||® /, || = 1, et soit e > 0, on note 6 > 0 le nombre associd a e par la convexity 
uni forme. 
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1. Montrer qu’il existe x' E B 7 tel que |cc // (a: / )| > 1 — 5/ 2, puis en utilisant la proposition 
3.16.14, x E B tel que \(j(x) — x")(x')\ < 5/2. 

2. Montrer que \\x" — j{x)\\ < e en raisonnant de la fa?on suivante : on suppose que 

\\ x " ~ j( a; )ll > niontrer en utilisant a nouveau la proposition 3.16.14 qu’il existe y E B tel 

que I (j{y) - ^ // )(® , )l < <5/2 et ||rc - y|| > e ; en ddduire que ||(rc + y)/2|| >1-5. 

3. En ddduire que j(B) = B" et conclure. 


3.17 Metrisabilite, compacite sequentielle 

II est evidemment trfcs utile de disposer de criteres de metrisabilite des parties 
compactes de E' a . La proposition 3.12.5 permet d’etablir un tel critfcre. 

Voici d’abord un lemme preliminaire ; rappelons que dans un e.l.c. une partie 
A est dite totale si le sous-espace vectoriel engendre par A est partout dense. 

Lemme 3.17.1 Soit E un e.Lc. admettant une partie totale denombrable, alors E 
est separable. 

Preuve Soit A une partie totale denombrable et soit F l’ensemble des combinai- 
sons lineaires d’eldments de A a coefficients dans Q si K = R, dans Q + iQ si 
K = C. Les ensembles A et Q etant denombrables, on vdrifie aisdment que F 
est denombrable : T ensemble des parties finies de A est en effet ddnombrable et, 
si B est une partie finie de A , l’ensemble des combinaisons lineaires de la forme 
YlxeB Qv x ' °u Qx ^ Q ou Q + iQ, est denombrable, un produit fini d’ensembles 
denombrables etant denombrable ; on conclut en utilisant le fait qu’une reunion 
denombrable d’ensembles denombrables est denombrable. Par ailleurs, Q etant 
dense dans R, F est dense dans le sous-espace vectoriel engendre par A et il est 
done dense dans E. Q.E.D. 

Proposition 3.17.2 Soit E un espace norme separable et soit A une partie for- 
tement bornee de E', alors sur A la topologie cr(E', E) est metrisable. Recipro- 
quement, si la boule unite B f de E' est metrisable pour la topologie a(E f ,£■), 
V espace E est separable. 

Preuve 1. Si E est separable, il existe une partie denombrable D de E partout 
dense. Soit A une partie fortement bornee de E\ e’est-a-dire equicontinue d’apr&s 
la proposition 3.12.1. Utilisons alors la proposition 3.12.5 en prenant F = K ; sur 
A, la topologie J s = o(E E) coincide avec la topologie T^, topologie qui est 
definie par une famille denombrable de semi-normes et qui est done metrisable. 
Ceci prouve que sur A la topologie cr(£ ,/ , E) est metrisable. 

2. Reciproquement, supposons la boule B' metrisable pour la topologie faible 
o(E',E). L’origine admet alors un systeme fondamental denombrable de 
voisinages dans B\ soit (V^). Chacun de ces voisinages V n est de la forme 
V n = B' n W n ou W n est un voisinage de 0 dans E' a ; il existe done une par- 
tie finie A n de E telle que W n D { x ' E E ' ; sup^^ |x'(x)| < 1}. Montrons que 
l’ensemble denombrable A = IJ^Lo A n est une partie totale ; ceci demontrera le 
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resultat voulu d’apres le lemme preliminaire. A cet effet, montrons que toute forme 
lineaire et continue x' G E ' nulle sur le sous-espace vectoriel engendre par A est 
identiquement nulle (corollaire 3. 13.8). Grace a une homothetie, on peut supposer 
que x 7 appartient a B f ; on a alors x'(x) = 0 pour tout x G A, d’ou x f G V n pour 
tout n et il en resulte bien que x ' = 0, 1’ intersection de tous les voisinages V n etant 
reduite a 0. Q.E.D. 

Corollaire 3.17.3 Soit E un espace norme separable, alors le dual faible E f a est 
separable. 

Preuve On peut ecrire E ' = IJ^Li B f n °u -®n = W ^ > \\ x '\\ — n } est faible- 

ment compact (theor&me 3.16.2) et metrisable d’apr&s la proposition precedente ; 
B' n est done un sous-espace separable de E' a : il existe une partie denombrable 
D n de B' n telle que B* n C D n (adherence dans E ; l’ensemble denombrable 
UZi Dn est alors dense dans E f a . Q.E.D. 

Corollaire 3.17.4 Soit E un espace de Banach separable, alors toute partie fai- 
blement relativement compacte de E f a est metrisable. 

Corollaire 3.17.5 Soit E un espace de Banach separable et soit ( x ' n ) une suite de 
E f telle que, pour tout x G E, sup n \x' n (x)\ < oo, alors il existe une sous-suite 
(x' nk ) faiblement convergent e : il existe x ' G E 1 tel que la suite (x' nk (x)) converge 
vers x f (x) pour tout x e E. 

Etudions de meme la metrisabilite des parties faiblement compactes de E a ; 
de la proposition 3. 17.2, on va deduire la 

Proposition 3.17.6 Soit E un espace norme, si le dual fort E' b est separable, sur 
toute partie bornee de E la topologie affaiblie est metrisable. Reciproquement, 
si la boule unite B est metrisable pour la topologie affaiblie, le dual fort E f b est 
separable. 

Preuve Soit A une partie bornee de E , alors j(A ) est bornd dans E " ; sur j(A ), 
la topologie cr(E" , E ') est metrisable d’apres la proposition 3.17.2 et A est done 
mdtrisable pour la topologie o(E , E'). 

Reciproquement, supposons la boule unite B metrisable pour la topologie 
a(E y E f ) et soit (V^) un systeme fondamental de voisinages de Torigine dans B 
pour cette topologie induite. Pour tout n, il existe une partie finie A n de E ' telle 
que V n D B D W n ou 

W n = {x e E\ sup |x'(x)| < 1}. 

x'€A u 

L’ensemble A = (J n A n est denombrable ; montrons que le sous-espace vectoriel 
F engendre par A est dense dans E b ; ceci ddmontrera le resultat voulu (lemme 
3.17.1). Si F n’est pas dense dans E b , il existe une forme lineaire et continue 
Xq G E " nulle sur F et non identiquement nulle ; bien entendu, on peut sup- 
poser que Xq appartient a B " et, cette forme n’etant pas identiquement nulle, il 
existe x' 0 G E 1 tel que Xq(x' 0 ) = 1. Considerons dans B le voisinage de l’origine 
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V = {x € B] |Xq(x)| < 1/2} ; ce voisinage contient un V n . D’aprfcs la densite 
de j(B) dans B n pour la topologie <j{E u y E '), il existe xq e B tel que 

sup \xq(x') - x'(xo)\ < 1 et \xq(xq) - ^o(x 0 )| < 1/2. 

x'€A n 

La forme Xq etant nulle sur A n , la premiere inegalite signifie que xo appartient a 
V n ; etant donny que x$(xq) = 1, la seconde inegalite prouve que |^o( a: o)| > 1/2, 
c’est-a-dire xq $ V , ce qui est absurde, V contenant V n . Q.E.D. 

On en deduit le 

Theoreme 3.17.7 Dans un espace de Banach reflexif dont le dual fort est sepa- 
rable, toute partie bornee de E, c’est-a-dire toute partie faiblement relativement 
compacte, est metrisable pour la topologie ajfaiblie. 

Sous ces hypotheses, toute suite bornee de E contient une sous-suite faiblement 
convergente. Ce r&ultat subsiste sans hypothese de separability du dual fort. Pour 
demontrer ce theoreme, nous utiliserons les resultats suivants. 

Proposition 3.17.8 Soit E un espace de Banach reflexif, alors tout sous -espace 
ferme F est un espace de Banach reflexif 

Preuve D’apres le theoreme de Hahn-Banach, toute forme lineaire et continue sur 
F est la restriction h. F d’une forme lineaire et continue sur E ; il en r^sulte que 
la topologie o(E y E f ) induit sur F la topologie cr(F y F'). D’aprfcs le th^or^me 
3. 16. 16, on sait d’autre part que la boule unite Be de E est faiblement compacte ; 
F ytant faiblement ferme (proposition 3.15.5), Be n F, c’est-a-dire la boule unity 
de F, est compacte pour la topologie a(E , E ' ), done pour la topologie a(F y F f ) et 
on en deduit que F est reflexif d’apres le theoreme 3.16.16. Q.E.D. 

Corollaire 3.17.9 Un espace de Banach est reflexif si, et seulement si, son dual 
fort est reflexif 

Preuve Supposons E reflexif ; notons js l’isometrie canonique de E sur E N et 
soit T un element du bidual de E ' b , c’est-a-dire une forme linyaire et continue sur 
l’espace de Banach E”. Alors, x' = T o j E est une forme lineaire et continue sur 
E et pour tout x n € E" on a, en posant x = j^ 1 (x // ), 

T(x") = (T oj E )(x) = x\x) = x"(x'), 

ce qui prouve que E' est reflexif et que js f est l’application x* x* o j^}. 

Reciproquement, si E' h est reflexif, alors E" fort est reflexif d’apres ce qui 
precede et E , isometrique a un sous-espace ferme de E n ', est done reflexif d’apres 
la proposition precedente. Q.E.D. 

Proposition 3.17.10 Un espace norme E dont le dual fort est separable est sepa- 
rable. 

Preuve Soit ( x' n ) une suite partout dense dans E' b ; d’apres la definition de la 
norme dans E b , il existe x n G E de norme 1 tel que ||x^|| < 2|x^(a: n )|. Montrons 
que le sous-espace vectoriel F engendre par la suite (x n ) est dense dans E ; ceci 
demontrera la proposition d’aprys le lemme 3. 17. 1 . A cet effet, montrons que toute 
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forme lineaire et continue x' G E' nulle sur F est identiquement nulle ; il existe 
une sous-suite (x^ ) convergeant vers x' ; on a alors 

> |(X # = l*»*(«»JI > (1/2)||<J| 

et ceci prouve que la suite ( x ' Uk ) converge vers 0, d’ou x 1 = 0. Q.E.D. 

Voici alors le theoreme annonce. 

Theoreme 3.17.11 So it E un espace de Banach reflexif alors toute suite bornee 
de E contient une sous-suite faiblement convergente. 

Preuve Soit ( x n ) une suite bornee de E et soit F le sous-espace vectoriel ferme en- 
gendre par cette suite. Alors, F est un espace de Banach reflexif separable d’apr&s 
le lemme 3.17.1 et la proposition 3.17.8. II en r&ulte que l’espace de Banach F" 
est separable et F { est done separable d’apr&s la proposition 3.17.10. Vu le theo- 
reme 3.17.7, il existe une sous-suite ( x nk ) faiblement convergente dans F a ; il 
existe x G F C E tel que, pour tout x' G F\ la suite ( x f (x nk )) converge vers 
x'(x) et ceci est a fortiori vrai pour tout x f G E '. Q.E.D. 

Note On peut demontrer que dans ce theoreme la reflexivite est necessaire : soit 
E un espace de Banach tel que toute suite bornee contienne une sous-suite faible- 
ment convergente, alors E est reflexif (theoreme d’Eberlein-Smulyan). Ce resultat 
remarquable montre tout l’interet des espaces reflexifs : dans un espace de di- 
mension finie, de toute suite bornee on peut extraire une sous-suite convergente ; 
dans un espace de dimension infinie et a condition de substituer a la topologie 
initiale la topologie affaiblie, ceci est encore vrai si, et seulement si, l’espace est 
reflexif. Rappelons que la boule unite d’un espace norme de dimension infinie 
n’est pas compacte pour la topologie initiale ; le theoreme 3.17.1 1 est pour toutes 
ces raisons particulierement utile dans les applications des qu’un raisonnement de 
compacite est necessaire. 

Le theoreme 3.17.1 1 affirme que, dans un Banach reflexif, toute partie bornee 
est faiblement sequentiellement compacte. Lorsqu’on ne suppose plus l’espace re- 
flexif, on a alors le resultat remarquable suivant. 

Theoreme 3.17.12 Eberlein Dans un espace norme E f toute partie faiblement 
compacte est faiblement sequentiellement compacte. 

Preuve Soit A une partie de E faiblement compacte et soit ( x n ) une suite de A. 
Notons F le sous-espace vectoriel ferme engendre par cette suite. L’espace F est 
separable (lemme 3. 17.1) ; le dual faible F £ est done separable (corollaire 3.17.3) ; 
soit ( Tj ) une suite de F^ partout dense ; chaque forme lineaire Tj est la restriction 
a F d’une forme lineaire continue sur E qu’on notera encore Tj. 

La suite ( x n ) etant bornee, il en est de meme des suites ( TjX n ) pour tout j ; 
par la methode diagonale, on peut done construire une sous-suite ( x Uk ) telle que, 
pour tout j, la suite (TjX nk ) converge. 

L’ ensemble A etant faiblement relativement compact, la suite (x nA; ) admet une 
valeur d’adherence x pour la topologie a(E i E') et x appartient a F car F est 
faiblement ferme ; les formes lineaires Tj etant continues sur E' a9 TjX est une 
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valeur d’adh^rence de la suite ( TjX nk ) (proposition 2.16.2) et il en resulte que 

TjX = lim/j-j-oo TjX Uk . 

Montrons que la suite ( x nk ) n’admet qu’une seule valeur d’adherence ; ceci 
montrera qu’elle converge faiblement (proposition 2.31.1). Si x>y £ F sont deux 
valeurs d’adh^rence, on a TjX = Tjy pour tout j d’apres ce qui precede, d’ou 
T(x—y) = 0 pour tout T € F' d’apres la densite de la suite (Tj ) et par consequent 
x = y. Q.E.D. 

Lorsque E est un Banach reflexif, on retrouve le theoreme 3.17.1 1 vu le corol- 
laire 3.16.13. 

Exercice 3.17.1 Soient E un espace de Banach reflexif, I un ensemble filtrant et (Ci) ie i une fa- 
mine de parties de E non vides, convexes et fermdes. On suppose l’application i i-> Ci ddcroissante. 

1. Montrerque 1* intersection C = Die/ Ci est un convexe fermd. 

2. Soit a € E, montrer que C est non vide si, et seulement si, sup ieJ d(a, Ci) < oo [pour 
ddmontrer que la condition est suffisante, poser r = sup iG/ d(a, Ci), C[ = Ci fl B'(a; r ), montrer 
que ces ensembles C[ sont non vides, faiblement fermds et utiliser le fait que la boule B'(a\r) est 
faiblement compacte]. 

3. On suppose C non vide. Soit Xi e Ci tel que ||a — Xi\\ = d{a , Ci). Montrerque toute valeur 
d’adhdrence x de la suite gdndralisde (xi)i^i pour la topologie faible a(E , E’) appartient k C et que 

||a — jc|| = d{a, C) = sup d(a, Ci). 

iei 

4. Soit (C n ) une suite d£croissante de parties non vides, convexes et fermdes dont Pintersection 
C = D5?Lo Cn est non vide. Soit x n E C n tel que ||a — x n \\ = d(a , C n ), montrer qu’il existe une 
sous-suite (x nk ) convergeant faiblement et, si x est la limite faible d’une telle sous-suite, que 

|| a — x\\ = d(a , C) = sup d(a , C n ). 

n 

Exercice 3.17.2 Soient X un espace compact et E = C U (X; K) 1’espace de Banach des fonctions 
continues sur X pour la norme de la topologie de la convergence uniforme. 

1 . Etant donnl deux fonctions quelconques <p, ip : X — > R, montrer que 

C(ip, ip) = {/ E E\ if < f < ip} 


est une partie convexe fermde. 

2. On suppose qu’il existe dans X un point a non isote et, pour tout voisinage V de a, on pose 

Cy = {/ € E\ lL{ a } < f < Uk} 

oil U{ a } et Hy ddsignent les fonctions caract^ristiques de {a} et V. Montrer que les convexes Cy 
sont non vides et que Pintersection fVev(a) Cy est vide. 

3. En ddduire, grSce & Pexercice 3.17.1, que Pespace E n’est pas reflexif. 

Exercice 3.17.3 Theoreme de Banach-Mazur On se propose d’dtablir le thdoreme de Banach- 
Mazur : si E est un espace de Banach separable, il existe une isomdtrie linlaire de E sur un sous-espace 
vectoriel de Pespace C u ([0, 1]). On procddera de la fa?on suivante : pour x E E, on considfcre la forme 
lindaire continue sur E' a j(x) : x ' i-> x'(x) et on pose k(x) = j(x)\ & E £ U (B') ; montrerque 
k : E e u (B') est une isom&rie lin^aire sur un sous-espace vectoriel de £ U (B'), puis utiliser 
Pexercice 2.40.12. 
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3.18 Orthogonalite, transposition 

Soient E et F deux espaces vectoriels (r£els ou complexes) en dualite ; on note 
< •, • > le crochet de duality et on munit E et F des topologies faibles assoctees 
a cette duality. 

Soit G un sous-espace vectoriel de E, on d^finit l’orthogonal de G par la for- 
mule 

(3.18.1) G° = {y £ F] < x,y >= 0 pour tout a; £ G}. 

De meme, si H est un sous-espace vectoriel de F, on delink 1* orthogonal de H par 

(3.18.2) H° = {x £ F; < x,y >= 0 pour tout y £ H}. 

Ceci permet de definir le biorthogonal G 00 d’un sous-espace vectoriel G de E 
comme etant 1* orthogonal de G°. 

Note On observera que G, par exemple, et son orthogonal G° ne sont pas contenus 
dans le meme espace. Une structure supplementaire est n&essaire pour donner 
un sens a l’orthogonalite de deux vecteurs d’un meme espace ; ces notions seront 
etudiees ulterieurement dans le cadre des espaces de Hilbert. 

Proposition 3.18.1 Soient E et F deux espaces vectoriels en dualite et soit G un 
sous-espace vectoriel de E. 

1. U orthogonal G° de G est un sous-espace ferme de F pour la topologie 
<r(F, E) et G° = (G)°. 

2. On a G 00 = G. 

Preuve 1. G° est 1’ intersection des hyperplans (si x ^ 0) fermes 
{y e F] < x, y >= 0} lorsque x decrit G, 

ce qui prouve que G° est un sous-espace fermg de F. Montrons que 
G° = (G)° ; etant donne que G C G, on a evidemment (G)° C G° ; d’autre 
part, si y £ G° la forme lineaire et continue x i-*< x,y > est nulle sur G ; elle 
est done nulle sur G et ceci prouve que y € (G)°, d’oii G° C (G)°. 

2. D’apres les definitions memes, on a G C G 00 , done G C G 00 . Montrons que 
G = G 00 , e’est-a-dire que toute forme lineaire et continue T sur E nulle sur G est 
nulle sur G 00 ; il existe done y € F (proposition 3.15.3) tel que Tx =< x, y >= 0 
pour tout x € G, ce qui signifie y £ G°, d’ou < x, y >= 0 pour tout x £ G 00 et 
ceci prouve que T est nulle sur G 00 . Q.E.D. 

Corollaire 3.18.2 Un sous-espace vectoriel G de E est partout dense si , et seule - 
ment si, G° = {0}. 

Preuve Si G est dense dans E , on a G° = (G)° = E° = {0} d’apres (3.15.1). 
Reciproquement, si G° = {0}, on a G = G 00 = {0}° = E. Q.E.D. 

Exercice 3.18.1 Polaire Soient E et F des espaces vectoriels en duality. Si M est une partie de E 
et N une partie de F, on pose 

M° = {yeF;|<a?,y>|<l pour tout x £ M}, 

N° = {x £ E ; I < x, y > | < 1 pour tout y £ M}. 
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Les ensembles M° et N° sont appetes les polaires de M et N. 

1 . Verifier que le polaire d’un sous-espace vectoriel est bien son orthogonal. 

2. Montrer que M° et N° sont des convexes gquilibrds, fermds pour les topologies a(F, E) et 
v(E,F). 

3. Montrer que le polaire d’un ensemble coincide avec le polaire de son enveloppe convexe fermde 
dquilibr^e (exercice 3.14.2). 

4. En ddduire que M 00 , appeld bipolaire de M, est l’enveloppe convexe fermde dquilibrde de M 
[utiliser la proposition 3.14.5]. 

Exercice 3.18.2 Soit E un e.l.c. mdtrisable. Cet exercice a pour objet de ddmontrer que la topologie 
de E peut §tre ddfinie par une seule norme si le dual fort E b est mdtrisable. 

1 . Si le dual foil E' b est mdtrisable, montrer que la topologie de E' b peut etre ddfinie par une seule 
norme de la forme ||x'|| B = sup x€B ^'(a.’)! ou B est une partie bornde de E [utiliser l’exercice 
3.7.2]. 

2. En ddduire que, pour toute partie bom£e A de E , il existe A > 0 tel que XA C B 00 (exercice 
3.18.1). Conclureen utilisant l’exercice 3.14.3. 

Considerons en particulier la duality (x, x f ) x'(x) entre un e.l.c. separe et 
son dual E\ 

Si G est un sous-espace vectoriel de E , Porthogonal G° est un sous-espace 
ferme du dual faible E' a (si E est un espace norme, ce sous-espace est a fortiori 
fernte dans le dual fort E' b ) ; le biorthogonal G 00 est 1’ adherence de G dans E 
pour la topologie affaiblie et c’est aussi l’adherence de G pour la topologie initiate 
d’apres la proposition 3.15.5. 

Si H est un sous-espace vectoriel de E\ Porthogonal H° est sous-espace ferme 
de E (fernte pour la topologie initiate ou pour la topologie affaiblie, c’est equi- 
valent) ; le biorthogonal H 00 est 1’ adherence de H dans le dual faible E f a . 

Remarque 3.18.1 Lorsque E est un espace norme, on peut egalement utiliser la 
dualitd (x',x") i-> x'^x') entre E 7 et E". Si H est un sous-espace vectoriel de 
E\ notons comme prec&Iemment H° Porthogonal dans E pour la dualite ( E , E ') 
et notons H'° Porthogonal dans E n pour la dualite (E\E"). D’apres les defini- 
tions memes, on a j(H°) = j{E) n H ,0 y j designant Pinjection canonique de 
E dans E n . Le biorthogonal H /0 ° pour la dualite (E\ E") est Padhdrence de H 
dans E f fort ou pour la topologie affaiblie a(E", E f ) ; on a done H ,0 ° C H 00 et 
P inclusion est stricte en general. Par contre, lorsque E est un Banach reftexif, on a 
j(H°) = H f0 et H f0 ° = ff 00 , la topologie a (E\ E") coincidant avec la topologie 
a(E',E). 

Les considerations precedentes sont tres utiles, comme nous allons le voir, dans 
l’etude de la transposition. 

Rappelons d’abord comment est definie la transposee d’une application li- 
neaire du seul point de vue algebrique. Si E et F sont deux espaces vectoriels 
et T : E F une application lineaire, pour toute forme lineaire y* € F*,y* oT 
est une forme lineaire sur E et Papplication lineaire l T : y* y* o T de F* dans 
E* est appelee la transposee de T ; on a done 

< l Ty * ,x >(e*,e)=< y*,Tx >(f*,f) pour tout a; G E,y* € F*, 
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ou < •, • >(e\e ) et < •, • >(f\F) designent les crochets de dualitd entre E* et 
E d’une part et entre F * et F d’ autre part. 

Lorsque E et F sont des e.l.c. sdpards, on souhaite substituer aux duals algd- 
briques les duals topologiques ; T designant toujours une application lindaire de 
E dans F , si, pour tout y' £ F\ la forme lineaire y 1 o T est continue sur E , on 
peut definir une application lineaire l T :y' y' o T de F' dans E ' qu’on appelle 
la transposee de T ; on a alors 

(3.18.3) < l Ty\x >(e',e)—< y\Tx >(F',f) 

pour tout x £ E et tout y' £ F'. 

Pour qu’une application lineaire admette une transposee, il est ndcessaire de 
faire une hypothese sur cette application lineaire ; pour exprimer cette hypothese 
voici une definition. 

Definition 3.18.1 Soient E et F des e.l.c. separes , une application lineaire 
T : E F est dite faiblement continue si T est continue lorsque E et F sont 
munis de leur topologie affaiblie. 

Proposition 3.18.3 Soient E et F des e.l.c . separes , une application lineaire 
T : E F admet une transposee si, et seulement si, T est faiblement conti- 
nue ; l’ application transposee f T : F' E' est alors lineaire et continue de F' a 
dans E' a . 

Preuve 1 . Supposons T faiblement continu et soit y ' une forme lineaire et continue 
sur F, alors y f est une forme lineaire et continue sur F a (corollaire 3.15.4) ; il 
en resulte que y' o T est une forme lineaire et continue sur E a et ceci prouve 
que y' oT appartient a E' et par consequent T admet une transposee. Recipro- 
quement, si T admet une transposee, T est faiblement continue : en effet, soit 
p : y i-» | < y\y > |, y' £ F\ une des semi-normes definissant la topologie de 
F a , alors 

(poT)(x) = | < y\Tx >| = | < t Ty , ,x > | 

est Tune des semi-normes definissant la topologie de E a , ce qui prouve le resultat 
voulu. 

2. Verifions que l T est continue de F dans E' a ; nous savons (remarque 
3. 15.1) que le dual faible de E f a (resp. F^) est isomorphe a E a (resp. F a ) ; modulo 
ces isomorphismes, la formule (3.18.3) nous apprend que Implication l T admet 
pour transposee l’application T ; il resulte alors de 1. que l T est continue de F’ a 
dans E' a . Q.E.D. 

Note On observera que la transposition est une notion qui ne depend que des to- 
pologies des espaces E et F et on peut meme remplacer ces topologies par des 
topologies pour lesquelles les duals sont les memes (par exemple les topologies 
affaiblies) : on ne modifie pas alors la transposee d’une application lindaire. 

Remarque 3.18.2 Une application lineaire continue T : E — > F est faiblement 
continue ; en effet, une telle application admet une transposee vu que, pour tout 
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y' G F\ y' o T est une forme lin^aire continue sur E. La reciproque est in- 
exacte sans hypoth&se supplemental. On observera en outre que la transposee 
l T : F b E' b est continue lorsqu’on munit les espaces E' et F* de la topologie 
de la convergence uniforme sur tout borne de E et F : en effet, si B est un borne 
de E , on a 

iwiu = sup iki/ ot)(x)ii< sup wm = y\\nB) 

xeB yeT(B) 

ou T(B) est un borne de F. 

Exercice 3.18.3 Soient E , F des e.l.c. sdpards, T : E — ► F une application lindaire continue de E 
muni de sa topologie initiate dans F a . 

1 . Montrer que T est faiblement continu. 

2. Lorsque EetF sont des espaces de Frdchet, montrer que T est continu de E dans F pour les 
topologies initiates [utiliser r exercice 3.1 1.3]. 

Exercice 3.18.4 Soient E un e.l.c. mdtrisable et F un e.l.c. sdpard, montrer que toute application 
lindaire T : E —> F faiblement continue est continue [soient (V n ) n >\ un systdme fondamental 
ddcroissant de voisinages de 0 dans l’espace E et (|M|i)i€/ une famille de semi-normes ddfinissant la 
topologie de F t si T n’est pas continu, montrer qu’il existe une suite (x n ) de E telle que x n E V n et 
Je'JVU > 0 tels que \\Tx n || j > nr ; en ddduire une contradiction en utilisant 1’ exercice 3.16.1]. 

L’ application T 1 T de £ (E a ; F G ) dans £ (F' ; E f a ) est evidemment lindaire. 

D’autre part, soient E , F, G des e.l.c. separds, S e £>{E a \ F a ), T € £(F a ; G a ), 
on a alors T o S e £(F a ; G a ) et 

(3.18.4) t (ToS)= t So t T. 

On a en effet, pour tout z 1 e G 7 , 

l (T o S)z 7 = z'o(ToS) = CTz') o S = t 5( t T^ 7 ). 

Proposition 3 . 18.4 Soient E , F des e.l.c. separes etT e &(E a \ F a ) t alors 

(3.18.5) Ker l T = ( ImT )° etKerT= (/m 4 T) 0 , 

(3. 18.6) ( Ker t T)° = Im T ( adherence dans F), 

(3.18.7) ( KerT )° = Im l T (adherence dans E f a ). 

Preuve Verifions (3.18.5). Soit y' G Ker e T, c’est-a-dire l Ty f = 0 ; d’apres 
(3.18.3), on a < y\Tx >= 0 pour tout x G E, soit y 7 G (ImT) 0 . Rdci- 
proquement, soit y f G (ImT) 0 , alors < y\Tx >= 0 pour tout x G E, d’ou 
^Ty'y x >= 0 et y 7 G Ker l T ; ceci prouve la premiere relation. La seconde s’en 
deduit en rempla^ant T par *T, T etant la transposde de l T comme nous l’avons 
indique dans la demonstration de la proposition 3.18.3. 

Les relations (3.18.6) et (3.18.7) resultent de (3.18.5) et de la caract&isation 
du biorthogonal. Q.E.D. 

Corollaire 3 . 18.5 Soit T G &(E a \ F a ), alors 

(3. 18.8) T est a image dense dans F <*==> l T est injectif. 

(3. 18.9) t T est a image dense dans E f a <=> T est injectif. 
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Preuve En effet, (Ker ^T) 0 = F si, et seulement si, Ker l T = {0} ce qui prouve 
(3.18.8) ; (3.18.9) se prouve de la meme fa$on. Q.E.D. 

Remarque 3.18.3 On notera que dans (3.18.7) il s’agit de l’adherence dans le 
dual faible E £ et que dans (3.18.9) il s’agit de la density dans E' a . Si l T est a 
image dense dans E b , l T est a fortiori \ image dense dans E ; la reciproque est 
en general inexacte, mais si E est un espace de Banach reflexif, les topologies 
cr(E\ E) et a(E f , E") coincident et l’adherence d’un sous-espace vectoriel est la 
meme pour ces deux topologies, ainsi que pour la topologie forte ; si E est un 
Banach reflexif, on a done 

(3.18.10) (Ker T)° = Im*T (adherence dans £')> 

(3. 18. 1 1) l T est a image dense dans E 7 T est injectif. 

Lorsque E et F sont des espaces normes, la situation se simplifie grace & la 

Proposition 3.18.6 Soient E et F des espaces normes, une application lineaire 
T : E -> F est continue si, et seulement si, elle est faiblement continue. La 
transposee : F' — > E f est alors continue lorsqu'on munit E ' et F f de leur 
topologie d’espace de Banach de dual fort et | | e T|| = ||T||. 

Preuve 1. Rappelons que dans E et F une partie bornee pour la topologie initiale 
est bornee pour la topologie affaiblie et reciproquement (proposition 3.16.9). Si T 
est faiblement continue, l’image de tout borne est bornee, ce qui prouve que T est 
continue pour les topologies initiales. 

2. On a, pour tout y ' G F’ , ||*Ty || = \\y' o T\\ < \\y f \\ ||T||, ce qui prouve que 
% T est continue de F b dans E' b et que ||*T|| < ||T||. On a d’autre part (corollaire 
3.13.12) ||Tx|| = supuyii^i | <y\Tx>\ et 

| < y\Tx >| = | c'Ty,* > | < Ill'll ||x|| < ||*T|| lli/H INI, 

d’ou ||Tx|| < I^TII ||x|| et par consequent ||T|| < | \ l T\\ ce qui permet de conclure. 

Q.E.D. 

Lorsque E et F sont des espaces normes, la transposee d’une application li- 
n^aire continue T : E — >• F est done une application lineaire : F' E' qui 
est continue de F' a dans E' a , de F b dans E ' b , done pour les topologies affaiblies 
a(F\ F") et a{E\ E"). 

En utilisant la dualite entre E ' et E" d’une part et entre F* et F n d’autre part, 
on peut definir la transposee de l’application l T : e’est une application lineaire 
et continue U T : E" -> F N qu’on appelle la bitransposee de T et qui est done 
caracterisee par 

(3.18.12) < tt Tx'\y / x^^Ty* >(e'\E') 

pour tout x” G E n et tout y' G F'. Il existe un lien tres simple entre T et U T : le 
diagramme suivant est commutatif (js et jf designant les injections canoniques 



392 CHAPITRE 3 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 


de E dans E" et de F dans F") 

E — — * F 


Jic 


E" 


3F 


-> F" 


autrement dit, 

(3.18.13) tt T o j E — jp o T. 

En effet, pour tout x e E, y' G F\ on a d’apres la definition de jE et 

< tt T(jE(x)) ) y / >( f // , f / ) — < 3e(x)> f T y ' >{&',&) d’apres (3.18.12) 

= < l Ty\x >(E' y E) 

=< y\Tx d’apres (3.18.3) 

=< 3f(Tx),i/ >(f",F') 

et ceci prouve le resultat voulu. Si on identifie E et F a des sous-espaces de E" et 
F" au moyen des injections je et jp, (3.18.13) signifie simplement que T est la 
restriction de U T a E. 

Voici une premiere application de ce qui precede, application utile en analyse 
spectrale. 

Proposition 3.18.7 Soient E, F des e spaces de Banach, alors une application li- 
neaire et continue T : E — > F est un isomorphisme si, et seulement si, l T est un 
isomorphisme de F' sur E' ( pour les topologies fortes) et on a alors 
(*T) _1 = t (T~ 1 ). 

Preuve Etant donn 6 que 1 Ie — Ie'> si T est un isomorphisme, on a 
t (T~ 1 oT) = t T o t (T~ 1 ) = Ie> et, de meme, t (T~ 1 ) o l T — Ip* ; ceci prouve 
que % T est un isomorphisme et la formule voulue. 

Reciproquement, si l T : F* -» E f est un isomorphisme, il rdsulte du corollaire 
3.18.5 que T est injectif et a image dense. Si on d^montre que T est a image 
fermde, T sera une bijection lin^aire et continue et on pourra done conclure avec 
le th^oreme de Banach (corollaire 3.1 1.3). 

A cet effet, utilisons l’application U T qui est un isomorphisme de E " sur F" en 
tant que transpose de 1’ isomorphisme t T. On a alors jF(T(E)) = u T(jE(E)) ; 
E 6tant un Banach, js{E ) est complet, done ferme dans E n et il en resulte que 
u T(jE(E)) est ferme dans F" ; T(E) est alors l’image r^ciproque de ce ferm 6 
par l’application jp et est done bien ferme. Q.E.D. 


Exercice 3.18.5 Soient E et F des espaces de Banach isomorphes, montrer que E est rdflexif si, et 
seulement si, F est rdflexif. 

Exercice 3.18.6 1. Soient E un espace normd, F un sous-espace vectoriel et soit i : F -* E 
P injection canonique de F dans E. Montrer que la transposde t i : E f -» F* est surjective, de noyau 
F°. En ddduire un isomorphisme de E f b /F° sur F b . 
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2. Soient E un espace normd, F un sous-espace fermd de E et n : E — > E/F la surjec- 
tion canonique de E sur E/F . Montrer que la transposde 1 tt : (E/F)' — ► E' est injective, que 
Im t n = F° et en ddduire un isomorphisme de (E/F) b sur F° muni de la topogie induite par le dual 
fort E' b . 

La proposition 3.18.4 peut etre precisee pour des operateurs a image fermee. 
Avant d’enoncer le resultat essentiel du a Banach, void deux lemmes prelimi- 
naires. 

Lemme 3.18.8 Soient E , F des espaces de Banach, T € £(£*; F), si rope rate ur 
l T : F‘ — >• E' est injectifet a image fermee dans E b , rope rate ur T est surjectif. 
Preuve On raisonne par l’absurde, si T n’est pas surjectif, l’application T n’est 
pas ouverte et d’apres le lemme 3. 1 1 .2 on a done 

(3e > 0 )(W > 0)(B F (0; 8) £ T(B b { 0;e))). 

En prenant S = 1/n, on peut done construire une suite ( y n ) de F telle que 
lim y n = 0 et y n & T(B b ( 0;e)). 

n— >oo 

L’ensemble T(Be{ 0;e)) est un convexe ferme equilibre contenant l’origine, il 
existe done (proposition 3.14.5) une suite (y' n ) de F' telle que 

< y' n > Vn > > 1 et | < y! n , Tx > \ < 1 pour tout x e Be( 0; e). 

II en r^sulte que | < ^y'^x > | < 1 pour ||a;|| < e , d’ou || t T , t/^|| < e ; ceci 
prouve que la suite (* Ty' n ) est bornee. Notons d’autre part que l’operateur l T 
induit une bijection de F' sur Im t T et, cette image etant fermee, un isomorphisme 
d’apres le theoreme de Banach. II en resulte que la suite (y f n ) doit etre bornee et 
ceci est absurde car 

1 <<y'n,yn >< 112411 \\y n \\ 

ou la suite ( y n ) converge vers 0. Q.E.D. 

Lemme 3.18.9 Soient E, F des espaces de Banach, T : E F une application 
lineaire continue telle que Im T soit ferme, alors 

(3c > 0 )(Vy G Im T)(3x G E)(y = Tx et ||x|| < c\\y\\). 

Preuve Soit S : E/KerT -» Im T r application lineaire telle que T = S on, 
7r d^signant la surjection canonique de E sur Ej Ker T. Cette bijection lineaire et 
continue est un isomorphisme d’apres le theoreme de Banach, Im T etant ferme 
done complet : il existe une constante c > 0 telle que 

11(11 < c || 5(|| pour tout ( G E/KerT. 

D’apres la definition de la norme de l’espace quotient E/Ker T, il existe x G E 
tel que n(x) = ( et ||x|| < 2 ||(||. Posons y = 5( = Tx , on a alors ||x|| < 2c ||y||, 
ce qui prouve le lemme. Q.E.D. 

On a alors le 

Theoreme 3.18.10 Banach Soient E, F des espaces de Banach, T G £(£*; F), 
les proprietes suivantes sont equivalentes 
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1. Im T estferme, 

2. ImT = (Ker t T)° , 

3. Im l T estferme dans E b , 

4. Im t T = (KerT )° . 

Preuve 1 <=> 2 d’apres (3.18.6). 

1 => 4 D’apres (3.18.7), il s’agit de demontrer que (Ker T)° C Im t T. Soit 
x f G (Ker T)°, c’est-a-dire soit x' G E ' tel que 

(3.18.14) (Vx G E)(Tx = 0 =>< x',x >= 0). 

On delink une forme lineaire y ' sur Im T en posant < y* ,y >=< x\x > si 
y = Tx , < x\x > ne dependant pas du choix de x G E tel que y — Tx 
d’apres (3.18.14). D’apr&s le lemme 3.18.9, on peut choisir x tel que ||x|| < c llvll. 
d’ou | < y f ,y > | < c||x'|| ||y||, ce qui prouve que y f est une forme lineaire et 
continue sur Im T, qu’on peut prolonger (Hahn-Banach) en une forme lineaire et 
continue sur F que nous noterons encore y f . On a alors < y\Tx >=< x\x > 
pour tout x G E y d’ou x ' — t Ty t G Im 4 T, ce qui prouve 4. 

4 => 3 D’apres 4, Im l T est ferme dans E' a> done dans E' b . 

3 => 1 On pose G = Im T et on note Ti : E G l’operateur x Tx ; 
il s’agit de ddmontrer que T\ est surjectif. Utilisons le lemme 3.18.8 : montrons 
que l’operateur l T\ est injectif a image fermee. L’opdrateur est a image dense, 
d’apres (3.18.8) l’operateur l T\ : G' E' est done bien injectif. 

On peut ecrire T = i o T\ ou i : G F designe 1’ injection canonique, 
d’ou l T = l T\ o t i d’apres (3.18.4). L’ application t i : F' -> G 1 est simplement 
l’operateur de restriction y' y'\ Gi operateur surjectif d’apr^s le thdoreme de 
Hahn-Banach et, par consequent Im 4 Ti = Im l T est ferme, ce qui prouve le re- 
sultat voulu. Q.E.D. 

Ceci permet de ddmontrer la reciproque du lemme 3.18.8, soit 
Corollaire 3 . 18.11 Solent E , F des espaces de Banach , T : E F une applica- 
tion lineaire et continue, alors les conditions suivantes sont equivalentes 

1 . V operateur T est surjectif, 

2. V operateur f T : F f E' est injectif et a image fermee dans E b , 

3. il existe une constante c > 0 telle que \\y f \\ < c II^Ty'H pour tout y ' G F f . 
Preuve 1 => 2 En effet, si T est surjectif, l’operateur l T est injectif d’apres (3. 1 8.8) 
et a image fermee d’apres l’implication 1 => 3 du theoreme 3.18.10. 

2 => 3 Si l T est injectif a image fermee, l’operateur l T : F f -> Im l T est 
un isomorphisme d’apres le theoreme de Banach et 3. exprime la continuite de 
l’application reciproque. 

3 => 2 Si 3. est verifie, l T est injectif et 1’ operateur l T : F f -> Im l T est un 

isomorphisme, il en resulte que Im l T est complet, done ferme. Q.E.D. 

Remarque 3 . 18.4 Le critere 3. de surjectivite est a l’origine des mdthodes dites 
de majoration a priori. Pour demontrer la surjectivity de T, on demontre que toute 
solution y f G F' de l’equation l Ty f = x / peut se majorer par c ||a; , || ou c est une 
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constante independante de x f et y' : on observera qu’on ne fait aucune hypothese 
sur 1’existence eventuelle d’une telle solution y 

Remarque 3.18.5 Nous laissons au lecteur le soin de verifier que le meme co- 
rollaire subsiste en permutant le role des operateurs T et t T i la demonstration est 
similaire. 


D - Famille sommable 


3.1 9 Serie convergente et absolument convergente 


La definition de la convergence d’une s£rie de nombres reels utilise d’une part la 
structure de groupe additif de M, d’autre part sa structure topologique. II n’est done 
pas difficile de definir une notion analogue dans tout espace vectoriel topologique 
et m£me dans tout groupe topologique. 

Soit G un groupe topologique abelien, la loi de composition etant notee additi- 
vement, et soit ( x n ) une suite de G a laquelle on associe la suite (s n ) des sommes 
partielles s n = Ylp=o x p . On dit que la serie de terme general x n est convergente 
et de somme s si la suite ( s n ) converge vers s et on dcrit alors s = o x n ; on 
dit aussi que la serie x n est convergente. La somme d’une sdrie convergente 
n’est bien d^finie que si la topologie est separee : dans la suite nous supposerons 
toujours les espaces separes. Une serie est dite divergente si elle ne converge pas. 

Si la s6rie Y^=o x n est convergente, la suite (x n ) tend vers 0 : on a en effet 
x n = s n - Sn-i pour n > 1. On exprime cette propriete en disant que le terme 
general d’une serie convergente tend vers 0. 

Si x n est une s ^ e convergente dans un e.l.c., la suite des sommes par- 
tielles est de Cauchy et on a done la 


Proposition 3.19.1 Critere de Cauchy Soit E un e.l.c. separi, pour qu’une serie 
de terme general x n soit convergente ilfaut (et il suffit si E est sequentiellement 
complet) que 


| (W G V(0))(3n € N )(Vp G N)(V$ e 


(3.19.1) ^ (n<p<q=> Y? i= p x i e v ) 

et, lorsque E est un espace norme, cette condition s’icrit 


(3.19.2) 


r (Ve > 0)(3n G N)(Vp e N)(Vg € 
\ (n < p < q => || T,U P x i\\ < «)• 


L’image par une application lineaire continue d’une serie convergente est une 
s6rie convergente et plus pr^cisement 
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Proposition 3*19*2 Soient E et F des e.v.t. separes, T : E — > F une applica- 
tion lineaire et continue et Y^=o x n une serie convergente dans E, alors la serie 
T x n est convergente dans F et 

oo oo 

(3.19.3) T(^x n ) = ^Tx n . 

n=0 n=0 

Preuve On a T(£^ =0 x n ) = Yin- o ^ x n d’apres la lindarite de T et on conclut 
grace a la continuity de T. Q.E.D. 

Proposition 3.19.3 Soit E = Y\iei Ei un produit d' e.v.t. separes , une serie 
£~ 0 x n de E est convergente si, et seulement si, pour tout i € I, la serie 
Yl™=o P r i( x n ) est convergente dans Ei ; on a alors 

oo oo 

( 3 . 19 . 4 ) ^2 x n = . 

n=0 n=0 /i€/ 

Preuve Les projections pr t : E Ei etant lindaires, la caractdrisation des suites 
convergentes dans un espace produit montre que la sdrie x n est conver- 
gente si, et seulement si, pour tout i, la serie V r i{ x n) converge et alors 
P "*(£“=0 x n) = £n =0 pn{x n )- Q.E.D. 

Corollaire 3.19.4 Soient Y^=o Xn et £^Lo Vn ^ eux series convergentes dans un 
e.v.t. separe, alors les series Y^=o ( x n + Un) et X)£L 0 Ax n > A est un scalaire, 
sont convergentes et 

OO OO OO OO OO 

(3. 19.5) ^ “I" Un) = ^ ^ ^ Uni ^ ^ Xx n = A ^ ^ X n . 

n= 0 n=0 n=0 n=0 n= 0 

Preuve D’apres la proposition precedente, la serie Y2™=o( x n> Vn) est convergente 
et de somme (X^L 0 x n» Yl^Lo Vn) et d suffit d’en prendre l’image par Implica- 
tion lineaire et continue (x> y) h* x + y de E x J5 dans E pour obtenir le premier 
resultat. La seconde assertion s’obtient en prenant l’image de la serie Y^Lo x n 
par l’application lineaire continue x t-> Xx. Q.E.D. 

Dans un espace norme, on peut introduire la notion de serie absolument conver- 
gente. 

Definition 3.19.1 Dans un espace norme, une serie de terme general x n est dite 
absolument convergente si la serie Yl™=o ||#n|| de M+ est convergente. 

Une sdrie convergente n’est pas necessairement absolument convergente, meme 
sur R : par exemple, x n = (— 1 ) n /n. En outre, une serie absolument convergente 
n’est pas necessairement convergente ; on a en effet le resultat suivant. 
Proposition 3.19.5 Dans un espace norme E, pour que toute serie absolument 
convergente soit convergente, ilfaut et il suffit que E soit un espace de Banach. 
Preuve Soit x n le terme general d’une serie absolument convergente dans un es- 
pace de Banach ; pour tout p < q, on a || Yli= p x i II ^ Yli= p \\ x i\\ et ce( d montre 
que le critere de Cauchy (3.19.2) est verifie, vu qu’il l’est pour la serie ||a?n||- 
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R&iproquement, supposons que toute s^rie absolument convergente est conver- 
gente et montrons que E est complet. Soit ( x n ) une suite de Cauchy dans E et soit 
Yl'kLo £ k une s ^ e convergente ou les e k sont des nombres > 0. En utilisant le 
fait que la suite ( x n ) est de Cauchy, on construit par recurrence une sous-suite 
(x nfc ) telle que ||a; nA;+1 — x Uk || < eu pour tout k > 0. La serie de terme general 
x nk+1 — x nk est absolument convergente, done convergente d’apres l’hypoth&se 
faite et on a 

i 

^^( x n k +i “ x n k ) = x m + i ~ x n 0 
k=0 

il en resulte que la sous-suite (x Uk ) est convergente ; la suite x n est done conver- 
gente d’apr&s le corollaire 2. 1 8.4, ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Dans un espace norme non complet, il existe done des series absolument conver- 
gentes non convergentes ; dans de tels espaces, la notion de serie absolument 
convergente ne presente done a priori aucun int^ret. 

Au contraire, lorsqu’on doit 6tudier une serie dans un espace de Banach, on 
commence d’abord par examiner si cette serie est absolument convergente ; on est 
done amen6 a etudier une s£rie h termes positifs, ce qui est un probl&me en principe 
plus simple. Bien entendu, si la serie ne converge pas absolument, on ne peut rien 
en conclure quant a l’eventuelle convergence de la s£rie. 

Etant donne que || Y2p = o x p\\ — Ylp = o \\ x p\\> on n °tera que pour toute serie 
absolument convergente dans un espace de Banach 

oo oo 

(3.19.6) ll£*n||<£lM. 

n — 0 n= 0 

Voici une application importante de ces notions concernant l’etude des ele- 
ments inversibles dans une algebre de Banach. 

Definition 3.19.2 Une algebre E est un espace vectoriel muni d’une loi de com- 
position interne notee mutiplicativement (a;, y) GExE—^xyGE qui est 
associative et bilineaire. 

Une algebre normee est une algebre munie d’une norme verifiant 

(3.19.7) \\xy\\ < \\x\\ \\y\\ pour tout x y y e E. 

Une algebre normee complete est appelee une algebre de Banach . 

Voici quelques remarques concernant ces definitions. Une algebre est dite commu- 
tative si xy = yx pour tout x, y ; on dit qu’elle admet un element unite s’il existe 
un element e e E tel que ex = xe = x pour tout x : cet element unite e est alors 
unique. Par exemple, soient E un espace normd et £(E) l’espace vectoriel des en- 
domorphismes (continus) de E ; la composition des applications (T, S) T o S 
induit sur £(E) une structure d’ algebre non commutative (si E est de dimension 
> 2) et qui admet un element unit£, & savoir l’application identique /^. Cette 
algebre est en outre une algebre normee d’apr&s (3.10.7) et e’est une algebre de 
Banach lorsque E est un espace de Banach. 
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On notera que la propriete (3.19.7) signifie simplement que P application bili- 
neaire ( x , y) xy de E x E dans E est continue et de norme < 1. Si E admet 
un element unite e, en prenant x = y = e, on constate que ||e|| > 1 ; la norme de 
e n’est pas en general egale a 1. 

Considerons alors une algebre de Banach A admettant un £l£ment unite e et 
soit G P ensemble des elements inversibles (pour la multiplication) ; la multiplica- 
tion de P algebre induit sur cet ensemble G une structure de groupe ; nous allons 
montrer que ce groupe est un ensemble ouvert dans A. 

Voici d’abord une proposition preliminaire. Les notations utilises sont les sui- 
vantes : soit x G A, on definit x n pour n G N par recurrence en posant 
x° = e et x n+1 = xx n pour n > 1. 

Proposition 3.19.6 Soit A une algebre de Banach admettant un element unite e et 
soit x G A tel que ||x|| < 1. Alors e — x est inversible et 

oo 

(e — a:) -1 = ^ a: 71 , serie de Neumann , 

n — 0 

ou la serie x n est absolument convergente. 

Preuve La serie Yl™=o xn est absolument convergente car ||a: n || < ||a:|| n ; elle 
est done convergente ; verifions que sa somme y est Pinverse de e — x. On a 
(e - x)y = y - xy ; Papplication z xz etant lineaire continue, 

oo oo 

n= 0 n=0 

d’ou (e - x)y = xU ~ xn+1 = e * ^ ec * P rouve 9 ue ( e ~ x )y = e \ 
de plus, 

y(e - x) = y - yx = y - xy = (e - x)y = e 
vu que yx = xy et, par consequent, e — x est inversible et (e — a:)” 1 = y. Q.E.D. 

Corollaire 3.19.7 Soit A une algebre de Banach admettant un element unite e , 
alors l * ensemble G des elements inversibles de A est ouvert dans A et l 'application 
I4i _1 est un homeomorphisme de G sur G. 

Preuve Soit a: = a- /iouaGC7et/iGi4;onax = a(e — a~ x h) et d’apres la 
proposition pr&edente x est inversible des que ||a -1 ft|| < 1 et a fortiori des que 
INI < \\a 1 1| l . Ceci montre que G contient la boule ouverte centre au point a 
et de rayon ||a —1 1| — 1 : G est done un ensemble ouvert. 

Montrons que la bijection x4x _1 est continue au point a. Posons y = a~ l h, 
si \\h\\ < ||a~ 1 H -1 on a 

oo 

x~ l = (a — h)~ l = (e — a~ l h)~ l a~ l = y n ^ja~ l ) 

n = 0 

d’oii x -1 - a -1 = QZ^li y n )a -1 et 

oo oo 

II*- 1 - a- 1 !! < ||y»||) ||a -1 || < (E 112/11") ll« _1 ll 

n — 1 n= 1 
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et par consequent 


\\x 1 - a x | 


< 


Ill/ll ■ 

1 - 112 / 11 ' 


,-H 


< 


T-ll 


et cette indgalite prouve que x~ x —a~ l tend vers 0 lorsque h tend vers 0. L* applica- 
tion x x~ l est done continue et e’est un homeomorphisme vu qu’elle coincide 
avec son application reciproque. Q.E.D. 

En prenant pour algebre de Banach l’algebre £>(E) ou E est un espace de 
Banach, on obtient le 


Theoreme 3.19.8 Etant donne deux espaces de Banach E et F, V ensemble 
Isom(E ; F) des isomorphismes de E sur F est un sous-ensemble ouvert de 
£j(E\ F) et Vapplication u i-> u~ l est un homeomorphisme de Isom(E ; F) sur 
Isom(F ; E). 

Preuve Le theoreme est Evident lorsque Isom(£'; F) est vide ; on peut done sup- 
poser Isom(.E; F) non vide. Soit h un isomorphisme de F sur E t 1’ application 
ip : u h-» h o u est un isomorphisme de £>(E\ F) sur Talg&bre de Banach £(E) qui 
applique l’ensemble Isom(£'; F) sur l’ensemble des elements inversibles de £(E). 
D’apres le corollaire precedent, Isom(i£; F) est ouvert et l’application u u” 1 
est continue vu la formule u~ l = ip{u)~ l o h. Q.E.D. 

Lorsque E et F sont de dimension finie, si l’ensemble Isom (E; F) n’est pas 
vide, E et F sont ndeessairement de meme dimension. Prenons E = F, le choix 
d’une base dans E induit un isomorphisme (d’algebre) de £(E) sur l’algfcbre 
M n (K) des matrices carrees d’ordre n et un isomorphisme (de groupe) du groupe 
Isom (E) des automorphismes de E sur le groupe des matrices inversibles de 
M n (K), e’est-a-dire sur le groupe lineaire GL(n, K). Ce groupe lineaire est done 
ouvert dans M n ( K) : une demonstration eiementaire de ce resultat s’obtient aise- 
ment en utilisant la caracterisation des matrices inversibles en terme de determi- 
nant. 


Exercice 3.19.1 Soient E un espace de Banach, E ^ {0}, F Pespace vectoriel de toutes les suites 
x = ( x n ) de E telles que les sommes partielles s n = x p soient borndes ; on munit F de la 

norme 


11*11 



On note G l’ensemble des suites x = ( x n ) telles que la sdrie de terme gdndral x n converge. 

1 . Montrer que F est un espace de Banach et que G en est un sous-espace vectoriel fermd [utiliser 
Papplication 

<p:x = (x n ) e Fm> s = ( s n ) £ l°°(N;E) 

et Pexercice 2.27.6]. 

Etant donnd une suite (A n ) de K, on note T Papplication lindaire qui, a toute suite x = (x n ) de 
E associe la suite Tx = (A n a; n ). 

2. On se propose d’abord de caractdriser les suites (A n ) telles que Pimage par T de toute sdrie 
convergente soit une sdrie convergente. 

a. On suppose done T(G) C G. En utilisant le thdordme du graphe fermd, montrer que 
Papplication lindaire T : G -* G est continue. En ddduire qu*il existe une constante c > 0 telle que 
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pour tout n 6 N et tout x € G 


p = 0 

En utilisant la transformation d’Abel 

n 

^ ^ A pXp — (Ao — Ai)so “1“ • • 

p= o 

montrer que l^n+i — A n | < oo : on dit que la suite (A n ) est h variation bom^e. 

b. Rdciproquement, si la suite (A n ) est h variation bornde, montrer que T(G) C Gen 
utilisant la transformation d’Abel 

fc-M 

T, A pXp = (A* - A fc+ i)s fcj0 + . . . + (Afc+i -1 - \k+i)sk t i-i + ^k+i s k,i 

p=k 


c sup 

nGN 1 


n 

IE; 

p=0 


• + (A n — 1 A n )Sn— 1 + An^nj 


Oil SkJ = Sk+j - Sfc-1* 

3. Montrer que T(F) c G si, et seulement si, la suite (A n ) est h variation bornde et 

lim A n = 0. 

n— ►oo 


Exercice 3.19.2 Soit E un sous-espace vectoriel de l’espace J S (N; K), on suppose que E est muni 
d’une structure d’espace de Fr£chet telle que 1’injection canonique de E dans K) soit continue ; 
on note (IMIOie j une famille ddnombrable de semi-normes ddfinissant la topologie de E. 

Soit a pq e K, (p, q) G N 2 , une suite double de scalaires, on consid&re le systfcme lindaire h une 
infinite d’inconnues 

oo 

(3. 1 9.8) 53 a P<! x <i ~ V<1 • P G N > 

9=0 

et on suppose que, pour tout y = (y p ) € E, ce systdme admet une unique solution x = ( x q ) : ceci 
signifiant qu’il existe une unique suite x = (x q ) telle que les series Y^=o a>pqX q convergent et soient 
de somme y p . 

On note F Pensemble des suites x = (x q ) telles que, pour tout p e N, la sdrie y p = Y^=o ci pq x q 
converge et y = (y p ) appailienne a E. On ddfinit sur F une structure d’e.l.c. en prenant comme semi- 
normes d’une part 

oo 

Mi = II?/ Ill Vp = 5Z a P9 X 9> * 6 

q=0 


d’autre part 

q 

||rc|| p = sup \y2 a pr x r , p E N. 

1 


1. Montrer que les formes lindaires sur F x h* x n sont continues [on notera que, pour tout q , il 
existe p tel que a pq ^ 0]. 

2. Montrer que F est un espace de Frdchet. 

3. On note x = Ty la solution de (3.19.8), montrer que T est un isomorphisme de E sur F ; en 
particular les formes lindaires sur E y x q sont continues. 


Exercice 3.19.3 On considdre l’espace c des suites convergentes x = (ar n )n>i d’dldments de K, 
espace de Banach pour la norme ||a:|| = sup n >j |x n | (exercice 2.27.6). 

1 . On pose 

e° = (<5")„>i et, pourm > 1, e m = (<C)n>i 
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ou = 0 si i ^ j et 6\ = 1. Soit x = (x n ) n >i £ c > si = lim n ->oo x n > montrer que la sdrie 
J2m = l ( Xm ~ *o)e m est convergente dans l’espace c et que 


oo 

x = xoe° + ^2 (r c m - xo)e m . 

m=l 

2. En ddduire qu*& tout endomorphisme T E £(c), on peut associer une suite double a™ E K, 
(m,n) E N x N*, telle que y = Tx = (y n ) n > 1 s’dcrive 


(3.19.9) 


oo 

Vn = XI ( C 1 ”" n > 1, 
m = 0 


avec les propridtds suivantes 

oo 

(3.19.10) sup V < oo, 

n — 1 m =0 

(3. 19. 1 1) pour tout m > 1, la limite a m = a™ existe, 

oo 

(3.19.12) la limite a 0 = lim V a!? existe. 

n-¥ oo 

m=0 

3. Rdciproquement, soit a™ E K, (ra,n) E N x N*, une suite double vdrifiant les propridtds 
(3.19.10), (3.19.11) et (3.19.12). Montrer que la formule (3.19.9) ddfinit un endomorphisme T de 
l’espace c et que 

oo 

lim y n = a°xo + Y) a m {xm ~ x 0 ). 

n—> oo 

m=l 

4. Etant donnd des rdels p n > 0, n > 1, dtudier la suite 


Vn = 


P\X\ + . . . + PnX n 
Pi + • • • + Pn 


» X (#n) £ C. 


En ddduire une condition ndcessaire et suffisante pour que lim n _>oo x n = lim n _^oo Vn quel que soit 
x E c. 


3.20 Famille sommable et absolument sommable 

La notion de serie fait intervenir de fagon essentielle la relation d’ordre total sur 
N dans la definition des sommes partielles s n . On ne peut pas en general modi- 
fier arbitrairement Pordre des termes : plus precisement, si la serie Y^=o x n est 
convergente et si n : N -* N est une permutation de N, la sdrie x *(n) n’est 
pas en general convergente et, si elle Pest, sa somme n’est pas necessairement 
egale a x n- Comme nous le verrons cette difficulty ne se presente pas pour 
les series absolument convergentes, mais la convergence absolue est une notion 
trop restrictive dans les applications (par exemple, dans P etude des sommes hil- 
bertiennes), la notion que nous allons definir est intermediate entre la convergence 
et la convergence absolue. 

Outre la difficulty ci-dessus, on souhaite etudier la convergence de series mul- 
tiples : si (£m,n)(m,n)EN 2 est une suite double, peut-on donner un sens a la somme 
double X)(m,n)EN 2 x m,n ? L’ordre naturel sur N 2 , h savoir Pordre produit, n’etant 
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pas un ordre total, il n’y a pas de fagon naturelle et priviligide de definir des 
sommes partielles bien que l’ensemble N 2 soit denombrable. 

Ces difficultes conduisent a prendre pour ensemble d’ indices un ensemble ab- 
solument quelconque qui ne sera en general ni denombrable, ni ordonnd. 

Etant donne un groupe topologique abelien separe G et un ensemble /, on 
considere une famille ( Xi) ie j d’elements de G. Pour toute partie finie J de /, on 
peut definir la somme de la sous-famille (xi) ie j, soit 

(3.20. l) sj = Xi e G, J e J(l), 

i£j 

en convenant que sj = 0 si J = 0, 0 designant evidemment l’element neutre du 
groupe. Grace h cette convention, on a sj lU j 2 = sji + sj 2 dbs que J\ et J 2 sont 
des parties finies disjointes. On definit ainsi une application 

(3.20.2) / : J G 9(1) sj e G. 

Ordonnons 9(1) par inclusion, on obtient un ensemble filtrant (exemple 2.8.8) et 
on peut done considerer sur 9(1) le filtre des sections associe ; rappelons que ce 
filtre admet pour base de filtre l’ensemble $ des sections 

S(J 0 ) = { J G 9(1) ; J D J 0 } ou J 0 decrit 9(1). 

On peut alors donner la 

Definition 3.20.1 Soit G un groupe topologique abelien separe, une famille 
(xi) ie i d' elements de G est dite sommable et de somme s si V application 

f:Je 9(1) sjeG 

admet s pour valeur limite suivant le filtre des sections de V ensemble filtrant 9(1). 
On ecrit alors s — Xi. 

Limitons nous dans la suite a des families dans des e.v.t. separes ; si (x<)i € / 
est une famille d’elements d’un e.v.t. separe E , la definition preeddente s’ecrit de 
la fagon suivante 

(3.20.3) (W € V(0))(3J o € 9(I))(VJ E 9(I))(J D J 0 => sj E s + V) 
et, lorsque E est un espace norme, 

(3.20.4) (Vs > 0)(3J 0 E 9(I))(VJ E 9(I))(J D J 0 => ||s - sj|| < e). 

Remarque 3.20.1 Supposons tous les Xi nuls sauf un nombre fini d’entre eux, 
alors la famille (x-i)i^j est sommable et, si J = {i E I ; Xi ^ 0}, la somme de la 
famille est egale a Yliej x i- La notion de famille sommable generalise la notion 
de somme finie ! 

Verifions de suite la propriete de commutativite suivante 
Proposition 3.20.1 Dans un e.v.t. separe, soit (£*)*€/ une famille sommable de 
somme s, alors pour toute bijection n : I I, la famille (x n ^)i^j est sommable 
et de somme s. 

Preuve Soit V E V(0), il existe Jo E 9(1) tel que sj E s + V pour toute partie 
finie J contenant Jo, alors Kq = 7r _1 (Jo) est une partie finie de I et, pour toute 
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partie finie K D Ko , on a tt(K) d J 0 , d’ou x *(i) £ $ + V, ce qui prouve 
la proposition. Q.E.D. 

Pour une famille index^e par N, c’est-a-dire pour une suite ( x n ), nous parle- 
rons de suite sommable. On a alors la 

Proposition 3.20.2 Dans un e.v.t. separe, so it (x n ) une suite sommable de somme 
s , alors pour toute bijection ir : N — > N la serie X^lo x * (n) est convergente et de 
somme s : on dit que la serie x n est commutativement convergente . 

Preuve Vu la proposition precedente, il suffit de verifier que la serie x n est 
convergente et de somme s. La propriete (3.20.3) dtant vdrifiee, notons no le plus 
grand dement de Jo, alors [0, n] contient Jo des que n est > no, d’oh s n G s + V 
pour n > no, ce qui prouve que la suite ( s n ) converge vers s. Q.E.D. 

Note Dans un espace norm£ par exemple, on peut demontrer la rdciproque sui- 
vante : si une sdrie X^=o x n est commutativement convergente, alors la suite (x n ) 
est sommable (exercice 3.20.1). 

Dans un e.l.c. s£pard, la proposition 3.4.3 fournit une condition ndcessaire de 
sommabilite, appelee critere de Cauchy. 

Proposition 3.20.3 Critere de Cauchy Dans un e.Lc. separe E , pour qu'une fa- 
mille ( Xi)i e i soit sommable il faut (et il suffit si E est complet) que 

(3.20.5) (W G V(0))(3J 0 € y(I))(Vtf G 7(J - J 0 ))(s K e V) 
et, lorsque E est un espace norme, cette condition s'ecrit 

(3.20.6) (We > 0)(3J 0 G y(J))(V/f G J(I - J 0 ))(M < e). 

Preuve Ecrivons que la base de filtre /(®) est de Cauchy 

(3.20.7) (WV G V(0))(3J 0 e ?(/))(/(£( J 0 )) - f(S(J 0 )) C V), 
soit 

n 20 s') I ( vv 6 v (°))( 3J o € mmi € ?(/))(VJ 2 € HI)) 

( ’ \ (Ji D Jo et J 2 D J 0 =*> s dl - sj 2 € V). 

Si K est une partie finie de I - Jo, posons J\ = K U Jo et J 2 = Jo, alors 
sk = sj j - sj 2 G V, ce qui prouve (3.20.5). 

R&iproquement, montrons que (3.20.5) implique (3.20.8). Soit V un voisinage 
de 0, il existe une semi-norme ||*|| continue sur E et un e > 0 tels que V contienne 
la boule B( 0\2e) associee a cette semi-norme ; posons W = B( 0;e) G V(0), 
d’apr&s (3.20.5), il existe Jo G J(J) tel que sk G W pour toute partie finie de 
I — Jo ; si Ji et J2 sont deux parties finies contenant Jo, on a alors 

s Ji ~ S J 2 = s k x - sk 2 avec Xi = Ji — Jo, K 2 = J 2 - Jo , 
d’oh sj t - sj 2 e W - W C V d’apres le choix de W et ceci prouve (3.20.8). 

Lorsque E est un espace norme, il suffit de prendre V = B'( 0; e) pour obtenir 
(3.20.6). Q.E.D. 

La signification de (3.20.6) est la suivante : etant donne e > 0, si on exclut un 
nombre fini de termes de la famille, a savoir ceux qui sont indexes par Jo, toutes 
les sommes partielles de la sous-famille (xi)i^i-j 0 sont alors plus petites que e. 
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Exercice 3.20.1 Soit ( x n ) une suite dans un espace normd E. Si la sdrie (z n ) est commutativement 
convergente, montrer que la suite (a.’ n ) est sommable en raisonnant de la fason suivante. 

On pose s = Xn * m ontrer que s est un point adherent a la base de filtre /(! B) ou / ddsigne 

l’application J e ^(N) h* sj e E et r J3 la base du filtre des sections associ<$ a l’ensemble filtrant 
^(N). Si la suite ( x n ) n’est pas sommable, en ddduire que cette base de filtre ne peut dtre de Cauchy. 
En ddduire un e > 0 et une suite (K n ) de parties finies disjointes de N telles que ||s/<- n || > e, ce qui 
permettra de construire une permutation n de N telle que la sdrie de terme g^ndral x ^(n) ne vdrifie pas 
le crit&re de Cauchy. 

Voici les premieres consequences du critere de Cauchy. 

Corollaire 3.20.4 Soit ( Xi) ie j unefamille sommable dans un e.Lc. separe, si I est 
infini , V application i Xi tend vers 0 suivant le filtre des complementaires des 
parties finies de I. 

Preuve II suffit d’dcrire (3.20.5) en prenant I< reduit h. un element. Q.E.D. 

Corollaire 3.20.5 Soit (x*)^/ une famille sommable dans un e.Lc . metrisable , 
alors V ensemble {i € I ; Xi jL 0 } est denombrable. 

Preuve Soit ( V n ) une base denombrable du filtre V(0). D’aprds le critere de Cau- 
chy, les ensembles I n — {i € I ; 0 V n } sont finis et 

{i£l;xi ^0} = |J/ n vuque P)V r n = {0}; 

n n 

il en rdsulte que {i £ I ; Xi ± 0} est denombrable. Q.E.D. 

Remarque 3.20.2 Dans un espace metrisable, pour qu’une famille (xi) ie i soit 
sommable, il est done ndeessaire que {i € /; Xi ^ 0 } soit ddnombrable ; cette 
condition dtant verifiee, l’dtude de la sommabilite de la famille se reduit a celle de 
la sommabilite d’une suite. Bien entendu, l’ensemble ddnombrable 
{i £ I ; Xi 7 ^ 0 } depend de la famille (xi)i^i et dans la pratique cette remarque 
n’a qu’un intdret limitd. 

Note Dans un espace non mdtrisable, l’ensemble {i £ I\Xi ^ 0} n’est pas en 
gdndral ddnombrable : nous donnerons ultdrieurement un exemple tres simple (re- 
marque 3.20.4). 

Corollaire 3.20.6 Dans un e.Lc. separe complet, toute sous-famille d’une famille 
sommable est sommable. 

Preuve En effet, toute sous-famille d’une famille vdrifiant le critere de Cauchy 
vdrifie a fortiori ce critere. Q.E.D. 

Les propositions (3.19.2), (3.19.3) et le corollaire (3.19.4) se gdndralisent ai- 
sement. 

Proposition 3.20.7 Soient E et F des e.v.t. separes , T : E — F une applica- 
tion lineaire et continue et (x*)* G j une famille sommable de E, alors la famille 
(Txi) i€l est sommable dans F et 

(3.20.9) t£» =^>, 

iei iei 
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Preuve Pour toute partie finie J de I, on a en effet 


ieJ ieJ 

d’aprfcs la linearite de T et on conclut avec le principe du prolongement des iden- 
tity. Q.E.D. 


Proposition 3.20.8 Soit E = YlaeA ^ un produit d* e.v.t. separes, une famille 
(xi) ie i de E est sommable si, et seulement si, pour tout a G A, la famille 
(pr a (xi))iei est sommable dans E a ; on a alors 


(3.20.10) 


= (£*»« (**)) 

iel iel 


aeA 


Preuve En effet, l’application / : J h* sj = Yli^j x % admet une valeur limite s 
suivant la base de filtre $ si, et seulement si, pour tout a G A, pr a of admet pr a (s) 
pour valeur limite selon la meme base de filtre, ce qui permet de conclure vu que 
j x i ) = Ylie j Wa{xi), d’apres la linearite des projections. Q.E.D. 

Remarque 3.20.3 Soient X un ensemble, F un e.v.t. separ6 et 3\s(X; F) l’espace 
de toutes les applications de X dans F muni de la topologie de la convergence 
simple. Une famille (/*)* G j sommable et de somme / dans cet espace est dite 
simplement sommable : d’apres la proposition ci-dessus, ceci signifie que, pour 
tout x G X , la famille (/i(x))* G j est sommable dans F et de somme /(x). 

Remarque 3.20.4 Dans l’espace ^(RjR), on considfcre la famille de fonctions 
(fi)ieu ou fi(i) = 1 et fi(x) = 0 pour x^i\ d’apres ce qui precede, cette famille 
est sommable et sa somme est la fonction constante et egale a 1. On obtient ainsi un 
exemple trfcs simple de famille sommable admettant une infinite non denombrable 
de termes non nuls. Ceci prouve (ce que nous savions deja) que l’espace ^(R; R) 
n’est pas metrisable. 


Un raisonnement identique & celui fait pour le corollaire 3.19.4 permet de ve- 
rifier le 

Corollaire 3.20.9 Soient ( x*)* e / et (?/*)*<=/ deux families sommables dans un 
e.v.t. separe, alors la famille (Ax* + ou A et p sont des scalaires, est 

sommable et 

(3.20.11) Y,(\x i + m ) = \'£x i + nJ2 Vi- 

iel iel iel 

La notion de serie absolument convergente se generalise de la fa$on suivante. 

Definition 3.20.2 Dans un espace norme E, une famille (x*)* € j est dite absolu- 
ment sommable si la famille de nombres positifs (||x*||)* € / est sommable. 

Proposition 3.20.10 Dans un espace de Banach E, toute famille (x*)* € j absolu- 
ment sommable est sommable et 

(3.20.12) H£*i||<ElNI- 

iel iei 
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Preuve La famille (||£.;||)* e / est sommable, done verifie le critere de Cauchy 
(3.20.6) dans R ; or, pour toute partie finie K de /, on a 

IE**II ^ ]£imi> 

ieK i£K 

inegalite qui prouve que la famille ( Xi) ie i verifie le critere de Cauchy (3.20.6) 
dans E , ce qui permet de conclure. Quant a l’inegalite (3.20.12), elle resulte du 
principe du prolongement des inegalites. Q.E.D. 

Remarque 3.20.5 Dans un espace de Banach de dimension finie, nous demon- 
trerons que toute famille sommable est absolument sommable. II n’en est pas de 
meme dans un espace de dimension infinie. Considerons par exemple l’espace de 
Banach l°° des suites born^es de nombres reels ; notons S n = (6%) la suite ap- 
partenant & cet espace Z°° definie par = 1 et = 0 si k ^ n. A toute suite 
(a n ) de R on associe la suite ( x n ) de l°° definie par x n = a n 8 n . Etant donne que 
Iknll = \oinl la suite (x n ) est absolument sommable dans l’espace l°° si, et seule- 
ment si, la suite ( a n ) est absolument sommable dans R. Quant a la sommabilite de 
la suite (x n ), elle signifie simplement que la suite ( a n ) tend vers 0 : en effet, cette 
condition est n&essaire d’apres le corollaire 3.20.4 vu que ||x n || = \a n \ ; recipro- 
quement, si cette condition est verifiee, pour tout € > 0, il existe un entier n tel 
que \a p \ < e pour p > n et il en resulte que, pour toute partie finie K de [n, oof, 
\\ s i<\\ = II YlpeK x v\\ = su Ppe/c l a pl - ce mon tre que le critere de Cau- 
chy (3.20.6) est verifie, d’oii le resultat voulu. Il est clair que les deux conditions 
obtenues sur la suite (a n ) ne sont pas equivalentes. 


Indiquons la terminologie utilis^e pour des families de fonctions ; on utilise 
6videmment la meme terminologie pour des series de fonctions. 

Les notations etant celles du paragraphe 3.9, soient X un ensemble, F un e.l.c. 
et A une famille non vide de parties non vides de X ; une famille sommable dans 
l’espace est dite uniformement sommable sur tout ensemble de A . 

Une famille sommable dans l’espace F) est dite uniformement sommable. 
D’apres la proposition 3.9.6, on a la 

Proposition 3.20.11 Soient X un espace topologique , F un e.l.c. separe et 
fi : X -> F, i € /, une famille uniformement sommable de fonctions continues et 
bornees , alors la somme f = Y^iei fi est unefonction continue et bornee. 

Lorsque F est un espace norme, l’espace ^(X^F) est un espace norme, la 
norme d’une fonction / G ^(XjF) etant donn^e par sup xGX ||/(^)|| ; dire 
qu’une famille {fi)i^i de cet espace est uniformement sommable de somme / 
s’explicite ainsi 


(3.20.13) 


f (Ve > 0)(3J 0 G y(J))(VJ G y(J)) 

\ (J 3 Jo =*> sup x6X ||/(s) - Eiej fi(x) II < e). 


Supposons toujours que F est un espace norme, on peut alors parler de famille 
absolument sommable dans l’espace ^(X; F) : on dit alors que la famille est nor- 
malement sommable ; ceci signifie simplement que la famille (sup x€X \\fi(x)\\) ieI 
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de M + est sommable. Lorsque F est un espace de Banach, toute famille normale- 
ment sommable est uniformement sommable d’apres le thdoreme 3.9.5. 

Lorsque X est un espace topologique, une famille sommable dans l’espace 
J b/x{X;F ) est dite uniformement sommable sur tout compact. Sous les hypo- 
theses de la proposition 3.9.9, la somme d’une famille uniformement sommable 
sur tout compact de fonctions continues est une fonction continue. 


3.21 Famille de nombres reels 


La notion de famille absolument sommable dans un espace de Banach conduit 
naturellement a l’etude des families de nombres reels. 

Etudions d’abord des families de nombres positifs. Nous avons alors le crit&re 
de sommabilite suivant. 

Proposition 3.21.1 Critere des sommes partielles majorees Une famille (xi) iG j 
de M + est sommable si, et seulement si, l* ensemble (sj)j^x(i) des sommes par- 
tielles est majore ; on a alors 

y^Xi= sup sj . 

Tti 

Preuve Si la famille (xi) ie j est sommable et de somme s , pour tout e > 0, il 
existe une partie finie Jo telle que | s — sj| < e pour toute partie finie J D Jo. Si 
K est une partie finie quelconque, K U Jo contient Jo, d’oh sk < sku j 0 < s + 
ce qui prouve que l’ensemble des sommes partielles est majors. R&iproquement, 
supposons Pensemble des sommes partielles majord et soit s = s\ip Je3 r^sj. 
Pour tout e > 0, il existe une partie finie Jo tel que s — e < sj 0 < s, d’oh 
s — e<sj<s pour toute partie finie J contenant Jo, ce qui prouve que la famille 
(xi)i£i est sommable et de somme s. Q.E.D. 

Considdrons plus generalement une famille (x<)< € / de M+, adoptons la regie 
de calcul suivante 


x + (+oo) = (+oo) + x = -f-oo pour tout x £ R+ 

et posons 

(3.21.1) y^ Xi = sup sj £ K_|_ ou sj = Xi. 

Iti ^(/) 

La proposition ci-dessus montre que x < est fini s h et seulement si, la famille 
(xi) ie i est une famille sommable de R. L’intdret de la formule (3.21.1) est le 
suivant : pour demontrer qu’une famille est sommable, il suffit d’effectuer le calcul 
de Yliei x i dans ®+» si on °btient une quantite finie la famille est sommable, sinon 
elle ne Test pas. 

Corollaire_3.21.2 Critere de comparaison Soient ( Xi) i€l et {yi)iei deux fa- 
milies de M+ telles que Xi < yi pour tout i £ I, alors 

X+ ^ J2vi- 

iel i€l 
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Si la famille (yi)iei est sommable, la famille ( Xi) ie j estdonc sommable. 

Preuve Pour toute partie finie J, on a J2iej x i ^ Ylie j Vi et on conclut en prenant 
la borne superieure sur J. Q.E.D. 

Remarque 3.21.1 Ce critere de comparaison et le corollaire 3.3.5 montrent que, 
dans un espace norm6 E , la notion de famille absolument sommable ne depend 
pas du choix de la norme definissant la topologie de E ; il en est de meme de 
la notion de s6rie absolument convergente, le critere de comparaison subsistant 
pour des series d’apres le corollaire ci-dessous ou, plus simplement, grace a une 
verification directe. 

Corollaire 3.21.3 So it (x n ) une suite de M+, les proprietes suivantes sont equi- 
valentes. 

1. La suite (x n ) est sommable. 

2. La serie x n est convergente. 

Preuve 1 => 2 d’apres la proposition 3.20.2. 

2 => 1 Si la serie Y^=o x n est convergente, la suite (s n ) est convergente, done 
bornee et, pour toute partie finie J de N, il existe un entier n tel que J C [0, n], 
d’ou 0 < sj < s n ; ceci prouve que 1’ ensemble des sommes partielles est majore 
et on conclut avec la proposition 3.2 1 . 1 . Q.E.D. 

On en deduit le 

Corollaire 3.21.4 Dans un espace norme , une suite {x n ) est absolument som- 
mable si, et seulement si, la serie de terme general x n est absolument convergente . 

Pour des families de nombres reels, il faut substituer au critere des sommes 
partielles majorees le critere suivant. 

Proposition 3.21.5 Soit (xi)i e j une famille de nombres reels, les proprietes sui- 
vantes sont iquivalentes. 

1. La famille (xi)i^j est absolument sommable. 

2. La famille (xi)i^i est sommable. 

3. U ensemble (sj)je:F(j) des sommes partielles est borne. 

Preuve 1 => 2 d’apres la proposition 3.20.10. 

2 => 3 Si la famille (a?t)i€i est sommable, le critere de Cauchy (3.20.6) est 
verifie et il en resulte que pour toute partie finie J, \sj\ < e 4- Yliej 0 1 X %V ce Q ul 
prouve 3. 

3 => 1 Posons M = \sj\ et, pour toute partie finie J, 

J+ = {i e J; Xi > 0} et J_ = {i e J; Xi < 0}. 

On a alors \ x t\ = S J+ ~ S J- — 2M et on conclut avec le critere des sommes 
partielles majorees. Q.E.D. 

L’ equivalence des deux premieres proprietes vaut encore dans un espace de 
dimension finie. 
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Corollaire 3.21.6 Soit (xi)i e j une famille d'un espace de Banach E de dimension 
finie, les proprietes suivantes sont equivalentes. 

1. La famille est absolument sommable. 

2. La famille ( Xi) ie i est sommable. 

Preuve II s’agit de demontrer que 2. implique 1. L’ espace E etant isomorphe a 
M n , on peut supposer que E = R n muni de la norme ||x|| = J2\<j< n \ x j\ °u 
x = ( Xj)i<j< n . Si la famille ( Xi ) est sommable, les families (pf'j( x i)) sont 
sommables (proposition 3.20.8), done absolument sommables (proposition 3.21.5) 
et, vu que ||xi|| = Yh<j< n \P r j{ x i ) |» la famille ( Xi ) est absolument sommable 
d’apres le corollaire 3.20.9. Q.E.D. 

Resumons dans un tableau les relations existant entre les diverses notions ; 
utilisons les abreviations suivantes 

C : serie convergente 

AC : serie absolument convergente 

S : famille sommable 

AS : famille absolument sommable 



Famille 

Suite ou Serie 

R+ 

AS4*S 

AS S o C « AC 

Espace de 


AS o S AC 

dimension 

AS^S 

a. 

finie 


c 

Espace 


AS 

de 

AS =*> S 

ft => s => c 

Banach 


AC 

Espace 

S 

S=>C 

norme 




3.22 Theoremes de sommation par paquets 

Les families sommables poss&dent de bonnes propriety d’associativitd. Demon- 
trons d’abord la 

Proposition 3.22.1 Soit ( Xi)i € j une famille d f un e.l.c. separe E et soit (I\)\eA 
une partition finie de I telle que les sous-familles (x 2 )i G / A soient sommables de 
somme s\. Alors, la famille (xi)i^i est sommable et de somme J2 \ga e'est-a - 
dire 

(3.22.1) £:* = EE x$, formule de sommation par paquets. 

iei xeAieix 

Preuve Soit V un voisinage de 0, il existe une semi-norme ||«|| continue sur E et 
un e > 0 tels que V contienne la boule -B'(0; e). Soit n le nombre d’dldments de 
A ; pour tout A, il existe une partie finie J\ de I\ telle que sk x £ s\ + £'(0; e/n) 
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pour toute partie finie K\ de I\ contenant J\ ; posons Jq = IJaga A et soit K 
une partie finie de I contenant Jo, on a sk = Saga s K\ ou K\ = K fi I\ est une 
partie finie de I\ contenant J \ , d’ou 

II** - - Y1 II s ** - **ll <nxe/n = e, 

A A 

soit 

%-^s A GB'(0; £ )cK 

A 

et ceci prouve la proposition. Q.E.D. 

Lorsque l’ensemble A est infini, cette proposition ne subsiste pas en general et 
on a seulement le 

Theoreme 3.22.2 Soit une famille sommable et de somme s dans un e.l.c. 

separe E et soit (/a)aga une partition de I telle que les sous-familles (xi)i e j x 
soient sommables de somme s\. Alors, la famille (sa)aga est sommable et de 
somme s, c ’est-a-dire 

(3.22.2) ^ Xi = ^ Xi , formule de sommation par paquets . 

iG/ AGA iel\ 

Preuve Soit V un voisinage de 0, il existe une semi-norme ||*|| continue sur E et 
une > 0 tels que V contienne la boule £(0; 2e). 

Posons W = £(0; e), il existe une partie finie Jo de I telle que 

(3.22.3) sj € 5 + W pour toute partie finie J contenant Jo- 

L’ensemble Ao = (A E A; I\ fi Jo ^ 0} est fini et, pour toute partie finie Ai 
contenant A 0 , posons K = (JagAi proposition pr&edente montre que la 

sous-famille (x^e/c est sommable et de somme SagAi 5 A ; etant donne que 
K D Jo, il existe J e ?( K ), J D Jo tel que sj e Saga 2 s a + W. D’apres 

(3.22.3) , on en deduit que 

T: S\ = S + Sj - S + Sx-Sjes + W-W, 

AgAi AgAi 

vu le choix de W 9 ceci montre que SagAi s a £ 5 + V pour toute partie finie Ai 
contenant Ao, d’ou le theoreme. Q.E.D. 

Dans ce theoreme, on suppose non seulement que la famille (x*)^/ est som- 
mable, mais egalement que les sous-familles (x*)ie/ A sont sommables. La 
premiere hypothese est essentielle comme le montre l’exemple de la suite 
x n = (-l) n et de la partition N = U^Lo{ 2n » 2n + 1} : dans ce cas ^ es sous " 
families (x*)i G / A sont sommables ainsi que la famille (sa)aga ^ en Q ue ^ a famille 
{x-i)i€i ne soit pas sommable. Le theoreme precedent ne fournit pas de critere de 
sommabilit£, il donne une formule sommatoire. 

Quant a la seconde hypothese, rappelons que dans un e.l.c. separe et com- 
plet, toute sous-famille d’une famille sommable est sommable. Dans un tel espace, 
considerons par exemple une suite double sommable (x m ,n)(m,n)GN 2 J en utilisant 
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les partitions 

OO OO 

N 2 = (J {m} x N = (J N x {n}, 

m= 0 n= 0 

on obtient les formules de sommation 

OO OO OO OO 

(3.22.4) ^ ^ ^^ x m,n = ^ ^ x m,7i‘ 

(m,n)€N 2 m=0 n=0 n=0m=0 

II y a un cas particulier ou un procede de sommation par paquets fournit un 
critfcre de sommabilite ; ce cas concerne les families de nombres > 0 : il s’agit en 
fait d’un cas tres important dans la pratique car il donne une m&hode d’etude de 
l’absolue sommabilite dans les espaces de Banach. 

Proposition 3.22.3 Soient (xi) ie i unefamille de R+ et ( Ja)aga une partition de 
I. Pour que lafamille ( Xi)i e j soit sommable il faut et il suffit que les proprietes 
suivantes soient verifiees. 

L Les sous-familles (xi)i^j x sont sommables de somme s\. 

2. Lafamille (sa)aga est sommable. 

Preuve La necessity de 1. rdsulte du corollaire 3.20.6 et celle de 2. du th^or&me 
precedent. Reciproquement, supposons 1 . et 2. verifies. Soit J une partie finie de 
/, on a 

Sj= ^2 Sj x oil Jx = I\ n J et A 0 = {A e A ; J\ ± 0}. 

AgAo 

D’apres 1. et la proposition 3.21.1, on a sj x < s \ , d’oii sj < Z)aga 0 Sx et > 
d’apres 2. et la meme proposition, ceci prouve que sj < X)aga s a ; on en d&luit 
que la famille ( Xi) ie i est sommable toujours d’apres la proposition 3.21.1. Q.E.D. 
Pour toute famille (x*)^/ de R+, on a alors 

(3.22.5) E x * = EE x * el +> 

i£l \GAi€l\ 

le premier membre est en effet fini si, et seulement si, la famille ( Xi) ie j est une 
famille sommable de R et le second membre est fini si, et seulement si, les proprie- 
tes 1. et 2. de la proposition 3.22.3 sont verifiees ; cette proposition montre done 
que, ou bien les deux membres de (3.22.5) sont finis, l’egalite resultant alors de 
(3.22.2), ou bien ils sont tous deux infinis et ceci prouve bien la formule voulue. 
Void une application simple de la proposition prec^dente. 

Proposition 3.22.4 Soient E, F etG des espaces de Banach , B : Ex F G une 
application bilineaire et continue et (xi) ie i et {yj) je j des families absolument 
sommables de E et F respectivement, alors la famille {B(x i) yj))^ elxj est 
absolument sommable dans G et 

(3.22.6) ]T B(x i ,y J )^B(£x t ,'£yj)- 

(iyj)eixj iei jeJ 
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Preuve En considdrant la partition I x J = (JteiW x la Proposition prdce- 
dente prouve que la famille (||xi|| \\yj\\)(i } j)eixj est sommable. Etant donne que 
\\B{xi^yj)\\ < ||i?|| ||rci|| \\yj\\, le principe de comparaison montre que la famille 
(B(xi,yj))(ij) e i x j est absolument sommable, done sommable. En utilisant la 
partition ci-dessus, la formule (3.22.2) et la proposition 3.20.7, on a 


B{xi,yj) = 

( i,j)eixj 


ce qui prouve la formule voulue. 


££*(*«, i/j) 

iei j€J 


iel j€J 


i€l j€J 


Q.E.D. 


3.23 Produit infini 

Soit G un groupe topologique abelien sdpare, la loi de composition etant not£e 
multiplicativement ; une serie convergente dans G est appelee un produit conver- 
gent et une famille sommable est appetee une famille multipliable. On peut par 
exemple utiliser le groupe multiplicatif R* des nombres reels non nuls et on dis- 
pose done d’une notion de produit convergent ou multipliable de nombres reels non 
nuls ; il est evidemment essentiel d’exclure 0 pour avoir une structure de groupe, 
mais ceci conduit a diverses difficult^ dues en particulier au fait que M* n’est pas 
complet pour la distance usuelle. D’autre part, dans les applications a la theorie 
des fonctions holomorphes par exemple, on s’intdresse tout specialement a l’dven- 
tuelle nullite des produits infinis afin de construire des fonctions admettant des 
zeros donnes a priori. Pour toutes ces raisons, nous allons etudier les produits infi- 
nis dans des algebres de Banach. 

On se donne done une algebre de Banach A rdelle ou complexe qu’on suppose 
commutative et admettant un element unite e. Soit ( x n ) une suite de A ; posons 
Pn = YIU*p ; on dit que le produit infini Il^Lo x n est convergent et de produit 
p si la suite (p n ) des produits partiels converge vers p. De meme, si (#*)*€/ est une 
famille de A , on definit les produits partiels pj = Yl ieJ Xi pour toute partie finie 
J et on dit que la famille ( Xi)i e i est multipliable et de produit p si l’application 
J pj admet p pour valeur limite selon le filtre des sections de Pensemble filtrant 
J{I), e’est-a-dire si 

(3.23.1) (Ve > 0)(3J o G J(/))(VJ G J(/))(J D Jo => \\p-pj\\ < e), 
on ecrit alors p = Yl ieI x^. 

On notera d’abord qu’une famille est multipliable et de produit nul des que Tun 
des termes x-i est nul : on ne peut done rien dire du terme general d’une famille mu- 
tipliable. Certains rdsultats de la theorie des families sommables subsistent cepen- 
dant. II en est ainsi de la proposition 3.20.1 ; une demonstration similaire permet 
de verifier que, si une famille (x<)te/ est multipliable, alors pour toute bijection 
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it : I I la famille est multipliable et 

0.23.2) n*-n**«- 

iei iei 

II en est de meme de la proposition 3.20.2 : si une suite ( x n ) est multipliable de 
produit p, le produit infini n^Lo x * M est convergent et de produit p pour toute 
bijection 7r : N ->> N : on dit que le produit infini n^Lo x n est commutativement 
convergent. 

Dans la suite nous allons nous intfresser a une classe particuli&re de famille 
multipliable ayant de bonnes proprietes. On note (e + une famille de l’al- 
gebre A et pj = Yl ieJ (e + Ui ), J e J) , les produits partiels. Voici d’abord un 
lemme. 

Lemme 3.23.1 Pour toute partie finie J , on a 
(3.23.3) ||R7-e||<n(l + IMI)-l- 

i£j 

Preuve On raisonne par recurrence sur le nombre d’616ments de J. Lorsque 
J = {i}, l’inegalite se r&luit a ||ui|| < ||t^||. Supposons l’in^galite ddmontree 
pour une partie finie J et demontrons la pour K = J U {z}, i 0 J. On a 

Pk ~ e = pj(e + Ui) -e = pj -e + (pj - e)ui + Ui 

d’ou 

\\PK~e\\ < \\pj - e|| + \\pj — e|| ||w*|| + ||iti|| 

< (n^ + KID-O^ + IND + INI 

< Ild + IM)- 1 , 

jeK 

ce qui prouve le lemme. Q.E.D. 

Proposition 3.23.2 Soit ( uf)^ une famille absolument sommable dans une al- 
gebre de Banach, alors la famille (e+Ui) ie i est multipliable ; on dit que la famille 
est absolument multipliable et que le produit infini 

n(‘+*> 

iei 

est absolument convergent . 

Preuve Etant donne que 1 + x < e x pour tout reel x , on a d’apres le lemme 

II PJ - e|| < exp(j2 KB) - 1 < exp(j2 INl) - 1 

i€J zG/ 

et ceci montre que la famille des produits partiels est bornee, posons 
c = supj||pj||. 

Soit e > 0, la famille (||ui||)ie/ etant sommable, il existe une partie finie 
Jo telle que ll u *ll — £ P our tQ ute partie finie K C / — Jo- Pour toute 
partie finie J D J 0 , on a alors pj - p Jo = p Ju (n <6<7 _ Jo (e + u*) - e), d’oil 
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II PJ -PJo II < Up* II { ex P (Eie J- Jo INI) - !) < c (e 6 - !) et > vu q ue c ( e<E ~ x ) 
tend vers 0 avec e , ceci montre que 1’ image par 1’ application J i-» pj du filtre des 
sections de l’ensemble filtrant 5(1) est une base de filtre de Cauchy et il en resulte 
que la famille (e + u%) est multipliable. Q.E.D. 

On observera que toute sous-famille d’une famille absolument multipliable est 
absolument multipliable ; il n’y a evidemment rien d’analogue pour des families 
multipliables. On notera dgalement que, la famille (u^ etant absolument som- 
mable, 1’ ensemble {% G I ; e + Ui ^ e} est denombrable. 

Le theoreme de sommation par paquets subsiste pour des produits absolument 
convergents et s’ecrit de la fagon suivante. 

Theoreme 3.23.3 Soitp = Yl ieI (e + u%) un produit infini absolument convergent 
dans une algebre de Banach et soit (/a)aga une partition de I, alors, pour tout A, 
le produit infini p\ = Yliei x ( e + u %) est absolument convergent et le produit infini 
FIaga P A est absolument convergent de produit p, c’est-a-dire 

(3.23.4) J](e + Ui) = J] II ( e + u <)• 

iei xeAieix 

Preuve 1. Le produit infini p\ = Yiiei x ( e + u %) est absolument multipliable ; 
montrons que le produit infini EIaga Pa est absolument multipliable, c’est-&-dire 
que Y aga IIpa - e|| < oo. Pour toute partie finie J C I\ 9 

\\pj-e\\ < exp(%2 IHI) - 1, 
zGJ 

d’ou ||pa - e \\ < exp(sx) - 1 en posant = Yiei x INI ; la famille ($a)aga 
est sommable done bornee, soit 0 < sa < M et, vu que e s - 1 < se M pour 
0 < s < M, on en deduit que ||pa — e|| < cs\ 9 c = e A/ , et il en resulte que la 
famille (||pa — c||)aga est sommable. 

2. Verifions (3.23.4) lorsque A est fini. Notons n le nombre d’elements de A 
et soit e > 0, P application (za)aga ^ EIaga x a de A n dans A etant continue au 
point (pa)» il existe S > 0 tel que 

II n qx - II PA II - £ d ® s que ~ PA II < 6. 

aga aga 

Il existe une partie finie J\ de I\ telle que \\pk x — Pa|| < S pour toute partie finie 
K\ c I\ contenant J\ ; si K est une partie finie de I contenant Jo = Uaga A* on 
a alors pk = EIaga Pk x °^ k x = if n/ A contient J A ,d’ou \\p K - EIaga Pa II < e 
et ceci prouve que p = EIaga Pa- 

3. Dans le cas general, soit e > 0 ; il existe une partie finie Jo de I telle que 
lb — II < £ pour toute partie finie J D Jo. L’ensemble 

A 0 = {Ae A; J A n J o ^0} 

est fini ; pour toute partie finie Ai contenant Ao, posons K = UagAi et 
q = n<G/r( c + u i) » d’apres 2, on a q = EL €Al Pa et, K contenant J 0 , il existe 
une partie finie J de A" et contenant Jo telle que \\q — pj\\ < e y d’ou ||g — p|| < 2e y 
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c’est-a-dire \\p — I7a€Ai Pa II < 2e pour toute partie finie Ai contenant Ao et ceci 
prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Proposition 3.23.4 Soitp = Y\ ie j(e+Ui) un produit infini absolument convergent 
tel que tous les termes e + Ui soient inversibles dans l* algebre, alors p admet un 
inverse, le produit infini q = Yl ieI (e + Ui)~ l est absolument convergent, q admet 
un inverse etp~ l = q. 

Preuve La famille ( Ui ) £tant absolument sommable, il existe une partie finie J de 
I telle que || ^|| <1/2 pour tout i £ J ; il en resulte (proposition 3.19.6) que pour 
i?J(e + Ui)- 1 = £n =0 d’oi. 

°° °° II II 

II ( e + Ui)- 1 - e|| = II 5>1)XII < £ IKII n = rini ^ 2 IMI. 

n= 1 n=l 1 

et ceci prouve que le produit infini q = Yliei (e+^i) ~ 1 est absolument convergent. 

Pour toute partie finie J de /, on a alors pjqj = e en notant 

PJ = JJ( e + Ui) et Qj = II( e + Ui )~ 1 
i€«/ i£ J 

les produits partiels ; d’apr&s le principe du prolongement des identity, on en 
deduit que pq = e, ce qui prouve que p et q admettent des inverses et que p~ 1 = q. 

Q.E.D. 

En prenant pour algebre A 1’ algebre C des nombres complexes, on en deduit 
le 

Corollaire 3.23.5 So it p = riie/(l + u *) un P r °duit infini absolument convergent 
de nombres complexes, alors p est nul si, et seulement si, Vun des termes 1 + Ui 
est nul. En outre, si 1 + Ui est non nul pour tout i, le produit infini + u i)~ X 

est absolument convergent et 

JJ(1 + Ui)~ l = (JJ(1 + 

i£l i€l 

Pour des produits de fonctions la terminologie utilis^e est la suivante. Etant 
donnd un ensemble X et une algebre de Banach A , considerons l’espace &b(X ; A) 
des fonctions bornees de X dans A et munissons cet espace de la norme de la to- 
pologie de la convergence uniforme ||/|| = sup x€X ||/(x)||. On suppose comme 
toujours que l’algebre A est commutative et admet un element unite e ; le pro- 
duit de deux fonctions etant d^fini par ( fg)(x ) = f(x)g(x), l’espace A) 

est une algebre de Banach commutative admettant pour element unite la fonc- 
tion constante egale a e qu’on notera encore e. Une famille (e + fi)iei absolu- 
ment multipliable dans cette algebre est dite normalement multipliable et le pro- 
duit infini / = Y\ i£l (e + /*) est dit normalement convergent : ceci signifie done 
q ue Yliei ll/ill < °°. Il est clair a l° rs 9 ue » P our tout x € X, le produit infini 
riie/( e + fi( x )) est absolument convergent et de produit f(x). SiX est un espace 
topologique, un produit infini normalement convergent de fonctions continues et 
bornees est encore une fonction continue et born^e d’apr&s la proposition 3.9.6. 
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Le corollaire qui precede permet alors de verifier le 

Corollaire 3.23.6 Soit fi e 9t>(X;C), i e I, une famille de fonctions bornees 
telle que le produit infini f = + fi) s °it normalement convergent , alors 

l’ ensemble Z(f) des zeros de f est la reunion des ensembles Z( 1 + fi), ou 
Z(1 + fi) designe V ensemble des zeros de la fonction 1 + /*. De plus , il existe 
une partie finie J de I telle que Z(f) = ^(1 + fi)- 

Preuve La famille (fi) etant normalement sommable, il existe une partie finie J de 
I telle que ||/<|| < 1 pour tout i £ J ; les fonctions 1 + fi,i & J, ne s’annulent pas 
et il en est done de meme de la fonction h = Yliei-jfi + fi) d’apres le corollaire 
3.23.5. D’apres le theoreme 3.23.3, on a d’autre part / = gh ou g = j(l + /i)» 

d’ou Z(f) = Z(g) = UiGJ + fi), ce qui prouve le r&ultat voulu. Q.E.D. 

3.24 Espaces l p 

On se propose d’etudier les espaces l p ; ce sont des espaces de Banach dont on peut 
donner une description concrete du dual et il est possible d’expliciter les notions 
de convergence faible, de compacite forte ou faible. A ce titre, ce sont done des 
exemples interessants ; en outre, on retrouvera ces espaces sous une forme plus 
generale dans la theorie de Tintegration. 

On se donne un espace de Banach E et un ensemble I. Rappelons d’abord 
que l°°(I;E) designe l’espace de toutes les applications bornees de I dans E , 
e’est-a-dire 1’espace de toutes les families x = (xi)i^i d’elements de E telles que 
||a;||oo = sup iGJ ||xi|| soit fini ; muni de la norme ||#||oo, l°°(I;E) est un espace 
de Banach. 

Si p est un nombre r£el tel que 1 <p<ooetsix = ( Xi ) i& j est une famille 
quelconque d’^lements de E , on pose 

(3.24.1) II® ||p = (£ ||®,r) 1/P G [0, +oo] 

iGl 

et on note l p (I\E) Tensemble de toutes les families x = (xi)i e i telles que ||a;||p 
soit fini. Lorsque p = 1, Z 1 (/;£') est done simplement Tensemble des families 
absolument sommables de E. Demontrons d’abord que ces espaces l p (I; E) sont 
des sous-espaces vectoriels de l’espace vectoriel J(J; E) de toute les applications 
de I dans E ; ceci est immediat pour p = 1 . Lorsque p est > 1 , notons q le nombre 
reel defini par 

(3.24.2) - + - = 1, 

P Q 

ce nombre q € ]1, oo[ est appete 1’ indice conjugue de p. Nous utiliserons alors le 
Lemme 3.24.1 Soient p > 1, q f indice conjugue de p et soient a et b deux 
nombres reels > 0, alors 

a p b q 

(3.24.3) ab < 1 . 

p q 
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Preiive La fonction exponentielle etant convexe, on a 

e tx+(i-t) y < te x + (i _ t)e y pour tout x, y e R et 0 < t < 1, 

et l’indgalite cherchde s’obtient en prenant x et y tel que e x = a p , e y = b g et 
t = l/p,l-t = 1/q. _ Q.E.D. 

Adoptons les regies de calcul suivantes dans R+ 

{ x x (+oo) = (+oo) xx = +oo si 0 < x < +oo, 

0 x (+oo) = (+oo) x 0 = 0. 

On a alors le 


Corollaire 3.24.2 Soient (a*)^/ et deux families de nombres positifs, on 

a 

(3.24.5) y^ ajbj < f af) (inegalite de Holder). 

iel iel iel 

et l * inegalite de Minkowski 

0.24.6) < (E“f) 1/,,+ (£*r) 

iel iel iel 

Preuve 1. Wrifions l’indgalit£ de Holder. Posons 


i/p 


\iei 


Kiel 


vu les regies de calcul dans M+, on peut supposer ces quantity A et B finies et 
non nulles. D’apr&s le principe du prolongement des identites, il suffit de verifier 
l’indgalite lorsque I est fini. Utilisons Pin^galite (3.24.3) en prenant a = ai/A et 
b = bi/B ; on obtient 

ajbj < 1 a? 1 bj 
AB ~ p A? + q B<i 

et en sommant sur i 

2_.^ibi 

AB ~ p + q ’ 
ce qui prouve 1’ inegalite voulue. 

2. De meme pour l’inegalite de Minkowski, on peut supposer I fini ; on a 
(cii + bi) p = ai(a,i + bi) p 1 + bi(di + 
et d’apres l’inegalite de Holder 

iei iel 

+(DrrG>+*.>*~ , r. 

iei iei 


iei 
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etant donne que q(p - 1) = p, on en deduit 

»«.+<-,)» s ((E“r)‘ /P + (E^) 1/ ')(E(«. +‘.)') Va . 

iei iei iei iei 

ce qui permet de conclure vu que 1 — 1/q = 1/p. Q.E.D. 

Note Lorsque p = q = 2, l’indgalitd de Holder s’appelle l’inegalite de Cauchy- 
Schwarz. 

Six = (xi)i£i et y = (yi)izi sont deux families d’^lements d’un espace de 
Banach, Tin^galite de Minkowski prouve que dans M+ 

(3.24.7) ll* + l/||p<INIp + ll»ll P ; 
on a d’ autre part, pour tout A G K, 

(3.24.8) ||A*||p = |A| ||*|| p . 

Ces formules montrent que, pour tout p > 1, Z P (J; E) est un sous-espace vec- 
toriel de jF(J; E) et que ||#|| p est une norme sur l p (I\ E). 

Proposition 3.24.3 Pour tout p G [1, oo], V espace l p (I ; E) est un espace de Ba- 
nach. 

Preuve Le r&ultat etant acquis pour 1’espace Z°°(J; E ), on peut supposer p fini. 
Soit ( x n ) une suite de Cauchy dans Tespace l p (I\E) ; ecrivons x n = (a^n) et 
soit e > 0, il existe un entier n tel que, pour l > n et m > n, \\xi - x m \\ p < e. Vu 
que || Xi t i - Xi yTn || < || xi - x m \\ p , pour tout i la suite {x^ n ) est de Cauchy dans 
E ; l’espace E etant complet, elle est done convergente ; notons Xi sa limite. Pour 
toute partie finie J de/, on a \\x iy i - x^mW 9 ) 1 ^ < erpourZ > netm > n, 

d’ou en faisant tendre m vers l’infini, \\xi,i - Xi\\ p ) l ^ p < e et, ceci etant 

vrai pour toute partie finie J, on en deduit que || xi — x\\ p < e pour l > n. Ceci 
prouve que xi - x appartient a l p (I ; E ), done x appartient a l p {I\ E) et la suite 
( x n ) converge vers x dans l p {I\ E ), qui est done complet. Q.E.D. 

L’inegalite de Holder se generalise de la fa$on suivante. 

Proposition 3.24.4 Soient p, g, r trois nombres reels de I’intervalle [1, +oo] tels 
que 1 Ip + l/q = 1 jr en convenant que l/oo = 0 et 1/0 = oo et soient 
a = (a>i)iei> b = (bi)i£i deux families de nombres reels ou complexes , on a 
alors dans M+ 

(3.24.9) ||oft|| r < ||a|| p \\b\\ q oil ab = ( a<6i) <€ / . 

Preuve Lorsque l’un des nombres p, q , r est infini, cette inegalite est immediate a 
verifier. En effet, lorsque p = q = r = oo, elle s’ecrit 

sup |a<6*| < sup \ai\ sup |bi| 

i£l iei iei 

et lorsque q = oo, p = r G [1, +oo[, elle s’ecrit 

/P ^ (5Z W p ) /P x su pN- 

»€/ i€/ ie/ 
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On peut done supposer les nombres p, q , r finis ; posons p' = p/r et q' = q/r , on 
a alors 1/p' + l/q* = 1 ; ecrivons l’indgalite de Holder pour les families (|ai| r ) et 

(N r ) 

£ ^ (E w rp ') w (E for ') 1/9 ' 

i€l iel iel 

et on obtient le resultat voulu en dlevant cette indgalite a la puissance 1/r. Q.E.D. 

Considdrons alors des espaces de Banach E, F et G et une application bili- 
neaire et continue notee multiplicativement ( x , y) \-> xy de E x F dans G que 
nous supposerons de norme < 1. Si ( Xi)i e i et (yi)iei sont des families d’ele- 
ments de E et F respectivement, on definit une famille d’dlements de G en posant 
xy = ( %iyi)iei et d’apres l’indgalitd de Holder (3.24.9) on a alors dans R+ 

(3.24.10) ||xy|| r < ||x|| p ||y|| 9 oil 1/p + 1/q = 1/r. 

Si x appartient a l p (I; E) et y a l q (I; F), cette inegalitd prouve que xy appar- 
dent a l r (I\G) et que l 9 application bilindaire (x,p) »->> xy de 

l p (I\ E) x l q (l\ F) dans l r (I; G) est continue de norme < 1. 

Exercice 3.24.1 Soient E> FetG des espaces de Banach, ( x y y) xy une application bilindaire 
continue de E x F dans G non identiquement nulle, 1 < p, q, r < oo tels que 1/r = 1/p + 1/q, / 
un ensemble infini. Montrer qu’il existe ( x , y) E l p (I\ E) x l q (I\ F) tel que xy & l 8 (I; G) quel que 
soit s <r. 

Exercice 3.24.2 Soient 1 < p,q,r < oo tels que 1/r = 1/p + 1/q et y = (yi)i^i une famille 
d’dldments de K, on suppose que, quel que soit x = (xi)i^j 6 l p (I\ K), la famille xy = (xiyi)i^j 
appartient a Z r (/;K). 

1. En utilisant le thdordme du graphe fermd, montrer que l’application lindaire x ^ xy de l p dans 
l r est continue. 

2. En ddduire que y appartient & l q (/; K). 

Exercice 3.24.3 Theoreme de Schur-Mertens On considdre l’espace vectoriel E des suites rdelles 
telles que la sdrie E)J^Lo Xn converge, espace de Banach pour la norme (exercice 3.19.1) 



1. Montrer que les formes lindaires p n : x = ( x n ) E E x n E M sont continues. 

Etant donnd deux suites rdelles x = (# n ), y = ( y n )> on ddfinit une suite z = x * y en posant 
z n = E?=o x jVn-j • On suppose donnde une suite y = (y n ) possddant la propridtd suivante 

x E E ==> x*y e E. 

2. Montrer que l’application lindaire xE£?Hx*j/6^est continue [utiliser le thdordme du 
graphe fermd]. 

3. En ddduire qu’il existe une constante c > 0 telle que 

||rr * y\\ < c\\x\\ pour tout a; E E , 
puis que y appartient & l’espace l 1 2 3 . 

Exercice 3.24.4 Etant donnd deux suites rdelles x = (x n ), y = (y n ), on ddfinit une suite z = x*y 
en posant z n = o x jVn-j • Soient 1 < p, q < oo tels que 1/p + 1/q = 1. 
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1. Si x 6 l p , y 6 l q , montrer que z = x*y appartient h l°° et que l’application bilindaire 

(x,y) e l p X l q x * y € l°° 

est continue. 

2. Soit y = ( y n ) une suite r€elle telle que x * y appartienne h l°° pour tout x E l p . 

a. Montrer que 1’ application lindaire x E l p »->- x ★ y E Z°° est continue [utiliser le thdor&me 
du graphe ferm 6]. 

b. En ddduire une constante c > 0 telle que 

n 

x jy n -j | < c \\x\\ p pour tout entier n et tout x E l p , 

j=o 

puis que y appartient a l’espace l q . 

En particulier, si E est un espace de Banach, prenons F = E\ G = K et pour 
application bilineaire le crochet de dualite < x',x >= x'(x), x E E> x f E E’. 
Soient p £ [1, oo], q l’indice conjugue de p ; si x = (x*)^/ appartient a Z p (7; E) 
et y = {yi)i£i a l q (I\ E '), la famille ( <y%,Xi >)* e j est sommable ; posons 

u y (x) = ^2<yi,Xi>-, 

i€l 

d’apr&s ce qui precede, la forme bilineaire (x, y) i-» u y (x) sur l p (I ; E) x l q (I\ E') 
est continue de norme < 1 : \u y (x)\ < ||x|| p ||y|| 9 . II en resulte que r application 
u y : x u y (x) est une forme lineaire continue sur l p (I;E) de norme < \\y\\ q . 
On en deduit que P application u : y i->- u y est une application lineaire et continue 
definie sur l q (I; E f ) et a valeurs dans le dual (/ p (7; E))' dont la norme est < 1 ; 
nous allons demontrer que cette application est une isometrie lorsque 1 < p < oo. 

Theoreme 3.24.5 Soit 1 < p < oo, pour toute forme lineaire et continue T sur 
respace l p (I\E), il existe un unique element = y = (Vi)i€i appartenant a 
V espace l q (I\ E') tel que 

Tx = ^2<y iy xi> pour tout x = (xi) i£ i E Z p (7; E ) ; 

iE/ 

en outre, ||T|| = ||j/|| g : Vapplication lineaire $ : T est une isometrie du 

dual de V espace l p (l\ E) sur V espace l q (I\ E f ). 

Preuve 1. Demontrons d’abord que, s’il existe un y = (yi)i^i £ l q {I\E') tel que 
Tx = > pour tout x = (xi)i^i £ Z p (7; E ), alors cet y est unique. 

Soit % £ 7, notons pi : E -» Z p (7; E) P application lineaire definie comme suit : 
<Pi(x) = (xj)j£i ou Xj = 0 lorsque j ^ i et x* = x. Cette application lineaire est 
continue vu que ||^(x)|| p = ||x||. On a alors T(ipi(x)) =< y^x >, c’est-a-dire 
yi = T o <pi ; ceci prouve Punicite de y. Remarquons ensuite que y i = Toip i est 
une forme lineaire et continue sur E : yi est bien un element de E f . II s’agit alors 
de demontrer que y = (yi) i£l appartient a l q (I\ E l ), que Tx = £\ €/ < y u x< > 
et que ||T|| = || 2 /|| g : ceci prouvera le theoreme. 

2. Montrons d’abord que, pour tout x = ( Xi) ie j appartenant a l’espace Z p (7; E ), 
la famille (ipi{xi)) ieI est sommable et de somme x. Soit e > 0, il existe une partie 
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finie Jo de I telle que (^ € /_j 0 ||^i|| p ) 1//p < £. Pour toute partie finie J conte- 
nant Jo, on a alors 

iix-e^)Hp = (E ini p ) 1/p < ( E imi p ) 1/p <« 

i€J i£l—J iGl—Jo 

et ceci prouve le r^sultat voulu. On en d&iuit que la famille ( T(cpi(xi)))iei est 
sommable dans K et de somme Tx, soit Tx = J2 ieI 

3. Montrons que y appartient a l q (I ; E') et que \\y\\ q < ||T||, ce qui prouvera 
l*6galit6, l’inegalitd opposee etant d£ja d^montree. 

Lorsquep = 1, on a ||?/;|| < imi iNi = imi ; ceci prouve que y appartient a 
respace/°°(J; E') etque ||y||oo = sup ie/ ||j/i|| < ||T||. 

Lorsque 1 < p < oo, prenons x de la forme x = YlieJ a i L Pi{ x i) °u J est une 
partie finie de J, x» € E et ||x* || = 1, a* = 6*| < y it x» > | 9-1 et 6* € K, |6*| = 1 
tel que bi < y x* >= | < y^x* > |. On a alors 

Tx = E a » < yi’ x i >= E l < > I 9 

ieJ i€J 

et, vu que p(q — 1) = q, 

Np = (E l<yi.^>l 9 ) 1/P > 

J 

d’apres l’in£galit£ \Tx\ < ||T|| ||x|| p et 1 - 1/p = 1/q, on en d&iuitque 



et, en prenant la borne superieure sur les Xi de norme 1, (Y^iej \\yi\\ q ) ^ < ll^ll J 
ceci £tant vrai pour toute partie finie J, on en d^duit le resultat voulu. Q.E.D. 
Note En prenant pour I un ensemble fini et E = K, on en deduit ceci : munissons 
K n de la norme ||x|| p = \ x i\ p )^ p * 1 < P < oo et soit T une forme lin^aire 

sur K n ; T peut s’^crire 

n 

Tx = a i X i °U a = (fy) £ K n , 

i= 1 

alors ||T|| = ||a|| g , c’est-a-dire 

n 

||r|| = sup |o<|sip = let ||T|| = (El a *l 9 ) 1/9 si 1 <p< oo- 

Ki<n “i 

— — l=L 

Corollaire 3.24.6 Soit 1 < p < oo, si Vespace de Banach E est reflexif, I’espace 
l p (I ; E) est reflexif. 

Preuve II s’agit de d^montrer que l’injection canonique de l p (I\E) dans son 
bidual est surjective. Utilisons 1’isometrie u : l q (I]E') -> ( l p (I\E)Y ; 
soit T e (l p (T ) E)) ,, y c’est-a-dire une forme lineaire et continue sur l’espace 
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(l p (I\ E)) f ; alors T o u est une forme lineaire et continue sur l q (I; E f ). D’apres 
le theoreme precedent, il existe 2 = ( 2 *)^/ € Z p (7; E") tel que 

(T o u)(y) =^2< Zi,yi >(e",E') 
i€l 

pour tout y = (j/i)*€/ G l q {I\E'). L’espace E etant reflex if, il existe des 
Xi G E tels que ||x*|| = ||zi|| et < Zi,y t >(E",E’)=< Di,Xi >(E',E) ! on a alors 
x = G m E) et (T o u){y) = £ iG/ < Vu >* autrement dit 

<T,w(t/)>(( Z/ >)// ) (/p) , )= < u(y),a; > ((/p) , ) ^) 

et, u etant surjective, ceci prouve que l’espace l p (I\ E) est reflexif. Q.E.D. 

Lorsque p = 1 ou p = 00 , l’espace l p (I ; E) n’est pas reflexif si I est infini et 
E ± {0}. Ceci resulte de la proposition suivante. 

Proposition 3.24.7 Les espaces l p (I\ K) sont separables si I est denombrable et 
1 < p < 00 ; respace l°°(I ; K) n’est pas separable si I est infini 
Preuve 1. Posons e J = (S{) ie j ou Sj = 0 si i ^ j et <Jj = 1. Soit 
x = ( Xi ) G l p (I;K) ; au cours de la demonstration du th£or£me 3.24.5, on a 
verifie que la suite (<pi(xi)) est sommable et de somme x ; etant donne que 
<Pi(xi) = ceci montre que la famille denombrable (e l ) est totale dans l p (I; K) 
qui est done separable. 

2. Montrons que l’espace l°°(I;K) n’est pas separable si I est infini. Raison- 
nons par l’absurde, supposons qu’il existe une suite ( x n ) dense dans Z°°(/;K). Si 
A est une partie de /, notons la fonction caracteristique de A ; cette fonction 
appartenant a Z°°(J; K), il existe un entier n = n(A) tel que \\x n - Halloo < 1/2. 
Montrons que l’application A i-» n(A) de 7(1) dans N est injective (ce qui est 
evidemment absurde si I est infini). Supposons n(A) = n(B) = n, alors 

\\x n ~ 1a||oo < 1/2 ct \\x n — 1b||oo < 1/2, 

d’oh || 1a - 1b||oo < 1 et par consequent HU^ - l^Hoo = 0, d’ou A = B cequi 
prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Corollaire 3.24.8 Si I est infini et si E n ’est pas riduit a {0}, les espaces l l (/; E) 
et l°°(I ; E) ne sont pas riflexifs. 

Preuve 1. Montrons d’abord que l’espace Z 1 (7; K) n’est pas reflexif lorsque I est 
infini denombrable. Raisonnons par l’absurde, si cet espace etait reflexif, son bi- 
dual serait separable ; d’apres le theoreme 3.24.5, il existe une isometrie de ce 
bidual sur le dual de l’espace Z°°(J; K) qui serait done separable d’apres la propo- 
sition 3.17.10. Ceci est en contradiction avec la proposition 3.24.7. 

2. Si I est infini, il existe une partie infinie denombrable Del ; etant donne 
a G E, a ^ 0, conskterons le sous-espace de l l (I;E) constitue des 
x = ( Xi ) de la forme Xi = ayi oh yi G K et y* = 0 si i G / - D ; on 
verifie aisement que ce sous-espace est ferme et qu’il est isomorphe a 1’ espace 
l l (D;K) ; ce sous-espace n’est done pas reflexif. D’apr&s la proposition 3.17.8, 
l’espace Z 1 (7; E) ne saurait etre reflexif. 
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3. L’espace l°°(D;K) n’est pas reflexif d’apres le corollaire 3.17.9 ; en rai- 
sonnant comme ci-dessus on en deduit que l’espace l°°(I;E) n’est pas reflexif. 

Q.E.D. 

Exercice 3.24.5 Etant donn 6 un ensemble I et un espace de Banach E, on considfcre l’espace de 
Banach co(/; E) (exercice 3.9.6). 

1. En reprenant la mdthode utilisde pour ddmontrer le thdor&me 3.24.5, montrer qu’il existe une 
isometrie lindaire du dual de cet espace sur 1’ espace l 1 (/; E'). 

2. Montrer que l’espace cq(I\ E) n’est pas rdflexif si I est infini et E ^ {0}. 

Exercice 3.24.6 On considdre sur l’espace l p = l p ( N; K), 1 < p < oo, l’opdrateur T : l p l p 
ddfini par 

Ax = (Az n +1 )nGN si X = (z n )nGN OU A G K, |A| > 1. 

Verifier que cet opdrateur est hypercyclique (exercice 3.4.4). 

Considerons en particulier 1’espace l°°(I) = Z°°(7;K) ; pour tout 

y = ( y i ) e l 1 (I) = l l (I ;K), l’application u y : x est une f° rme 

lineaire continue sur l°°(I) ; si 7 est infini, l’espace l°°(I) n’est pas rdflexif et l’ap- 
plication u : l 1 (I) -> (l°°(I)Y ne peut etre surjective. II existe done des formes 
lineaires continues sur Z°°(7) qui ne sont pas de la forme u y ; une description 
concrete du dual de l’espace Z°°(7) utilisera le lemme suivant. 

Lemme 3.24.9 Dans l* espace Z°°(7), l y ensemble des fonctions caracteristiques 
0U)a€1P(/) est total. 

Preuve Soit x € Z°°(7) et soit e > 0, il existe une partition finie (7 ?a)aga 
disque {t e K; |f| < Halloo} par des ensembles dont le diam&tre est < e. Posons 
A\ = x~ 1 (B\) i on obtient ainsi une partition finie de 7 ; prenons un point i\ dans 
chaque A\ non vide et posons x £ = x i\^A x : on a alors \\ x — x e\\oo < £> 

ce qui prouve le resultat voulu. Q.E.D. 

Une forme lineaire et continue T sur l°°(I) est alors ddterminde lorsqu’on 
connait ses valeurs aux points ou A d^crit l’ensemble des parties de 7 ; autre- 
ment dit, l’application 

(3.24.11) $:Tg (l°°(I)y ^ K) ou Q T (A) = T(1 A ), 

est injective ; decrivons 1’ image de cette application. 

Notons E l’ensemble de toutes les applications ip e 9 r (?(7); K) vdrifiant 

(3 24 12) = + pour tout A, B G T(7) tel que 

et 

{ ||(^|| = sup X^aga \v(Ax)\ est fini, ou la borne supdrieure 
est prise sur l’ensemble de toutes les families finies (A\) 
de parties de 7 disjointes deux a deux. 

II est clair que E est un sous-espace vectoriel de 3 r (CP(7); K) et que ip ||<^|| est 
une norme sur cet espace. On a alors le 

Theoreme 3.24.10 V application lineaire une isometrie du dual 

de V espace l°°(I) sur V espace E. 
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Preuve 1. Verifions d’abord que appartient a l’espace E. Si A et B sont deux 
parties disjointes de I, on a Uaub = 1a + 1 b> d’oii 

$ t {AuB) = T(1 aoB ) = T(1 a + 1 b ) =T(1a) + ^(1b) = *t(A) + $ t (B), 
ce qui prouve (3.24.12). Verifions (3.24.13). II existe ax e K de module 1 tel que 

|T(1aJ| = o a T(1ax), 

d’oii \$t(A x )\ = a x T( l Ax ) et Ea€aI $ t(^a)| = ^Eaga^a*) ; on en 
deduit que 

||$ T ||=supT(^a A lAx) <imi 
aga 

vu que || £a<ea a A %a x ||oo < 1. Ceci prouve que ||$t|| est fini, done $ T appartient 
a l’espace E et de plus ||$>t|| < ||T||. 

2. Demontrons ensuite que l’application $ est surjective. Soit <p € E> construi- 
sons d’abord une forme lineaire S sur l’espace vectoriel A engendr^ par l’en- 
semble des fonctions 1,4, A decrivant 7(1), telle que = <p(A). Pour effec- 

tuer cette construction, on remarque que tout x £ A peut s’^crire 

* = 2 aAl ^ 

AgA 

o ix (Aa)aga est une partition finie de I. Cette 6criture n’est pas unique, mais on 
peut cependant definir une application S en posant 

Sx = ^a A y>(4\). 
aga 

En effet, soit x = ^ €Af 6^1^ une autre dcriture de x verifiant les memes condi- 
tions ; alors ( A\ fl B^)^m est une partition finie de A \ , d’ob 

v(A\) = V( A \ n B n) 

/xGM 

d’apres (3.24.12) et de meme 

<P(B m) = V( A X n B v) 5 

AGA 

on a d* autre part a\ = si A \ fl B ^ est non vide. En tenant compte du fait que 
<p(0) = 0 d’apres (3.24.12), on en deduit que 

^2 ax<p(Ax) = ^2 ax<p{Ax nB M ) = ^ b^Ax nB^) = ^2 b n.<f( B n.) 

A A,/it A ,/x M 

et ceci prouve le resultat annonce. 

Verifions ensuite que S est une forme lineaire sur A. II est clair que 

S(Xx) = A* Sx. 

Par ailleurs, si x et y sont deux points de A, on peut trouver une partition finie (40 
de J telle que x = E\<ia1a a ety = £a bx^A x , d’oii x + y = Ea^a + ^a) 1 ^ 
et par consequent 

S(x + y) = £>a + bxW(Ax) = £ a A <p(A x ) + £ bx<p(A x ) = Sx + Sy, 

A A A 
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ce qui prouve la lin^arite de S. 

Montrons enfin que S est une forme lindaire et continue sur A. D’apr&s la 
definition de S, on a | Sx\ < Ea I°a| k(^A>| < max A Kl X Ea l¥>(4\)| et, vu 
que Halloo = maxA |<za |» ceci prouve que |5x| < ||<£|| ||a;||oo- La forme lindaire S 
est done continue et de norme < ||<p||. Elle se prolonge done en une forme lineaire 
et continue T sur l°°(I) de norme < \\(p\\ ; etant donn£ que 

T(U) = S(1 A ) = <p(A ), 

ceci prouve que <p = $ T e t les diverses inegalitds demontr&s prouvent que 
ll*r|| = ||T||. Q.E.D. 

L’espace E , isomorphe au dual de l’espace Z°°, est un espace de Banach. Un 
element <p de cet espace est une fonction d’ensemble ; on exprime la propri&e 
(3.24.12) en disant que cette fonction est additive, la propriety (3.24.13) en disant 
qu’elle est a variation bornee. On retrouvera ces notions en th^orie de la mesure. 

Soit y = ( yi ) € l 1 (I) et soit u y (x ) = Yli x iVi forme lineaire et continue 
associee a y ; on a alors $ Uy {A) = J2 ieA Vi et l’application y i-> $ Uy est une 
isometrie de l 1 (I) sur un sous-espace ferme (car Z 1 est complet) de l’espace de 
Banach E et ce sous-espace est distinct de E. 

Etudions les parties fortement compactes des espaces l p . Nous noterons 
Pi : l p (I\E) — > E l’application definie par Pi(x) = Xi si x = ( Xi ) ; cette ap- 
plication est evidemment lineaire et continue. Lorsque p est fini, on a alors le 
Theoreme 3.24.11 Une partie A de l p (I\ E), 1 < p < oo, est relativement com - 
pacte si, et seulement si, 

(3.24. 14) pour tout iG/, Pi(A) est relativement compact dans E 
et 

(3.24.15) (Ve > 0 )(3J 0 G J(/))(Vx e A)( ( £ IWI P ) 1/?> < «)• 

iEl—Jo 

Preuve 1. Supposons A relativement compact. La propriete (3.24.14) resulte de la 
continuity de p*. Ecrivons ensuite que A est pr^compact. II existe une partie finie 
M de l p telle que A C \J vG m B'iV'i € ) et » M etant fini, il existe une partie finie Jo 
de I telle que (^ e/ _ J() \\yi\\ p ) l ^ p < e pour tout y = ( yi ) € M. Pour tout x G A, 
il existe y £ M tel que \\x — y\\ p < e , d’ou 

( E E N-».ir)‘"+( E h<r)' h <* 

i£l—Jo i€l—Jo iGl—Jo 

ce qui prouve (3.24.15). 

2. R&iproquement, les proprietes (3.24.14) et (3.24.15) etant v£rifi£es, mon- 
trons que A est precompact. Soit x, y £ A, on a 

(3.24.16) ||x - y\\ p < 2e + ||x* - 3 /i|| p ) /P . 

iG«/o 

Consid^rons alors l’application pj 0 : {xi) i£ j »-> ( Xi)i e j 0 de l p (I;E) dans E J ° ; 
Pj 0 (j 4) est pr^compact dans cet espace produit E Jo d’apres (3.24. 14) ; £tant donn£ 
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que la topologie produit sur E Jl) peut etre definie par la norme (%2 ieJo \\^i\\ p ) l ^ p * 
il existe une partie finie M de A telle que pj 0 (A) C \J yeM B’fae). Pour tout 
x G A y il existe done y € M tel que 

( \\*i -j/*ii p ) /p < 

i£Jo 

d’oh ||x - y\\ p < Se d’apres (3.24.16) et ceci prouve que A C \J v£ m -® 7 (2/; <te) ; 
A est done precompact. Q.E.D. 

Pour Tespace Z°°(J; IK) (on se limite ici au cas ou E = IK), on a 


Theoreme 3.24.12 Une partie A de /°°(7;K) est relativement compacte si, et 
seulement si, les proprietes suivantes sont verifiees. 


(3.24. 1 7) A est une partie bornee, 

24 18 ) / P our tout £ > M existe une partition finie (I\) de I telle que 
' \diam /(7a) < £ pour tout f G A et tout A. 


Preuve 1. Si A est relativement compact, A est borne. D’autre part, soit G le 
sous-espace vectoriel engendre par l’ensemble des fonctions caracteristiques 
(Uj)j G 'j>(/) ; ce sous-espace est partout dense (lemme 3.24.9). L’ensemble de 
toutes les boules ouvertes (B(g;e)) g ^G est un recouvrement ouvert du compact 
A ; il existe done une partie finie Go de G tel que A c £(#; e) et, Go etant 

fini, il existe une partition finie (7 a) de 7 telle que tout g G Go soit une combinai- 
son lindaire des U/ A , soit g = a\^i x , a\ }9 £ K. Alors, pour tout / £ A, il 
existe g £ G 0 tel que ||/ - g ||oo < £, d’ou /(7a) C B'(a \, g ;£) et par consequent 
diam /(7a) < 2e , ce qui prouve (3.24.18). 

2. Reciproquement, les proprietes (3.24.17) et (3.24.18) etant verifiees, mon- 
trons que A est precompact. Posons r = supf €A ||/||oo et soit (Bj)j e j une parti- 
tion finie du disque {t £ IK ; |£| < r} par des ensembles dont le diam&tre est < € ; 
prenons un point a g dans chacun de ces ensembles B g . Soit f £ A, le diam&tre 
de /(7a) etant < e , il existe j\ £ J tel que /(7a) C B'(a,j x ; 2e) y e’est-a-dire 
\\f - ^ jx t Ix \\ioo (Ix) < 2e, d’ou 


ii/ y^Mioo — ^ e • 

A 

Ceci montre que l’ensemble fini des boules fermees de rayon 2e de centre 
7 a € est un recouvrement de A , ce qui prouve que A est pre- 
compact. Q.E.D. 

Etudions ensuite la topologie affaiblie des espaces l p (I; IK) et examinons d’a- 
bord ce que sont les suites faiblement convergentes dans ces espaces. 

Rappelons que Pi : Z P (7;K) -» IK designe la forme lineaire et continue 
x = ( Xi ) i-> Xi. Lorsque 1 < p < oo, on peut apporter la precision suivante 
au theoreme 3.24.5. 


Proposition 3.24.13 Soient 1 < p < oo, q 1’ indice conjugue de p, 

V = ( y-i)iei £ / 9 (7;K) et T la forme lineaire et continue sur l p (I;K) associee 
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a y, c’est-a-dire Tx = Yliei x iV% • Mors, lafamille {yiPi)iei est sommable et de 
somme T dans I’espace (l p (I; K))'. 

Preuve Soit J une partie finie de I, on a alors 

i€«7 i€J ieJ ieJ 

< m p (£n *) 1/9 

i£j 

et ceci prouve que HEieJ^II ^ (EieJ \Vi\ q ) 1/q - ^tant donne e > 0, on 
peut trouver une partie finie J 0 de I tel que (E* e j M 9 ) 1 ^ < e P our tout 
J CZ-Jo.Il en resulte que || E* € j ViViW - £ P our toute partie finie J C I -Jo, 
ce qui signifie que la famille (yiPi) v^rifie le critere de Cauchy dans l’espace de 
Banach ( l p (I\K)Y ; cette famille est done sommable dans cet espace. Notons S 
sa somme ; pour tout x £ l p , l’application x 7 i-> x'(x) 6tant une forme lin^aire 
continue sur ( l p )\ la famille (xiyi) est sommable et de somme Sx 9 d’ou S = T. 

Q.E.D. 

Corollaire 3.24.14 Soit 1 < p < 00, V ensemble des formes lineaires ( Pi)iei est 
un ensemble total dans ( l p (I\ K))'. 

Note On observera que ce corollaire est faux lorsque p = 1 et I infini d^nombrable, 
l’espace Z°°(J; K) n’etant pas separable (proposition 3.24.7). 

Vu la proposition 3.16.1 1, on en deduit la 
Proposition 3.24.15 Une suite bornee (x n ) de Vespace l p (I;K), 1 < p < 00, 
converge faiblement vers x si, et seulement si, en posant x n = {x U) i)i^i et 
x = la suite ( x n j) converge vers Xi pour tout i £ I. 

Corollaire 3.24.16 Soient 1 < p < 00 et I un ensemble denombrable, alors sur 
toute partie bornee de l p (I ; K), la topologie ajfaiblie coincide avec la topologie 
de la convergence simple. 

Preuve Soit B une partie bornee de l p ; d’apres la proposition 3.17.6, le th^orfcme 
3.24.5 et la proposition 3.24.7, la topologie affaiblie induit sur B une topologie 
m^trisable. Quant h la topologie de la convergence simple sur J; K), elle est m6- 
trisable d’aprfcs le corollaire 2.22.3. La proposition precedente permet de conclure. 

Q.E.D. 

Exercice 3.24.7 Soit ( x n ), x n = ( x nt i) ie j t une suite de l’espace 1 < p < 00 , si la 

suite (x n ) converge faiblement vers x et si la suite (||®n||p) converge vers ||a?|| p , montrer que la suite 
( x n ) converge fortement vers x [noter que pour toute partie finie J de I , la suite j \ x n,i\ p ) 

converge vers ^2 ieI _j M?]. 

Comme cela a 6t6 indique ci-dessus, les memes raisonnements ne peuvent pas 
etre faits pour l’espace l 1 et on a le theor&me suivant. 

Theoreme 3.24.17 Une suite de l 1 (/; K) converge faiblement vers x si, et seule- 
ment si, elle converge fortement vers x. 
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Ce resultat est evidemment tres surprenant ; on se gardera bien de croire que la to- 
pologie affaiblie coincide avec la topologie initiale. On peut en effet demontrer que 
sur un espace norme de dimension infinie la topologie affaiblie est non nitrisable 
(exercice 3.15.2), done strictement moins fine que la topologie initiale. 

La demonstration de ce theor&me est difficile ; bien entendu, on peut supposer 
x = 0. Le theoreme isulte du 


Lemme 3.24.18 Soit (x n ) une suite de l 1 (I; K) qui converge faiblement vers 0, 
alors 


(3.24.19) 


f (Ve > 0)(3 J £ 3 r (/))(3 n 0 G N) 

\ (Vn G N)(n > n 0 =>■ E ie/ _j \x n ,i\ < e) 


Indiquons de suite comment on en deduit le theorfcme. 
Preuve du theoreme 3.24.17 Grace au lemme, on a 


IMIi <^|x n>i | + epourn>n 0 

■iej 


et la suite ( x n ) convergeant faiblement vers 0, la suite (x n>i ) converge vers 0 pour 
tout i ; J etant fini, la suite (Yliej \ x n,i\) converge done vers 0 et ceci montre que 
ll^nlli < pour n suffisamment grand, ce qui permet de conclure. Q.E.D. 
Preuve du lemme 3.24.18 On raisonne par l’absurde. On suppose done que 


(3.24.20) 


f (3e > 0)(VJ G y(/))(Vm G N) 

\ (3n € N)(n > m et E ie/ _ J l x n,i| ^ 3e )- 

et on va construire une sous-suite (x nfc ) et une suite (Ik) de parties finies de I 
disjointes deux a deux telles que pour tout k 


(3.24.21) Yi ^ 2e ’ 

i€lk 


(3.24.22) Y l*n.,i|<£- 

iei-h 

On effectue cette construction par recurrence. Dans (3.24.20), prenons 
J = 0 et m = 0, il existe alors un entier no tel que \x no ,i\ > 3e ; x no 
appartenant a Z 1 , il existe une partie finie Jo telle que Y^iei-i 0 \ x no,i\ < d’ou 
l x n 0l <| > 2e. Les propriety (3.24.21) et (3.24.22) sont alors bien ve- 
rifies pour k = 0. Supposons ces proprietes verifies lorsque 0 < l < k. 
Posons Jk = Uto^ » J'ife etant fini, Y^i£j k \ x n,i\ ^nd vers 0 quand n tend 
vers l’infini ; il existe done n k tel que Y^iej k \ x n t i\ < £/2 pour n > n*.. Dans 
(3.24.20), prenons J = Jk et m = max(nfc, n' k ) ; il existe un entier rik+i > m tel 
que Y^iei-J k \ x nk+ui\ > 3e et, x nk+1 appartenant a Z 1 , une partie finie 
4+1 C I - J k telle que E i6 /_ j„ul k+1 l*»*+i.<l ^ £ / 2 - d ’°f 

Y l*n fc+1 ,i| < £ et Y \ x n k+ ui\ >&- e/2 > 2e, 

i€l — Ik + 1 i€lk+i 

ce qui acheve la construction. 
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On ddfinit alors un point y = (t/i) de l’espace /°°(/; K) comme suit :yi = 0 si 
i & Ufc Ik et pour i e Ik on choisit iji de module 1 tel que x nkii yi = |x nfc ,<|. D en 
r&ulte que 

I ^ x n k ,iVi\ > “ X) - £ ’ 

i€l ielk iel-Ik 

Ceci montre que la sous-suite (x n/c ) ne converge pas faiblement vers 0, ce qui est 
contradictoire avec l’hypothese initiale. Q.E.D. 

Note La methode utilisde dans cette demonstration est appelee la m&hode de la 
bosse glissante. 

Corollaire 3.24.19 Soit A une partie de / 1 (/;K), les proprietes suivantes sont 
equivalentes . 

1. A est relativement compact. 

2. A est faiblement relativement compact. 

3. A est faiblement sequentiellement compact. 

Preuve 1 => 2 vaut pour tout espace e.l.c. s6par£. 2 => 3 d’apres le thdoreme 
d’Eberlein 3.17.12 et 3 => 1 d’apres le theoreme que nous venons de d^montrer. 

Q.E.D. 

Comme nous le savions deja, ceci implique que l 1 n’est pas rdflexif si I est 
infini : en effet, si l’espace l 1 (I; K) est reflexif, tout born£ est faiblement s£quen- 
tiellement compact (theoreme 3.17.1 1), done relativement compact d’apres le co- 
rollaire precedent et l’espace doit etre de dimension finie (thdoreme 3.7.4), done I 
doit Stre fini. 

Exercice 3.24.8 Soient I un ensemble, (ay)(tj)€/x/ une famille double de scalaires telle que 

y: \a,ij\ < oo pour tout i e I. 
i€/ 

Etant donnd une famille (yi)iei de scalaires, montrer que le syst&me d’^quations 

(3.24.23) y ^ Q>ij 3'j = yi)'i€l) 

jei 


admet une solution x = G l°°(I* K) telle que ||aj||oo < c si, et seulement si, 


Yl X iVi 

i€J 


jer 


y 1 ^ i a ij 

i€J 


pour toute partie finie J de I et tout A* G K [utiliser l’exercice 3.13.3]. 

Exercice 3.24.9 Soient E un espace de Banach, I un ensemble non vide, 0 < p < 1, si 
x = ( Xi) ie j est une famille d’dldments de E , on pose 

*(*) = e [0,+oo]. 

i 6/ 


1. Montrer que, pour tout a? = y = (yi)i^i et A G K 

t(As) = |A| p *(s) en convenant que 0 x oo = 0, t(x + y) < t(x) + t(y). 
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2. On pose 

l p = l p (I;E) = {x = ( Xi) ie / ; t(x) < oo}. 

Montrer que l p est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel f S(I\ E). 

3. On pose c/(x, y) = t(x — y ), montrer que d est une distance sur l p et que muni de la topologie 
associde k cette distance l p est un e.v.t. 

4. Montrer que Pespace l p est complet. 

5. Soil 0 < p < q < oo, montrer que l p C l q avec une injection canonique continue. Lorsque I 
est infini et E ^ {0}, montrer que la topologie de Pespace l p est strictement plus fine que la topologie 
induite par celle de l q et que les inclusions 

U 1“ C l p c P) 

0 <q<p q>P 

sont strides [utiliser des sdries de terme general n a (log n)^]. 

6. Soit 0 < p < 1, montrer que, pour toute forme lindaire continue T sur l p (I\ E ), il existe un 
unique dldment y = (yi)i^i G Z°°(/; E') tel que 

Tx = ^ < yiyXi > pour tout a; = (xi)i^i E l p (I\E). 
iei 

Montrer que Papplication T »->• y est une bijection lindaire de (l p (I\ E))' sur Z°°(/; E') [reprendre la 
demonstration du thdoreme 3.24.5]. 

Exercice 3.24.10 Suite k decroissance rapide Six = (x n ) n >i est une suite de K et k un entier 
> 0, on pose 

IMIk = sup |n fc a:„| e (0, -t-oo) 

n> 1 

et on dit que la suite x est h ddcroissance rapide si \\x\\k est fini pour tout k. On note s Pensemble des 
suites a ddcroissance rapide. 

1. Montrer que s est un sous-espace vectoriel de Pespace vectoriel et que (IMU) est 

une famille de semi-normes sur s qui ddfinit une structure d’espace de Frdchet. 

On dit qu’une suite y = (y n ) n > l de DC est a croissance lente si 

(3fc € N)(3c > 0 )(Vn > 1)(|?/„| < cn fe ). 

On note om Pespace vectoriel de toutes les suites k croissance lente. 

2. Soient a: G sety G %, montrer que la sdrie x n yn est absolument convergente, que 

Papplication 

oo 

Ty : x xy = ^ x n yn 

n = 1 

est une forme lindaire continue sur s et que Papplication lindaire y m- T y de om dans s' est injective. 

3. On pose e p = (££) n >i E s ok <5£ = 0 si p ^ n et 5% = 1. Si x appartient a s, montrer que la 
suite (a: n e n ) est sommable de somme x. En ddduire que, pour toute forme lindaire continue T E s', 
il existe un unique y E om tel que T = T y : Papplication y T y est done une bijection lindaire de 
om sur s'. 

Exercice 3.24.11 Ddterminer les points extrdmaux (exercice 3. 14. 10) de la boule unitd de Pespace 
l 1 (I] K). 




E - Le theoreme de Stone-Weierstrass 


3.25 Le theoreme de Stone-Weierstrass 

Etant donn£ un espace compact X , on considere l’algebre de Banach C U (X;K) 
des fonctions continues sur X pour la norme de la topologie de la convergence 
uniforme. Une sous-algebre A de cette algebre est un sous-espace vectoriel tel 
que le produit de deux fonctions de A appartienne encore a A. Le theoreme de 
Stone-Weierstrass caracterise les sous-algebres partout denses. Supposons d’abord 
IK = R, on a alors le 

Theoreme 3.25.1 Theoreme de Stone-Weierstrass reel So it X un espace com- 
pact, une sous-algebre A de & U (X\ R) est partout dense si, et seulement si, les 
proprietes suivantes sont verifiees 

(3.25.1) pour tout a £ X, il existe f £ A tel que f(a) ^ 0. 

(3.25.2) pour tout a, b £ X, a ^ b, il existe f £ A tel que f(a) ^ /(&). 

On observera que (3.25. 1) est verifie des que A contient les fonctions constantes. 
Lorsque (3.25.2) est verifie, on dit que A s^pare les points de X. 

Pour demontrer ce theoreme, nous utiliserons les lemmes suivants. 

Lemme 3.25.2 II existe une suite ( P n ) de fonctions polyndmes d'une variable 
reelle t qui converge uniformement sur [-1, 1] vers la fonction |t|. 

Preuve On definit la suite ( P n ) par recurrence en posant Po = 0 et 
p n+1 (t) = p n (t) + ±(t 2 -pZ(t)). 

Montrons par recurrence que cette suite ( P n ) est croissante et que 
0 < P n (t) < |t|. On suppose 0 < P n (t) < \t\, alors 

i^i - p n+1 (t) = (|f| - p n m i - + p n m 

Oii 0 < 1 - |t| < 1 - i(|t| +P n (t)) < 1, d’oii 0 < \t\ - P n+ 1 (t) < \t\ - Pn(t), ce 
qui prouve le resultat annonce. La suite (P n ) converge simplement vers une limite 
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/ et en passant a la limite dans la relation de recurrence, on obtient 

c’est-a-dire f(t) = \t\. On remarque enfin que la convergence est uniforme d’apres 
le theor&me de Dini 2.31.15. Q.E.D. 

Lemme 3.25.3 Soit A une sous-algebre fermee de 6 U (X;R) et soit f,g G A, 
alors max(/, g) G A et min (/, g) G A. 

Preuve Etant donne que 

max(/, g) = (/ + g)/ 2 + |/ - g\/2, min(/, g) = (/ + g)/ 2 - |/ - g\/2, 

A 6tant un sous-espace vectoriel de e u (X; R), il suffit de verifier que |/| G A dbs 
que / G A. Bien entendu, on peut supposer / ^ 0. D’apr&s le lemme precedent, 
pour tout e > 0, il existe un polynome P tel que 

\P(t) — |t|| < e pour tout t G [—1, 1], 

d’oil |P(0)| < e et | Q(t) - \t\\ < 2e en posant Q(t) = P(t) — P( 0). Notons ||«|| 
la norme de la topologie de la convergence uniforme et posons g = //||/|| ; la 
fonction Q o g appartient a A car Q(0) = 0 et \\Q o g — \g\ || < 2e ; ceci prouve 
que la fonction \g\, done |/|, appartient a A = A. Q.E.D. 

Lemme 3.25.4 Supposons verifiees les proprietes (3.25.1) et (3.25.2), alors pour 
toute fonction f G C W (X; R) et tout a,b £ X, il existe une fonction f a ^ G A telle 
que f a ,b(ci) = f(a) et f a ,b{b) = f(b) . 

Preuve Lorsque a = 6, il existe d’apres (3.25.1) une fonction u G A telle que 
u(a) ^ 0 ; la fonction / a>a = f(a)u/u(a) possede les proprietes voulues. 

Lorsque a ^ 6, montrons d’abord qu’on peut trouver une fonction u G A telle 
que 

(3.25.3) u(a)u(b)(u(a) — u(b)) ± 0. 

D’apres (3.25.2), il existe une fonction v G A telle que v(a) ^ v(b) ; si v(a) et 
v(b) sont tous deux non nuls, on peut prendre u = v. Sinon, on a par exemple 
v(a) = 0 et v(b) ^ 0 ; alors d’apres (3.25.1), il existe une fonction w G A telle 
que w(a) ^ 0 ; pour e ± 0 suffisamment petit, la fonction u = v + ew verifie 
alors (3.25.3). On cherche alors la fonction / a> & de la forme ru + su 2 ou r, s G R, 
u verifiant (3.25.3). Il s’agit de satisfaire a 

f(a) = ru(a) + su 2 (a) et f(b) = ru(b) + su 2 (b) 

et ce systeme lin^aire par rapport aux inconnues r et s est un syst&me de Cramer 
d’apres (3.25.3), ce qui demontre le lemme. Q.E.D. 

Venons-en a la demonstration du theoreme 3.25.1. 

Preuve du theoreme 3.25.1 

1. Demontrons d’abord que les conditions sont suffisantes. Soient 
/ G G u (X;R)y pour tout e > 0 nous allons construire une fonction g G A telle 
que ||/ - g\\ < e ; ceci prouvera bien que A est partout dense. 
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Etant donne un point a de X, pour tout b € X considerons l’ensemble 
Ob = {x € X ; f a ,b( x ) > f( x ) ~ £ } ; 

cet ensemble Ob est ouvert et contient b. La famille ( Ob)bex est done un recouvre- 
ment ouvert de l’espace compact X ; soitJO&Jig/ un sous-recouvrement fini. La 
fonction f a = ma x i6 / f a ,b, appartient h A d’apres le lemme 3.25.3 : en effet, I est 
fini et A est une sous-algebre fermce de G U (X; IR). On a en outre / tt (x) >/(x)-e 
pour tout xeXet f a (a) = f(a). 

Considerons ensuite l’ensemble O f a = {x e X ; f a (x) < f(x) + e} ; cet 
ensemble est ouvert et contient a. La famille ( 0' a ) ae x est done un recouvre- 
ment ouvert de l’espace compact X ; soit (0' a .)j eJ un sous-recouvrement fini. 
La fonction g = minj G j f aj appartient & A d’apres le lemme 3.25.3 et on a 
f(x) - € < g(x) < f(x) + € pour tout x G X 9 ce qui prouve le resultat voulu. 

2. Montrons ensuite que les conditions sont necessaires. On suppose la sous- 
algebre A partout dense. Soit u la fonction constante et egale a 1 ; toute fonction 
de A suffisamment voisine de u ne s’annule pas, ce qui prouve (3.25.1). D’autre 
part, si a et b sont deux points distincts de X , tout espace compact etant normal, 
il existe d’apres le theoreme d’Urysohn 2.36.1 une fonction continue u : X -> R 
telle que u(a) = 0 et u(b) = 1 ; toute fonction de A suffisamment voisine de u 
possede la propri&6 3.25.2. Q.E.D. 

Pour des fonctions a valeurs complexes, le theoreme de Stone- Weierstrass 
s’enonce de la fa^on suivante. 

Theoreme 3.25.5 Soit X un espace compact, une sous-algebre A de Q u (X ; C) est 
partout dense si, et seulement si, les proprietes (3.25.1) et (3.25.2) sont verifiees 
ainsi que 

(3 25 4) { P our toute f onc ti on f tie A, la fonction conjuguee f appartient 

l y adherence de A. 

Preuve 1. Montrons que les conditions sont suffisantes. Considerons l’adherence 
A de A ; A est une sous-algebre de l’algebre G U {X; C). L ’ applic ation </?:/•->/ 
de C U (X;C) dans lui-meme etant continue, ona ip(A) C (p(A ), d’ou ip(A ) C A 
d’apres (3.25.4) et ceci prouve que l’algebre A est stable par conjugaison. Il^en 
resulte que A = *B + ou $ designe l’ensemble des fonctions r^elles de A. II 
est clair que est une sous-algebre reelle de l’algebre Q U (X;R). Montrons que 
cette sous-algebre est dense dans C W (X; R) ; il en resultera que A est dense dans 
Q U (X; C). Il s’agit de demontrer que $ verifie les proprietes (3.25.1) et (3.25.2). 
Soit a G X, il existe / G A tel que f(a) ^ 0, d’ou 5fte f(a) ^ 0 ou 5m f(a) ^ 0 
et, vu que ces fonctions 3 ie f et 5m / appartiennent h 3, ceci prouve que 3 verifie 
la propriete (3.25.1). Un raisonnement analogue montre que 3 verifie la propriety 
(3.25.2). 

2. La necessite de (3.25.1) et (3.25.2) se verifie comme dans le cas reel ; quant 
h la necessite de (3.25.4), elle est evidente. Q.E.D. 

Exercice 3.25.1 Soient X , Y des espaces compacts, montrer que l’espace vectoriel 
C(X;1K) <g> e(y;K) des fonctions de la forme Yliqi u i( x ) v i(v) °& 1 est un ensemble fini, 




3.26 LES THEOREMES DE WEIERSTRASS 435 


Ui E e(X;K) et Vi E 6(Y\ K), est dense dans Q U (X x Y;K). 

Exercice 3.25,2 Soit X un espace compact, cet exercice a pour objet de ddmontrer que l’espace de 
Banach Q U (X;K) est separable si, et seulement si, X est m^trisable. 

1. Pour prouver que la condition est suffisante, si (B n ) est une base ddnombrable de la topologie 
de X f utiliser les fonctions x d(x, X — B n ) et le thdorSme de Stone- Weierstrass. 

2. Pour la condition ndcessaire, si (f n ) est une suite dense dans la boule unit 6 de e u (X;K), 
montrer que l’application 

*>:*€X4 (/„(*)) e D N , 

ouD = {teK;\t\< 1}, est une injection continue en utilisant le th£or&me 2.36.1. 

Exercice 3.25.3 Soit X un espace localement compact ddnombrable h Finfini (exercice 2.35.10) et 
metrisable, montrer que l’espace de Frdchet (propositions 3.9.8 et 3.9.9) e c (X;R) est separable en 
raisonnant de la fa$on suivante. 

II existe (exercice 2.35. 10) une suite (O n ) d’ouverts relativement compacts telle que O n C O n +i 
et X = U~=o O n . puis, pour tout entier n, une suite (/mn)m€N dense dans (^(OnjR) (exercice 
3.25.2), prolonger ces fonctions h X en utilisant l’exercice 2.36.5 et verifier que Fensemble de toutes 
les fonctions ainsi obtenues est dense dans Q C (X\ R). 

Exercice 3.25.4 1. Soient X un espace compact, a E X t A une sous-alg&bre de l'alg&bre C a (X) 
des fonctions continues de X dans R s’annulant au point a munie de la norme de la topologie de la 
convergence uniforme telle que 


V®, y E X, x ^ y, 3/ E A tel que f(x) ^ f(y). 


Montrer alors que A est dense dans C a (X) [on pourra introduire la sous-algdbre engendrde par A et 
les fonctions constantes]. 

2. On note 0oo([O, oo[) l’alg£bre des fonctions continues / : [0, oo[ — > R telles que 


lim f(t) = 0 

t-»oo 


que Ton munit de la norme de la topologie de la convergence uniforme. Montrer que l’espace vectoriel 
engendree par les fonctions 1 1-> e~ nt ou n d^crit N* est dense dans Coo([0, oo[). 


3.26 Les theoremes d ’approximation de Weierstrass 

Les theoremes d’ approximation polynomial et trigonomdtrique se deduisent aisd- 
ment du thdoreme de Stone- Weierstrass de la fagon suivante. 

Soit X un espace compact et soit S une partie de 1’algebre G U (X; K) separant 
les points de X et stable par conjugaison. Considerons la sous-algebre As engen- 
dree par S et les fonctions constantes, c’est-a-dire l’ensemble des fonctions qui 
s’ecrivent comme des polynomes a coefficients dans K par rapport aux fonctions 
de S. Le theoreme de Stone- Weierstrass montre que As est dense dans G U (X] K). 

En prenant pour X une partie compacte de W 1 et pour S l’ensemble des pro- 
jections pri : x h* Xu on obtient le 

Theoreme 3.26.1 Theoreme d’approximation polynomial de Weierstrass Soit 
X une partie compacte de R n , Valgebre des restrictions a X des fonctions poly- 
nomes a coefficients dans K est dense dans C tt (X; K). 
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Autrement dit, Pensemble des fonctions (x“) q€ n>. ou 

X a = x " 1 X ... x x“", x = (xi,...,x„), a = (ai ,...,a n ), 
est total dans l’algebre 6 U (X; K) des fonctions continues. Cette alg&bre est done 
separable. 

Voici une autre application du procede decrit ci-dessus. Considerons le cercle 
unite S 1 = {(x, y) G M 2 ; x 2 + y 2 = 1} et l’algebre de Banach C W (S 1 ; C) ; notons 
ip l’application identique de S 1 , alors l’ensemble S = separe les points de 

S 1 et est stable par conjugaison ; il en resulte que l’algebre des polynomes en 2 
et ~z est dense dans C U (S 1 ;C). Le langage des fonctions p^riodiques permet de 
transcrire ce r^sultat sous une forme qui sera utile dans l’etude des series trigono- 
metriques. Considerons l’algebre C 27 r(^;C) des fonctions continues / : M — > C 
periodiques et de periode 27 r ; cette alg&bre est une sous-algebre ferm^e de l’al- 
gebre de Banach e&(R, C) et e’est done une algebre de Banach pour la norme 

(3.26.1) ||/|| = sup |/(t)| = sup |/(t)|, oGR. 

t€R 0<t<0+27T 

Considerons alors l’application / i -4 / de S U (S 1 ;C) dans 6271 - (R;C) definie par 
f(t) = f(e xt ). Cette application est une isometrie lindaire respectant les structures 
d’algebre ; etant donne que < p(t ) = e lt et Tp{t) = e ~ xt , on en deduit le 
Theoreme 3.26.2 Theoreme d’approximation trigonometrique de Weierstrass 
Dans V algebre de Banach 62 ^ (R; C), 1’ algebre des polynomes trigonometriques, 
e'est-a-dire V ensemble des fonctions 

n 

(3.26.2) ^ c p e ipt , ou n € N, c p G C, 

p=—n 

est partout dense . 

Autrement dit, la famille de fonctions (e mt ) n€ z est totale dans l’algebre e 27 r (R; C). 
Remarque 3.26.1 Si on souhaite travailler uniquement avec des fonctions a va- 
leurs reelles, on constate que, dans l’algfebre 62 ^ (R; R), la sous-algebre des poly- 
nomes trigonometriques, e’est-a-dire l’ensemble des fonctions 

n 

^ ~2( a P cospt + b p sinpt) oh n G N et a P) b p G R, 

p = 0 

est partout dense. 



F - Espaces de Hilbert 


3.27 Espaces prehilbertiens 

Definition 3.27.1 Soit E un espace vectoriel sur K (=Rou C), une application 
B : E x E K est appelee une forme sesquilineaire si y pour tout x, y, x \ , X 2 , 
Vi, 2/2 de E et tout Ai, A 2 de IK 

(3.27.1) B{ A 1 X 1 + X 2 x 2 ,y) = XiB(xi,y) + X 2 B{x 2 ,y), 

(3.27.2) B(x, Aij/i + A 2 J/ 2 ) = XiB(x, yi) + X 2 B(x, 2 / 2 )- 

On dit que B est une forme hermitienne si on a de plus , pour tout x, y de E t 

(3.27.3) B(x,y) = Bfa*). 

La propriete (3.27.1) signifie que l’application B(.,y) est, pour tout y , une forme 
lineaire sur E ; on exprime la propri£t£ (3.27.2) en disant que l’application B(x> •) 
est, pour tout x, semi-lin^aire. Lorsque K = R, une forme sesquilineaire est sim- 
plement une forme bilineaire ; une forme hermitienne est simplement une forme 
bilin^aire symetrique. 

La propriete (3.27.3) montre que B(x , x) est reel pour tout x ; autrement dit, 
une forme hermitienne est reelle sur la diagonale de E. Lorsque IK = C, cette 
propriete caracterise les formes hermitiennes. 

Proposition 3.27.1 Soit E un espace vectoriel complexe , alors toute forme ses- 
quilineaire reelle sur la diagonale de E est hermitienne. 

Preuve On a B(x + y,x + y) = B(x,x) + B(x 9 y) + B(y y x) + B(y,y) ; 
il en resulte que a = B(x,y) + B(y, x) est reel et, en rempla$ant x par ix y 
b = i(B(x ) y) - B(y , x)) est egalement reel. On en deduit que 
B(x,y) = (a - ib)/2 et B(y y x) = (a + ib)/2 

et ceci montre que B(x y y) et B(y y x) sont des nombres complexes conjugues. 

Q.E.D. 

Definition 3.27.2 Une forme hermitienne B : E x E K est dite positive si 
B(x y x) > 0 pour tout x E E et elle est dite definie positive ou positive non 
dtgeneree si B(x , x) > 0 pour tout x E E — {0}. 
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Proposition 3,27.2 Soit B une forme hermitienne positive, alors pour tout 
x,y G E, on a V inegalite de Cauchy-Schwarz 

(3.27.4) \B(x,y)\ 2 < B(x,x)B(y,y), 
et V inegalite de Minkowski 

(3.27.5) B(x + y,x + y) 1/2 < B(x,x) 1/2 + B(y,y) 1/2 . 

Preuve La forme B etant sesquilineaire, on a 

B(x + A y,x + A y) = B(x, x) + XB(y, x) + A B(x,y) + | A| 2 B(y, y) 
et B etant hermitienne 

B(x + A y y x + A y) = B(x , z) + 2SRe (AB(x, ?/)) + |A| 2 B(y, y). 

Prenons A = aB(x ) y) avec a reel, alors 

B(x + \y,x + A y) = B(x y x) + 2 a\B(x ) y)\ 2 + a 2 \B(x,y)\ 2 B(y,y) 
et ce trinome en a etant positif quel que soit a, necessairement 
\B(x,y)\ 4 - \B(x,y)\ 2 B(x,x)B(y,y) < 0, 
ce qui prouve rinegalite de Cauchy-Schwarz. 

Quant a rinegalite de Minkowski, on a 

B(x + y,x + y) = B(x> x) + 25Ke B(x , y) 4- B(y , y) 
et 3leB(x,y) < \B(x,y)\ < B(x,x) l ^ 2 B(y,y) 1 ^ 2 d’apres Cauchy-Schwarz, 
d’ou 

B(x + y,x + y) < B(x,x) + 2 B(x,x) l/2 B(y,y) l/2 + B(y,y), 
ce qui prouve l’inegalite voulue. Q.E.D. 

Un espace vectoriel E muni d’une forme hermitienne B definie positive est 
appele un espace prehilbertien. La forme hermitienne sera notee (•!•) et est appelee 
un produit scalaire sur E. Sur un espace prehilbertien, on peut definir une structure 
d’espace norme ; Implication 

(3.27.6) x ||x|| = (x|x) x / 2 

est en effet une norme sur E : rinegalite triangulaire (N\) est simplement rin- 
egalite de Minkowski, (N 2 ) resulte du caractere sesquilineaire du produit scalaire 
et (N 3 ) est verifie car la forme hermitienne (*|.) est definie positive. Un espace 
prehilbertien sera toujours muni de cette structure d’espace norme. On peut alors 
donner la definition suivante. 

Definition 3.27.3 Un espace prehilbertien complet est appele un espace de Hil- 
bert. 

Un espace de Hilbert est done un espace de Banach. 

D’apres la definition de la norme d’un espace prehilbertien, 1’ inegalite de Cauchy- 
Schwarz s’ecrit 

(3.27.7) Nv)l<IN|||vll- 

Cette inegalite prouve la continuite du produit scalaire sur E x E : le thdoreme 
3.10.3 concernant la continuite des applications multilineaires subsiste evidem- 
ment pour des applications sesquilineaires. II en resulte que les applications 
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x »-> ( x\y ) et y i-» ( x\y ) sont des formes lineaires et semi-lineaires continues 
sur E. Comme nous le montrerons ult^rieurement ces formes lineaires permettent 
de donner une description complete du dual d’un espace de Hilbert. 


Remarque 3.27.1 Isomorphisme d’espaces prehilbertiens Soient E et F deux 
espaces prehilbertiens sur le meme corps K ; notons (•!•)£ et (•!•) p les produits 
scalaires sur E et F. Une bijection lineaire T : E -* F est appelee un isomor- 
phisme d’espaces prehilbertiens si T preserve le produit scalaire, c’est-a-dire si 
( Tx\Ty)F = ( x\y ) e pour tout x y y de E ; on dit alors que E et F sont isomorphes 
en tant qu’espaces prehilbertiens. La definition (3.27.6) de la norme associee a un 
produit scalaire montre qu’une telle application T est une isomdtrie, done un iso- 
morphisme d’e.v.t. Inversement, remarquons qu’une application qui preserve la 
norme preserve le produit scalaire : on a en effet, si K = C 

.. \ 4(x\y) = (x + y\x + y)-(x- y\x - y) 

(3.27.8) < 

[ +i(x + iy\x + iy) - i(x - iy\x - iy) 


et, si K = R, 

(3.27.9) 2(x| y) = (x + y\x + y) - ( x\x ) - (y\y). 


Exercice 3.27.1 Soient E , F des espaces prehilbertiens reels et /:£?—> F une application telle 
que /( 0) = 0 et \\f(x) - f(y) || = ||x - y\\ pour tout x,y G E. Montrer que / est lineaire [noterque 
/ preserve le produit scalaire, puis calculer \\f(x + y) - f{x) - f(y) || 2 et ||/(Aa;) - A/(a?)|| 2 ]. 

Remarque 3.27.2 Sous-espace Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace pre- 
hilbertien E ; la restriction aFxFdu produit scalaire sur E est evidemment un 
produit scalaire sur F qui se trouve done muni d’une structure prehilbertienne : 
on dit que F est un sous-espace prehilbertien de E. II est clair que la norme asso- 
ci£e a ce produit scalaire est la restriction a F de la norme de E : F est done un 
sous-espace norme de E. II en resulte que tout sous-espace complet d’un espace 
prehilbertien, ainsi que tout sous-espace ferme d’un espace de Hilbert, est muni 
d’une structure d’espace de Hilbert. 


Remarque 3.27.3 Complete d’un espace prehilbertien Soient E un espace prd- 
hilbertien et E le complete de E (remarque 3.16.2). Notons B le produit scalaire 
de E ; pour tout y de E , la forme lineaire et continue x B(x,y) se prolonge 
en une forme lineaire et continue sur E que nous noterons x B'(x,y). Le 
principe du prolongement des identites montre que, pour tout x £ E, 1’ applica- 
tion y i-» B'(x,y) est une forme semi-lineaire sur E et, d’apr&s le principe du 
prolongement des inegalites, \B’(x,y)\ < \\x\\g \\y\\E pour tout x G E et tout 
y G E. Ceci montre que la forme semi-lineaire y B'(x, y) est continue ; elle se 
prolonge done h. E en une forme semi-lindaire que nous noterons y »-> B"(x,y). 
Le principe du prolongement des identity montre que B" est une forme hermi- 
tienne sur E et que B"(x , x) = \\x\\ | ; il en resulte que B" est un produit scalaire 

sur E et que ||*||^ est une norme d’espace de Hilbert. Le complete d’un espace 
prehilbertien est done un espace de Hilbert. 
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Remarque 3.27.4 Produit fini d’espaces prehilbertiens Soit ( Ei) ieI une fa- 
mille finie d’espaces prEhilbertiens ; notons indifferemment (*|.) et ||#|| les pro- 
duits scalaires et normes sur ces espaces. La topologie produit sur E = ]J ieI Ei 
peut etre dEfinie par la norme ||x|| = (J2iei ll^ll 2 ) 1 ^ 2 °& x = i x i)iei ; cette 
norme est en fait associEe au produit scalaire ( x\y ) = Yliei( x i\Vi)> V = 
ce qui confere a E une structure prehilbertienne. En outre, si tous les espaces Ei 
sont des espaces de Hilbert, E est un espace de Hilbert. 

Remarque 3.27.5 Identite du parallelogramme La norme d’un espace prehil- 
bertien vErifie une identite remarquable, dite identite du parallelogramme 

(3.27.10) ||* + y|| 2 + ||* - y|| 2 = 2(||*|| 2 + ||y|| 2 ) 

qui resulte de l’identite ( x ± y\x ± y) = ( x\x ) + ( y\y ) ± 2$te{x\y). On peut 
demontrer (exercice 3.27.2) que cette identity caract^rise les normes assocides a 
un produit scalaire. On observera que, d’apres les formules (3.27.8) et (3.27.9), si 
une norme provient d’un produit scalaire (on parle alors de norme hilbertienne), 
ce produit scalaire est determine de fa$on unique. 

Exercice 3.27.2 Montrer que la norme d’un espace normd est associde h un produit scalaire si, et 
seulement si, elle vdrifie l’identitd du parallelogramme [lorsque K = R, verifier que (3.27.9) ddlinit un 
produit scalaire ; traiter ensuite le cas complexe]. 

Exercice 3.27.3 Montrer qu’un espace prdhilbertien est uniformdment convexe (exercice 3.14.10). 
D’apres l’exercice 3.16.4, tout espace de Hilbert est reflexif (corollaire 3.29.4). 

L’ existence d’un produit scalaire sur un espace vectoriel permet de definir une 
notion d’orthogonalite, notion sans Equivalent en general dans un espace norme, 
et qui, comme nous le verrons, joue un role essentiel dans l’Etude des espaces de 
Hilbert. 

Definition 3.27.4 Dans un espace prehilbertien E, on dit que deux vecteurs x et 
ydeE sont orthogonaux si (x\ y) = 0. 

Cette relation est symetrique d’apres (3.27.3) et on a le 

Proposition 3.27.3 Theoreme de Pythagore Soit (£*)i<i< n unefamille finie de 
vecteurs orthogonaux deux a deux t alors 

(3.27.11) llE^i|| 2 = Elki|| 2 - 

i— 1 2=1 

Preuve Lorsque n = 2, le thEoreme rEsulte de 1’identitE 

(xi +£ 2 |a:i +X 2 ) = (xi\xi) + (a;2|a:2) + 25fte(xi|x2). 

On raisonne ensuite par recurrence sur n en utilisant 1’orthogonalitE de x n et de 
x i resulte du caractere sesquilinEaire du produit scalaire. Q.E.D. 
Si M est une partie non vide d’un espace prehilbertien E , on note M 1 - l’en- 
semble des vecteurs de E orthogonaux a tout vecteur de M, soit 

M L = {x e E\ ( x\y ) = 0 pour tout y e M}\ 
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M 1 - s’appelle l’orthogonal de M. Si M est reduit a un point a, on a simplement 
{a}- 1 = {x e E\ (x\ a) = 0} ; autrement dit, {a} x est le noyau de la forme 
lin^aire et continue x ( x\a ) ; c’est done un sous-espace fermd de E : si a = 0, 
ce sous-espace est en fait E lui-meme et si a ± 0, ce sous-espace est un hyperplan 
ferm£. Vu que M 1 - = {^/} “*"» ce c l u ^ P r ^cede montre que M x est un sous- 

espace ferme de E en tant qu’ intersection de sous-espaces ferm£s. 

La lin^arite et la continuity de l’application x «->• (x| y) montrent que l’ortho- 
gonal de M coincide avec l’orthogonal du sous-espace ferme engendre par M. 

Notons M ^ le biorthogonal de M, e’est-a-dire l’orthogonal de M L ; tout 
vecteur de M 6tant orthogonal a M x , on a evidemment M C M ±A -. L’egalitd ne 
peut avoir lieu que si M est un sous-espace ferme de E ; nous verrons en fait que 
legality a lieu des que M est un sous-espace complet de E. 

Donnons deux exemples d’espaces de Hilbert, l’exemple le plus important dans 
la pratique, a savoir l’espace L 2 , fait appel a la theorie de l’integration et sera etudie 
ult^rieurement. 

Exemple 3.27.1 Soit B une forme sesquilineaire sur un espace vectoriel E de 
dimension finie ; soit (e*)i <*< n une base de E , on a alors 

n n n 

B{x,y) = ^2 B(e i ,e j )x i y j si x = y = 

i,j=l i=l i=l 

soit 

n 

(3.27.12) B(x,y) = ^ oil ay = B(e*,ej). 

i>j= 1 

A la forme sesquilineaire B , on associe ainsi une matrice nxn A = (a^) et, reci- 
proquement, etant donny une telle matrice, la formule (3.27.12) delink une forme 
sesquilineaire sur E. Si la forme B est hermitienne, on dit que la matrice A est 
hermitienne : ceci signifie done que a.^ = pour tout i, j. Si B est hermitienne 
positive (resp. definie positive), on dit que la matrice hermitienne A est positive 
(resp. definie positive) : ceci signifie que Yl7j=i a ij x i x j > 0 (resp. > 0) pour 
tout ( Xi)i<i< n G K n — {0}. De plus, si la matrice hermitienne A est positive, elle 
est definie positive si, et seulement si, d£t A ^ 0 : en effet, la forme hermitienne 
positive B est degeneree si, et seulement si, il existe x ^ 0 tel que B(x y x) = 0, 
e’est-a-dire B(x,y) = 0 pour tout y G E d’apres l’inegalite (3.27.4) de Cauchy- 
Schwarz ; d’apres (3.27.12), ceci signifie done qu’il existe ( Xi ) G K n - {0} tel 
que SILi a ij x i = ^ P our 1 < j < n* e’est-a-dire det A — 0. La donn^e d’une 
forme hermitienne definie positive definit alors une structure prdhilbertienne sur 
E et en fait une structure d’espace de Hilbert, un espace norme de dimension fi- 
nie etant complet. On peut prendre par exemple pour matrice A la matrice unity, 
e’est-a-dire le produit scalaire Y%=i norme assoctee ytant alors la norme 

euclidienne ||z|| = (X)™=i M 2 ) 1/2 . 

Exemple 3.27.2 On considere l’espace l 2 (I]K) des families x = (x*)^/ de K 
telles que la famille (\x.i\ 2 )i e j soit sommable. D’apres la proposition 3.24.3, cet es- 
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pace est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme 
II&II 2 = W 2 ) 1 / 2 - Cet espace est en fait un espace de Hilbert, la norme 

||»||2 £tant associee au produit scalaire 

(x\y) = ^2 x iVi oux = (Xi) i€l ,y = ( &)*<=/ ; 
i€/ 

on notera que la famille (xipjie/ est bien sommable d’apres l’inegalitd de Cauchy- 
Schwarz (3.24.5). 


3.28 Le theoreme de projection 

Soit A une partie non vide d’un espace mdtrique X et soit x un point de X> rap- 
pelons (remarque 2.33.1) que tout point xo E X verifiant g?(x,x 0 ) = d(x, A) est 
appele une projection de x sur A ; nous avons montrd (corollaire 3.16.19) que, 
dans un espace de Banach reflexif, tout point admet une projection sur une partie 
convexe fermde et non vide. Nous allons ddmontrer que ce r&ultat subsiste dans 
un espace de Hilbert ; ceci nous permettra de d^montrer ultdrieurement que tout 
espace de Hilbert est reflexif. 

Voici d’abord un thdoreme d’unicitd. 

Proposition 3.28.1 Soit C une partie convexe non vide d’un espace prehilbertien 
E, si un point x € E admet une projection sur C, cette projection est unique . 
Preuve Posons d = d(x, C) et considdrons deux points #o et x\ de C tels que 
d=\\x — £o|| = \\x - x\ || . D’apres 1’ identity du parallelogramme, on a 

||zo-zi|| 2 = ||(x-x 0 )-(x-xi)|| 2 

= 2(11* - Xoll 2 + II* - X 1 II 2 ) - ||2x - (x 0 + Xi)|| 2 , 
d’oil ||xo - xi|| 2 = 4c? 2 - 4||x - (xo + xi)/2|| 2 ; d’apits la convexitd de C, on a 
(xo + x{)/2 e C , d’ou ||x - (xo + x\)/2\\ > d et par consequent 

||xo — rri || 2 < 4 d 2 — 4 d 2 = 0, 

d’ouxo=xi. Q.E.D. 

L’hypothese de convexite est dvidemment essentielle ; il est egalement essen- 
tiel de supposer E muni d’une structure prehilbertienne comme le montre l’exemple 
suivant : prenons E = R 2 , C = [—1,1] x {0} et munissons E de la norme 
||x|| = max(|xi|, |x 2 1 ) ; alors le point (0, 1) est a la distance 1 de tout point de C. 
En ce qui concerne l’existence, on a le 

Theoreme 3.28.2 Soit C une partie convexe complete et non vide d’un espace 
prehilbertien E, alors tout point x de E admet une unique projection sur C. 
Preuve Soit (x n ) une suite du convexe C telle que lim n _>oo ||x - x n || = d ou 
d = d(x,C). montrons que cette suite (x n ) est de Cauchy. D’apres l’identitd du 
parallelogramme, on a pour tout p, q G N 

||x p - Xq 1 1 2 = 2(||x - Xp|| 2 + ||x - xj 2 ) - || 2x - (Xp + Xq)\\ 2 
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et, C etant convexe, le point ( x p + x q )/2 appartient a C, d’ou 

\\x - (x p + x q )/2\\ > d 
d’apres la definition de d ; il en resulte que 

| \x p - x q \\ 2 < 2(||a: - x p \\ 2 + ||x - x q \\ 2 ) - 4 d 2 , 

inegalite qui prouve que la suite ( x n ) est de Cauchy. Le convexe C etant complet, 
cette suite converge vers un point xo de C et on a evidemment d = \\x — ®o||- 

Q.E.D. 

La notion de projection est une notion liee a la structure d’espace metrique qui 
depend bien sur du choix de la distance. Dans un espace prehilbertien, on peut en 
donner une caracterisation utilisant le produit scalaire, ce qui permettra de prdciser 
le theoreme 3.28.2 lorsque C est un sous-espace vectoriel. 

Proposition 3.28.3 Soit C un convexe non vide d’un espace prehilbertien E et 
soient x un point de E, xo un point de C, alors les proprietes suivantes sont equi- 
valentes. 

1. Le point x admet une projection sur C et cette projection est le point ®o- 
2. 5fte (x — xq\ y — xo) < 0 pour tout y G C. 
et, si C est un sous-espace vectoriel de E, 

3. Le vecteur x — xo est orthogonal a C. 

Preuve 1 => 2 Notons Tidentite 

(3.28.1) ||x — y\\ 2 = ||x -x 0 || 2 + ||j/ - x 0 || 2 - 23?e(x - x 0 |y - x 0 ); 

si ||® - ®o|| = d(x,C) 9 alors ||® - ®o|| < ||^ ~ v\\ P our tout y C C, d’oii 
2S Re(x - x 0 \y - xq) < ||y - ®o|| 2 et cette indgalite dtant verifiee pour tout y 
de C qui est convexe, on peut substituer a y le point (1 — t)xo +ty avec 0 < t < 1, 
ce qui donne 2 tSfte ( x - xo\y - ®o) < ^ 2 ||y — ^o|| 2 ; en simplifiant par t et en 
faisant tendre t vers 0 on obtient V inegalite voulue. 

2 => 1 Si 2 est verifie, l’identite (3.28. l)montre que ||x — ®o|| < lk — y|| P our 
tout y G C, ce qui prouve que x admet une projection sur C, a savoir ®o- 

II est evident que 3 => 2 ; vdrifions que 2 => 3. Etant donne que C est un sous- 
espace vectoriel, tout point de C peut s’dcrire y — ®o oh y € C et par consequent 
SRe (x - x 0 \y) < 0 pour tout y € C. En remplagant y par (x — ®o| y)y> on obtient 
\{x — xo\y)\ 2 < 0, d’ou (x — xo\ y) = 0 pour tout y e Cetceci montre que x — ®o 
est orthogonal a C. Q.E.D. 

Note L’ interpretation geometrique de la condition 2 est la suivante lorsque E est 
un espace prehilbertien reel. Si x et y sont deux vecteurs non nuls de E , on ddfinit 
Tangle 6 E [0, n] de x et y en posant 

cos 0 = (x|j/)/||x|| ||y||. 

La condition 2. signifie alors que Tangle des vecteurs x - xq et y - xq est > 7t/2. 

Corollaire 3.28.4 Soit C un convexe non vide d’un espace prehilbertien E tel que 
tout point x E E admette une projection sur C notee Pqx, alors V application 
Pc - E C est continue et || Pqx — Pcy\\ < Ik ~ v\\ P our tout x y y £ E. 
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Preuve On a x-y = P c x - Pcy + zotiz = x- Pcx - (y - Pcv)< d ’ oil 
\\x - y\\ 2 = || Pcx - Pcyf + Nl 2 + 23te (z\P c x - Pcy) 

et ( z\Pcx — Pcy) = —(x - Pcx\Pcy — Pcx) — (y — Pcy\Pcx - Pcy ) a une 
partie r£elle positive d’apres la proposition precddente, ce qui prouve l’in^galite 
voulue et le corollaire. Q.E.D. 

Lorsque F est un sous-espace vectoriel de E , la projection Pfx sur F d’un 
point x de E , si elle existe, est appeiee la projection orthogonale de x sur F , le 
vecteur x — Ppx etant orthogonal a F. D’apr£s le theoreme 3.28.2, on a done le 

Theoreme 3.28.5 Si F est un sous-espace vectoriel complet d’un espace prehil- 
bertien E, tout point de E admet une projection orthogonale sur F. 

On peut apporter des precisions importantes au theoreme prudent. Nous suppo- 
serons plus g£n£ralement que F est un sous-espace vectoriel tel que tout point x de 
E admette une projection orthogonale Pfx sur F ; on definit ainsi une application 
Pf • E F qu’on appelle le projecteur orthogonal de E sur F. On a alors le 

Theoreme 3.28.6 Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace prehilbertien E tel 
que le projecteur orthogonal Pf de E sur F existe. 

1. L’ espace E est alors la somme directe topologique de F et F L ; 1’ appli- 
cation Pf est le projecteur de E sur F associe a cette decomposition en somme 
directe ; cette application Pf est done lineaire et continue de noyau F 1 - ; en outre , 
Pf est de norme 1 si F ^ {0} (si F = {0}, Pp est V application identiquement 
nulle). 

2. Le projecteur orthogonal de E sur F 1 - existe et est egal a Ie — Pf- 

3. Enfin, F coincide avec son biorthogonal, soit F = F ±J ~. 

Preuve 1. Montrons d’abord que F et F 1 - sont des supplemental alg^briques. II 
est clair que FnF 1 = {0}, le seul vecteur orthogonal a lui-mdme 6tant le vecteur 
nul. D’autre part, tout x de E peut s’^crire 

x = y + zouy = Ppx € F et 2 = x - Ppx G F L , 

ce qui prouve le r&ultat voulu et le fait que Pp est le projecteur de E sur F asso- 
ci6 a cette decomposition en cette somme directe. Ce projecteur Pp etant continu 
d’apr^s le corollaire 3.28.4, cette somme directe est une somme directe topolo- 
gique. Plus predsement, d’apres le theoreme de Pythagore, on a 

IMI 2 = \\P F xf + \\x - P F xf, 

d’oh ||Ppa;|| < ||x||, ce qui prouve que Pf est continu de norme < 1, done de 
norme 1 si F ^ {0}, la restriction de Pp a F etant l’application identique de F . 

2. II s’agit de verifier que x - (x - Pfx) est orthogonal a F x , ce qui est evident 
vu que Ppx G F. 

3. On sait ddja que F C F ±A -. Soit x G F ±J - y alors P F x e F c F - L - L , d’oh 

x — Ppx G F ±A - ; etant donne que ce vecteur x - Ppx appartient aussi & F x , il 
est necessairement nul et il en resulte que x = Ppx appartient h. F, ce qui prouve 
l’inclusion F J " L C F. Q.E.D. 
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Remarque 3.28.1 Ces deux theoremes prouvent que, dans un espace prehilber- 
tien, tout sous-espace vectoriel complet admet un supplementaire topologique. En 
particulier, dans un espace de Hilbert, tout sous-espace ferme admet un supple- 
mentaire topologique. Ce resultat peut etre en defaut dans un espace de Banach. 

Exercice 3.28.1 Soit E un espace prdhilbertien. 

1 . Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que tout point de E admette une projection sur F ; si 
P est le projecteur orthogonal de F sur E , montrer que 

(3.28.2) P 2 = Pet ( Px\y ) = (x\Py) pour tout x,y e E. 


2. Rdciproquement, soit P : E — > E une application vdrifiant (3.28.2), montrer que P est lindaire, 
que tout point de E admet une projection sur Im P et que P est le projecteur orthogonal de E sur Im P. 

Exercice 3.28.2 Soient E un espace prdhilbertien et P : E -+ E une application lindaire continue 
telle que 

P 2 = Pet ||P|| < 1. 

Montrer que P est le projecteur orthogonal de E sur Im P. 

Exercice 3.28.3 Soient E un espace prdhilbertien, I un ensemble filtrant et ( C*)^/ une famille de 
parties de E non vides, convexes et compldtes. On suppose Papplication i C< ddcroissante. 

1. Montrer que C = ("lie/ ft est une partie convexe compldte de E. 

2. Soit a e E, montrer que C est non vide si, et seulement si, sup iG/ d(a, Ci) < oo et si C est 
non vide, montrer que la suite gdndralisde ( <) converge vers Pea [lorsque sup iG/ d(a } Ci) est 
fini, montrer que la suite gdndralisde (P^ a) est de Cauchy en utilisant Pidentitd du paralldlogramme]. 

Exercice 3.28.4 Soient E un espace prdhilbertien, C un convexe complet, non vide et bornd et 
/ : C — > R une fonction convexe s.c.i. Montrer que / est bornd infdrieurement et atteint sa borne 
infdrieure sur un convexe complet et non vide de E sans utiliser le thdordme 3. 16. 1 8, mais en raisonnant 
de la fagon suivante : poser a = infc / € [— oo, +oo[ et, ( a n ) dtant une suite de M strictement 
ddcroissante convergeant vers a, C n = {x E C ; f(x) < a n } ; utiliser alors Pexercice 3.28.3 

Exercice 3.28.5 Ddterminant de Gram Soient xi , . . . , x n n vecteurs d’un espace prdhilbertien E , 
on pose gij = (xi\xj), 1 < i, j < n, et G(x i, . . . , x n ) = ddt gij (ddterminant de Gram). 

1 . Montrer que la matrice (gij ) est hermitienne positive et qu’elle est ddfinie positive si, et seule- 
ment si, la famille ( Xi ) est libre. 

2. On note F le sous-espace vectoriel engendrd par x \ , . . . , x n - Montrer que, pour tout x € E y 

G(x,x 1 , . . . y x n ) = d(x y F) 2 x G(xu . . . ,z n )- 

[on peut supposer la famille ( x % ) libre, on posera Ppx = 2D?=i ^ % x i et on montrera que 
( d{x } F) 2 , Ai , . . . , A n ) est la solution d’un systeme de Cramer] 

3. On ddfinit le volume du paralldldpipdde 

f n 

Pn = P{x 1 , . . . , X n ) = ^ ^ ^ \%Xi 5 0 < Xi < 1 
1 

par rdcurrence sur n en posant 

vol Pi = ||a?i II et vol P n +i = vol P n x d(x n +i, F n ) 
oii F n est le sous-espace vectoriel engendrd par x \ , . . . , x n . Montrer que 

vol P n = G(x 1 , . . . ,x n ) 1/2 . 

Voici quelques consequences des theoremes precedents. 
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Corollaire 3.28.7 Dans un espace de Hilbert E, un sous-espace vectoriel F est 
partout dense si, et seulement si, son orthogonal est reduit a {0}. 

Preuve D’apres les theor&mes 3.28.5 et 3.28.6, E est la somme directe de F et 
(F) 1 - ; F est done dense dans E si, et seulement si, (F) 1 - = {0} ; le corollaire en 
resulte vu que F 1 - = (F)- 1 . Q.E.D. 

L’ orthogonal d’une partie quelconque coi'ncidant avec l’orthogonal du sous- 
espace vectoriel engendr^ par cette partie, on en deduit le 
Corollaire 3.28.8 Dans un espace de Hilbert, une partie est totale si, et seulement 
si, son orthogonal est reduit a {0}. 

Corollaire 3.28.9 Soit F un sous-espace vectoriel complet d’un espace prehilber- 
tien F, alors la norme sur V espace quotient E/F est une norme hilbertienne et 
cet espace quotient E/F est un espace prehilbertien isomorphe a F ± . 

Preuve Utilisons la proposition 3.6.12 ; si n designe la surjection canonique de 
E sur E/F , l’application p = 7t\ F ± est un isomorphisme d’e.v.t. de F 1 - sur 
E/F. Montrons que p est une isometrie. Soit £ G E/F , rappelons que 
ll€ll = infse*- i(£) ||*|| ; alors si x G F- 1 -, on a ||p(x)|| = inf ||y|| oh la borne 
inffrieure est prise sur l’ensemble des y G E verifiant tt ( y) = p(x), e’est-h-dire 
y—xeF , soit y = x+x' avec x* G F \ x appartenant a F ± , cette borne inferieure 
est tout simplement egale a ||x|| et ceci prouve que ||p(x)|| = ||*||. L’application p 
est done une isometrie ; ceci prouve que la norme sur l’espace quotient E/F est 
associ^e au produit scalaire (£|ry) = (p~ l (^)\p~ l {q)) ; les espaces E/F et F x 
sont alors isomorphes en tant qu’espaces prehibertiens. Q.E.D. 


3.29 Representation du dual 

Soit E un espace prehilbertien, pour tout y G F, l’application x «->• ( x\y ) est une 
forme lin^aire et continue sur F. Lorsque E un espace de Hilbert, nous allons 
demontrer qu’on obtient ainsi toutes les formes lindaires et continues sur E. On a 
d’abord la 

Proposition 3.29.1 Soit E un espace prehilbertien, considerons l* application 
(p : y G E i-» (p y G E' ou ip y designe la forme lineaire et continue x (x\y), 
alors V application ip est une application semi- lineaire continue injective et 

Mills' = IMIe- 

Preuve Pour x ) y, 2 : G E et A, p G K, on a 

VXy+nzix) = (x|Ay + nz) - \(x\y) + Jl(x\z) = A <p y (x) + Jup z (x), 
e’est-a-dire ip\ y+flz = A (p y + JL(p z , ce qui prouve que ip est semi-lineaire. 

Montrons ensuite que ||^|| e ' = \\y\\E • ceci prouvera que p est continue et 
injective. D’apres l’inegalite de Cauchy-Schwarz, on a 

IKII = sup |(x|y)| < sup (||x|| ||y||) = ||y||, 
ll*ll<i lkll<i 
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d’ou \\<Py\\ < \\y\\. Lorsque y = 0 , on a n&essairement l’egalite et, si y ^ 0 , en 
prenant x = y/\\y\\ qui appartient bien a la boule unite de E , on a 

IKII > K2//IMI |y)l = llvll 

ce qui demontre le resultat voulu. Q.E.D. 

Theoreme 3.29.2 Theoreme de representation de F. Riesz Soit E un espace 
prehilbertien, alors l' application ip : E —> E' est surjective si, et seulement si, E 
est un espace de Hilbert. Autrement dit, si E est un espace de Hilbert, pour toute 
forme lineaire et continue T € E' , il existe un unique point y de E tel que 

( 3 . 29 . 1 ) Tx = ( x\y ) pour tout x € E. 

Preuve Si l’application ip est surjective, c’est une isometrie de E sur E ' et, par 
consequent, E est complet vu que E f Test. Reciproquement, soit T une forme li- 
neaire et continue sur E que nous pouvons supposer non nulle (si T est nulle, on 
satisfait a ( 3 . 29 . 1 ) en prenant y = 0 ). Pour satisfaire a ( 3 . 29 . 1 ), il faut necessaire- 
ment choisir le point y dans 1’ orthogonal du noyau de T. Or, ce noyau F = Ker T 
est un hyperplan ferme de E et son supplemental orthogonal est done de dimen- 
sion 1. Cherchons done y de la forme y = Xyo ou yo ^ 0 est un point de F ± . Tout 
x se decompose sous la forme x = x 1 + x " ou 

x' = x - (Tx/Tyo) yo € F, x" = ( Tx/Ty 0 ) yoGF 1 -, 
d’ou {x\Xyp ) = (x"\\yo) = X(Tx /Ty 0 )\\yo\\ 2 et on satisfait done a ( 3 . 29 . 1 ) en 
prenant A = T?/o/||2/o|| 2 . Q.E.D. 

L’ isometrie semi-lin^aire (p entre un espace de Hilbert et son dual permet de 
munir ce dual d’une structure hilbertienne de la fa^on suivante. 

Corollaire 3.29.3 Si E est un espace de Hilbert, alors E' est un espace de Hilbert, 
la norme de E ’ etant associee au produit scalaire 

( 3 . 29 . 2 ) (£| v)e* = (^ _ 1 ( Ob _1 (^)) e P° ur tout &V G E '' 

Preuve D’apres le caractere semi-lineaire de ip, on constate que la forme (•|*)e / 
est une forme sesquilineaire hermitienne sur E' et 

kiob* = = nv-nmi = ikiii'. 

ce qui permet de conclure. Q.E.D. 

Lorsque IK = R, l’application (p est un isomorphisme d’espace de Hilbert de 
E sur E'. Lorsque K = C, cp est semi-lineaire et transforme le produit scalaire de 
deux vecteurs en le conjugue du produit scalaire des transformes de ces vecteurs : 
on dit que ip est un semi-isomorphisme ; nous l’appellerons le semi-isomorphisme 
de F. Riesz. 

Remarque 3.29.1 Le dual d’un espace prehilbertien E est egalement un espace de 
Hilbert. En effet, soit E le complete de E (remarque 3 . 27 . 3 ), toute forme lineaire et 
continue T sur E se prolonge de fagon unique en une forme lineaire et continue T 
sur E et l’application T T de E' dans E f est une isometrie lineaire (proposition 
3 . 10 . 2 ) ; ceci prouve que la norme sur le dual E' est bien une norme hilbertienne 
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et que toute forme lineaire et continue T £ E' est de la forme Tx = {x\y)% ou 
y eE. 

Corollaire 3.29.4 Tout espace de Hilbert est reflexif. En outre , l y injection cano- 
nique de E dans E n est egale h pe* ° <Pe si p E et (p E ' designent les semi- 
isomorphismes de Riesz de E sur E ' et de E ' sur E". 

Preuve Soient x £ E, x\y' £ E\ on a < (p E '(x , ) y y' >= (y f \x') E ' et en posant 
y = V'e'W) l e corollaire 3.29.3 montre que 

< VE'{<PE(x)),y' >= (y'\pE(x))E' = (x\ y) E =< y\x >, 

et ceci montre que ° <Pe est bien V injection canonique de E dans E” ; cette 
application dtant surjective, l’espace de Hilbert E est reflexif. Q.E.D. 

Exercice 3.29.1 Montrer qu’un espace pr^hilbertien est complet si, et seulement si, l’orthogonal de 
tout hyperplan fermd n’est pas reduit a {0} [pour ddmontrer que la condition est suffisante, verifier 
comme dans la demonstration du th£or&me 3.29.2 de F. Riesz que l’application ip : E E l est 
surjective]. 

Exercice 3.29.2 Soient E un espace de Hilbert rdel, T E E f et C un convexe fermd non vide de 
E. Montrer que Tapplication f(x) = ||x|| 2 — Tx est bornee infdrieurement sur C et atteint sa borne 
infdrieure en un unique point de C. 

En ce qui concerne la topologie faible sur un espace de Hilbert, le theor&me de 
Riesz permet d’enoncer le 

Corollaire 3.29.5 So it E un espace de Hilbert , une suite ( x n ) de E converge fai- 
blement vers x si f et seulement si, pour tout y € E, la suite ((x n \y)) converge vers 

On peut en outre apporter la precision suivante. 

Corollaire 3.29.6 Dans un espace de Hilbert, soit ( x n ) une suite convergeantfai- 
blement vers x et telle que la suite (||x n ||) converge vers \\x\\, alors la suite (x n ) 
converge fortement vers x. 

Preuve On a en effet 

II® - ®n|| 2 = ||®|| 2 + ||®n|| 2 - 23?e(x|x n ), 
le corollaire precedent montre que lim n ^oo \\x - x n \\ 2 = 2||x|| 2 - 2||rc|| 2 = 0. 

Q.E.D. 

Les notions d’orthogonalitd et de transposition dtudides au paragraphe 3.18 
peuvent se traduire dans le cadre des espaces de Hilbert de la fa$on suivante. 

Soient E un espace de Hilbert, G un sous-espace vectoriel de E et H un sous- 
espace vectoriel de E' ; rappelons que 

G° = {x f E E f ; < x\ x >= 0 pour tout x £ G} 
et 

H° = {x £ E ; < x\ x >= 0 pour tout x 1 £ H} 
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ou < •, • > designe le crochet de dualite entre E' et E. Si ip E : E E f designe 
le semi-isomorphisme de Riesz, le theoreme de Riesz montre que 

(3.29.3) G° = ip E (G x ) et H° = <p~ E \H) x . 

Etant donne deux espaces de Hilbert E , F et une application lineaire et conti- 
nue T e £(E] F), la transposee de T est une application lineaire et continue de 
F' dans E' ; les semi-isomorphismes de Riesz : E — > E' et tpp : F — » F f 
permettent d’en deduire une application de F dans E, appelee l’adjoint de T, en 
posant 

(3.29.4) T* = o ( To ip F . 

On a alors la 

Proposition 3.29.7 Soient E et F des espaces de Hilbert , T € L(E\F), alors 
T* : F E est une application lineaire et continue , ||T*|| = ||T|| et, pour tout x 
de E et tout y de F, on a 

(3.29.5) (Tx\y) F = (x\ T*y) E . 

Preuve La linearite et la continuity de T * resultent de celles de l T (proposition 
3.18.6). Quant a la norme de T*, et <p E etant des isometries, d’apres la defini- 
tion de T * on a ||T*|| < || £ T|| et l’inegalite opposee resulte de meme de la formule 
£ T = pe o T* o (p ~ l . Verifions (3.29.5) ; posons y 1 = Pf(v) £ on a d’apres 
les definitions 

(Tx\y)p = < y'.Tx >(f',f)=< tr Fy\x >(e',e) 

= (AVE'^Ty'^E = (x| T*y) B 

ce qui prouve la formule voulue. Q.E.D. 

Note Rappelons que la transposee l T ne depend que des topologies des espaces 
E et F. Par contre, Tadjoint T * depend essentiellement du choix des produits 
scalaires sur E et F . 

On observera que la formule (3.29.5) caracterise Tadjoint de T ; il en resulte 
en particulier que T** = T. D’autre part, Implication T 4 T* de L(E]F) 
dans £(F; E) est une isometrie evidemment semi-lineaire. Si E, F et G sont des 
espaces de Hilbert et si 5 € L(E;F), T € £(F;G), on a d’apres (3.18.4), ou 
comme on peut le verifier directement, 

(3.29.6) (To S)* = S* oT*. 

D’apres la proposition 3. 18.7, on a la 

Proposition 3.29.8 Soient E et F des espaces de Hilbert, une application lineaire 
et continue T : E -» F est un isomorphisms si, et seulement si, T* : F E est 
un isomorphisme et on a alors (T*) _1 = (T -1 )*. 

La proposition 3.18.4 se transcrit de la fagon suivante. 

Proposition 3.29.9 Soient E, F des espaces de Hilbert etT e &(E\ F), alors 

(3.29.7) Ker T* = (Im T) L et Ker T = {lm T*) x , 

(3.29.8) ( Ker T*) x = TiPT et (j Ker T) x = TmT *. 
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Preuve D’apres la definition de T*, on a en effet Im T* = y? E 1 (Im *T) ; d’apres 
les formules 3.29.3 et la proposition 3.18.4, on en deduit que 

(Im T*) -1 = ^ 1 ((Im t T)) ± = (Im *T)° = KerT 

et ceci prouve la premiere formule (3.29.7) ; la seconde s’en deduit en rempla^ant 
T par T* et (3.29.8) s’obtient a partir de (3.29.7) en prenant l’orthogonal. Q.E.D. 
On en deduit le 

Corollai re 3.29.10 SoitT G £(E;F), alors 

(3.29.9) T est a image dense dans F <=> T* est injectif. 

(3.29.10) T* est a image dense dans E T est injectif. 

Exercice 3.29.3 Soient E , F des espaces de Hilbert, T : E -» F et S : F -> E des applications 
telles que (Tx\y) F = (x\Sy ) e pour tout x G E,y G F. Montrer, en utilisant le thdordme du graphe 
fermd, que T et 5 sont des applications lindaires et continues. 

Exercice 3.29.4 Soient E un espace de Hilbert, F un sous-espace vectoriel fermd et T e &(E) tels 
que 

\\Tx\\ = 1 1 a: 1 1 pour a; G FeiTx = 0 pour a: G F ± . 

Montrer que T* oT est le projecteur orthogonal sur F. 


3.30 Somme hilbertienne 

Nous venons de voir comment la donnee d’un sous-espace vectoriel complet F 
d’un espace prehilbertien E permettait de decomposer cet espace E en la somme 
directe topologique de F et de son orthogonal F 1 - : tout vecteur de E se decom- 
pose continument en la somme de deux vecteurs orthogonaux, l’un appartenant a 
F, F autre h F- 1 . 

Dans les applications a la theorie des series de Fourier et plus generalement a 
Fanalyse spectrale, il est essentiel d’etudier la situation plus gdnerale ou Fon se 
donne une famille (finie ou infinie) de sous-espaces vectoriels complets orthogo- 
naux deux a deux. 

Le resultat de base est le suivant. 

Theoreme 3.30.1 Soient E un espace prehilbertien et (Ei)i e i une famille de 
sous-espaces vectoriels complets orthogonaux deux a deux. Notons Pi le projec- 
teur orthogonal de E sur Ei et, pour tout x de E, posons x\ = PiX. 

1. Pour tout x G E, la famille (\\xi\\ 2 )i^i estsommable et 

(3.30.1) 5^IW| 2 ^ IM| 2 > inigalite de Bessel. 

i€l 

2. Si V est le sous-espace vectoriel ferme engendre par la reunion des Ei, les 
propriety suivantes sont equivalentes. 

a. x G V. 

b. La famille (xi) ie i estsommable etde somme x. 

c . \\x\\ 2 = Yliei \\ x i\\ 2 > relation de Parseval. 
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3. Pour tout x,y £ V, la famille {(xi\yi))iei> ou yi = Piy, est sommable et 

(*lv) = 

Preuve 1. Pour toute partie finie J £ 5F(J), notons Ej le sous-espace vecto- 
riel engendre par la reunion de la sous-famille ( Ei)i e j . Pour tout x de E , po- 
sons Pjx = YlieJ x i » l es es P aces Ei etant orthogonaux deux a deux, le vecteur 
x - Pjx est orthogonal a Ei lorsque i £ J, done a Ej et ceci prouve que Pj 
est le projecteur orthogonal de E sur Ej. D’apres le theoreme de Pythagore et le 
theoreme 3.28.6, on a done 

^||x i || 2 = ||P J x|| 2 <||a ; || 2 
ieJ 

et ceci prouve 1. 

2. Montrons d’abord l’equivalence de a. et b. Si x appartient a V, pour tout 
£ > 0, il existe une partie finie J £ 7(1) et y £ Ej tels que \\x — y\\ < e. D’apres 
la definition d’une projection, on a 

||z - Pjx II < ||x - y\\ < e 

et, pour toute partie finie K contenant J, Ek D Ej, d’oii 
\\x - Pkx II < ||x - Pjx II < e, 

ce qui prouve que la famille (x. t ) est sommable et de somme x. Reciproquement, 
si la famille (a:*) est sommable et de somme x, les sommes partielles Pjx appar- 
tiennent a V, done x appartient a V car V est ferme. Ceci prouve Equivalence de 
a. et b. 

Quant a l’equivalence de b. et c., elle resulte simplement de l’identitd 

ll*-E*«ll 2 = IN 2 -ElNI 2 - 

ieJ ieJ 

3. Soient x,y € V, on a |(x<||/i)| < ||Xi|| ||yj|| < ^(||a;*|| 2 + ||?/i|| 2 ) ; les fa- 
milies (||xi|| 2 ) et (||j/i|| 2 ) dtant sommables, ceci prouve que la famille ((xj|j/i)) est 
sommable. En utilisant le fait que le produit scalaire est sesquilineaire et continu, 
on a 

(*lv) = (E Xi \ E Vi) = E (**l E Vi) > 

iei jei %£i jei 

oil (*<l HjeiVi) = 12jei( x i\yj) = ( x i\Vi) vu que (x^) = 0 si i ± j ; il en 
resulte que (x|y) = £ ie/ (x<|jfc). QE.D. 

Le cas V = E est particuli&rement interessant, ce qui conduit a la definition 
suivante. 

Definition 3.30.1 On dit qu’un espace de Hilbert E est la somme hilbertienne 
d’une famille (Ei). ieI de sous-espacesfermes orthogonaux deux a deux si 1’ espace 
vectoriel engendre par la reunion des Ei est dense dans E ; on ecrit alors 

E = ®E i . 

iGl 

Le theoreme 3.30.1 se precise alors de la fa$on suivante. 
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Theoreme 3.30.2 Soit E un espace de Hilbert somme hilbertienne d’une f ami lie 
(Ei)i£j de sous-espaces orthogonaux deux a deux . Notons Pi le projecteur ortho- 
gonal de E sur E im 

1. Soient x G E, Xi = P\X, alors la famille (xi)i^j est sommable de somme x 
et \\x\\ 2 = E ie/ ||xi|| 2 . En outre, (x|y) = £ i€/ (x»|j/i) si yzE,yi = Py. 

2. Reciproquement, soit (xi)i^j une famille de E telle que x^ G Ei et 
\\ x i\\ 2 < °°> alors la famille (xi)i^j est sommable et, si x designe sa somme , 

onaxi = PiX pour tout i. 

Preuve Le point 1. resulte du theoreme precedent. Quant a 2., d’apres le theo- 
reme de Pythagore, on a || Y,%£j x i\\ 2 = YieJ ll^ill 2 P our toute partie finie J 
de I et ceci montre que la famille (a;*)^/ verifie le critere de Cauchy, la famille 
(INI 2 )*/ dtant sommable par hypothese. L’ espace E etant complet, la famille 
(xi) ie i est done sommable et, si x designe sa somme, le caractere lineaire et 
continu des projecteurs montre que Xi = PiX. Q.E.D. 

Exercice 3.30.1 Somme hilbertienne externe 1 . Soit (Ei)i^j une famille d’espaces de Hilbert, on 
note indiffdremment (•]•) le produit scalaire sur Ei. On note E l’ensemble des 
x = (xi)ie/ G Uiei Ei tels que ^2 ieI W x * II 2 < 00 • Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 
respace n iG/ E iy que pour tout x = ( Xi) ie j E E,y = ( Pi) i€ / e E , la famille ((xi\yi)) ie j est 
sommable et que 

(x\y) = 

i€l 

d^finit une structure d’espace de Hilbert sur E. On dit que E est la somme hilbertienne externe des Ei 
et on note cet espace Ei. 

2. On note Fi C E les sous-espaces Fi = {x e E ; Xj = 0 pour tout j ^ i}. Montrer que ces 
sous-espaces Fi sont isomorphes aux espaces Ei et que E est la somme hilbertienne (interne !) de la 
famille ( Fi) ieI . 


3.31 Base hilbertienne 

On peut utiliser les resultats precedents lorsque tous les sous-espaces Ei sont de 
dimension 1, ceci conduit & la terminologie suivante. 

Definition 3.31.1 Dans un espace prehilbertien E, une famille d’ elements (e*)i € / 
est appelee une famille orthonormale si (e*|ej) = Sij pour tout i,j G /, Sij 
designant le symbole de Kronecker ; une famille orthonormale totale est appelee 
une base orthonormale ou une base hilbertienne de E. 

Une famille orthonormale est necessairement libre : en effet, supposons qu’il 
existe une relation de liaison Y,iej ^ i e i = 0 ; d’apres le theoreme de Pythagore, 
on a alors Y,itj l'M 2 ll e *ll 2 = d’oii |A*| 2 = 0 pour tout i G J vu que ||e^|| = 1. 
Lorsque l’ensemble d’indice I est fini, il en resulte qu’une base orthonormale est 
une base algebrique : l’espace vectoriel engendre par une telle famille est en effet 
de dimension finie, done ferme, et etant dense par hypothese, il coincide avec E 
(qui est done de dimension finie). Lorsque I est infini, une base orthonormale n’est 
pas une base algebrique. 
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Etant donne une famille orthonormale (e*)^ /, nous noterons Ei le sous-espace 
vectoriel de dimension 1 engendr£ par le seul vecteur e*. On obtient ainsi une 
famille (Ei) i£ j de sous-espaces complets orthogonaux deux a deux, a laquelle on 
peut appliquer le theoreme 3.30.1. Les projecteurs Pi : E -> Ei s’explicitent de la 
faqon suivante : soit x £ E, alors 

X-i PiX £i&i Oil 

le vecteur x - etant orthogonal a e* vu que 

(x - 6ct|ci) = (x\ei) - 6(c<|ct) = 0. 

D’apres le theoreme 3.30.1, la famille (&)i € / appartient a Tespace Z 2 (7; K) et on 
a l’indgalite de Bessel 

(3.31.1) 5>i 2 simi 2 - 

iE/ 

En outre, le theoreme 3.30. 1 fournit des conditions necessaires et suffisantes 
pour qu’une famille orthonormale soit une base hilbertienne, ceci signifiant sim- 
plement V = E. On obtient ainsi les criteres suivants, le dernier critere resultant 
du corollaire 3.28.7. 

Proposition 3.31.1 Soit une famille orthonormale d’un espace prehilber- 

tien E, les proprietes suivantes sont equivalentes. 

a. La famille (ei) i€ j est une base hilbertienne. 

b. Pour tout x de E , la famille (&£*)»€/ est sommable et de somme x. 

c. Pour tout x de E, on a la relation de Parseval 

(3.31.2) M 2 = £>| 2 . 

i£l 

Si E est un espace de Hilbert , ces conditions sont equivalentes a 

d. Soit x € E tel que (x\ e*) = 0 pour tout i G 7, alors x = 0. 

De plus, si ( ei) i£ j est une base hilbertienne, le produit scalaire de deux vec- 
teurs se calcule par la formule 

(3.31.3) (x\ y) = £^ou& = (x| ef) et % = (y|e*). 

Exempie 3.31.1 Considerons Tespace de Hilbert Z 2 (7;IK) et posons 
e i = i$ij) € Z 2 (7;K). La famille (ei) ie i est evidemment une famille orthonor- 
male. Montrons que c’est une base hilbertienne : en effet, soit 

x = ( Xi)iei £ Z 2 (7;K) ; on a alors & = (z| ef) = Xi et le critere c. de la 
proposition 3.31.1 est verifie d’apres la definition meme de la norme de l’espace 
Z 2 (J;K). 

On peut alors interpreter la relation de Parseval de la fagon suivante. 
Corollaire 3.31.2 Soit ( ei) ie j une base hilbertienne d'un espace prehilbertien E t 
Vapplication p : x (&)*€/, ou & = (x|e*), est un isomorphisme d’espace 
prehilbertien de E sur un sous-espace dense de l 2 (I ; K). Si E est un espace de 
Hilbert , p est un isomorphisme de E sur l 2 (I; K). 
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Preuve L’ application p est evidemment lineaire et, d’apres la relation de Parseval, 
p est une isometrie sur un sous-espace de Z 2 (/;K) ; ce sous-espace est partout 
dense car l’image de la base (e*) est la base de l’espace Z 2 (J; K) definie ci-dessus 
(exemple 3.31.1). Lorsque E est complet, ce sous-espace est done complet ; etant 
dense, il est necessairement egal a E . Q.E.D. 

Nous allons montrer que tout espace de Hilbert possede une base hilbertienne ; 
il en resultera que tout espace de Hilbert est isomorphe a un espace l 2 (I; K). 

Theoreme 3.31.3 Tout espace de Hilbert E ^ {0} admet une base hilbertienne. 
En outre , toute famille orthonormale est contenue dans une base hilbertienne . 

Ce theoreme est une consequence immediate du theoreme de Zorn vu les deux 
lemmes suivants. 

Lemme 3.31.4 So it E un espace de Hilbert et soit A T ensemble des parties or- 
thonormales de E ordonne par inclusion. Soit A £ A, les proprietes suivantes 
sont equivalentes. 

1. A est une base hilbertienne de E. 

2. A est un element maximal de A. 

Preuve Ce lemme est simplement une reformulation de ^equivalence des proprie- 
tes a. et d. de la proposition 3.31.1. Q.E.D. 

Lemme 3.31.5 Dans un espace prehilbertien E ^ {0}, T ensemble A des parties 
orthonormales ordonne par inclusion est inductif. 

Preuve L’ensemble est non vide : en effet, soit x G E — {0}, alors 
{x/||x||} e A. D’autre part, si (Ai)i e i est une famille totalement ordonnee de 
A , il est Evident que la reunion de cette famille est une famille orthonormale qui 
majore la famille ( Ai ). Q.E.D. 

Corollaire 3.31.6 Tout espace de Hilbert est isomorphe a un espace de la forme 

Z 2 (/;K). 

Remarque 3.31.1 Un espace prehilbertien ne possede pas necessairement de base 
hilbertienne ; on peut cependant affirmer que tout espace prehilbertien E est iso- 
morphe & un sous-espace d’un espace de la forme Z 2 (/; K) : en effet, si E designe 
le complete de E (remarque 3.27.3), E est isomorphe a un sous-espace (dense) de 
E et il suffit d’appliquer le corollaire precedent a cet espace de Hilbert. 

Les espaces de Hilbert admettant une base hilbertienne denombrable se carac- 
terisent simplement. 

Proposition 3.31.7 Methode d’orthonormalisation de Schmidt Soit E un es- 
pace prehilbertien et soit ( a n ) une suite libre de E. Il existe une unique suite 
orthonormale (e n ) telle que 

1. pour tout p € N, les sous-espaces vectoriels engendres par (a n )o< n <p et 
(e n )o <n<p coincident , 

2. pour tout n € N, (e n | a n ) est un nombre reel > 0. 
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Preuve On raisonne par recurrence. Le vecteur eo est n&essairement de la forme 
tao , d’ou (e 0 |a 0 ) = ^||a 0 || 2 et ||e 0 || = \t\ ||a 0 || ; t doit done Stre reel > 0, d’ou 
t = l/||ao|| et eo = ao/||ao||* Supposons construits les vecteurs (ei)o<»<n et no- 
tons V n le sous-espace engendre par ces vecteurs, sous-espace qui coincide avec 
le sous-espace engendre par les vecteurs (a<)o<»<n* Le vecteur e n +i est necessai- 
rement proportionnel au vecteur b = a n+i - Py it a n + 1 , vecteur non nul d’apres 
l’independance des vecteurs (ai)o<i< n +i- Si e n +i = tb> on a 

(en+l l&n+l) = ^(^|^n+l) = ^ll^ll 

et ||e n +i|| = |t| ||6|| et comme precedemment on en deduit que n£cessairement 
&n+i = b/\\b\\. Q.E.D. 

Corollaire 3.31.8 Un espace prehilbertien E admet une base hilbertienne denom- 
brable si, et seulement si, E est separable. 

Preuve Si E admet une base hilbertienne ddnombrable, E est separable d’apres le 
lemme 3.17.1. Rdciproquement, supposons E separable ; il existe une suite ( x n ) 
partout dense. On note no le plus petit entier tel que x no soit ^ {0}, puis nk+i 
le plus petit entier > nk tel que x Uk+1 n’appartienne pas au sous-espace vectoriel 
engendre par les points {x ni )o<i<k- On construit ainsi une sous-suite (eventuelle- 
ment finie) ( x nk ) qui est libre et qui engendre le m6me sous-espace vectoriel que 
la suite (x n ). Cette suite (x Uk ) est done totale et la proposition precedente per- 
met d’en d&iuire une suite orthonormale totale, e’est-a-dire une base hilbertienne 
ddnombrable de E. Q.E.D. 

Exercice 3.31.1 Soit E un espace prehilbertien separable de dimension infinie, si E n’est pas com- 
plex montrer qu’il existe une famille orthonormale qui n’est contenue dans aucune base orthonormale 
de E [utiliser Pexercice 3.29.1]. 

Exercice 3.31.2 Soient E un espace prehilbertien separable de dimension infinie et (e n ) n eN une 
base hilbertienne de E. On pose a n = e 2 n > b n = n + (l/(2n + l))e2n+i et on note A et B les 
sous-espaces vectoriels fermds engendrds par les suites ( a n ) et (b n ) respectivement. Montrer que dans 
le sous-espace F = A + B, A et B sont des suppldmentaires algdbriques, mais que ce ne sont pas des 
suppldmentaires topologiques. 

Exercice 3.31.3 Dimension hilbertienne 1. Soit E un espace de Hilbert. Si (e*)^/ et ( fj)jqj 
sont des bases hilbertiennes de E> montrer que Card I = Card J : ce cardinal est appele la dimension 
hilbertienne de E [lorsque I et J sont infinis, montrer que J = Uzg/ °& 

A i = {jeJ;(e i \f j )^0} 

et utiliser le lemme 1.9.4 et le thdoreme 1.9.9]. 

2. Montrer que deux espaces de Hilbert sont isomorphes si, et seulement si, ils ont me me dimension 
hilbertienne. 

Exercice 3.31.4 Soient E un espace de Hilbert separable de dimension infinie, (e n ) nG z une base 
hilbertienne de E. On note B et S la boule et la sphere unite de E. 

1. Montrer qu’il existe une unique application lineaire et continue u : E — » E telle que 
u(e n ) = e n+ i pour tout n G Z. Montrer que u est une isometrie. 

2. On pose /( x) = (1/2)(1 — ||x||)eo + u(x ), montrer que / est un homdomorphisme de S sur 
S et de B sur B. 
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3. Montrer que I’application f\g n’admet pas de point fixe. 

4. Soit x € B, montrer que la demi-droite ouverte d’origine f(x) passant par x rencontre S en un 
unique point g(x). Montrer que g : B -> S est continu et que g\s = I s (on dit que S est un idtracte 
de la boule B). 

Note Le thdor&me de Brouwer affirme que toute application continue de la boule unite de R n dans 
elle-meme admet un point fixe ; pour une demonstration de ce th£or&me, consulter n’importe quel 
ouvrage de topologie algdbrique, par exemple C. Godbillon, Elements de topologie algdbrique, Her- 
mann, Paris 1971. L’exercice precedent montre que ce theoieme ne subsiste pas en dimension infinie ; 
cette construction eidmentaire est due k S.Kakutani, Topological properties of the unit sphere in Hilbert 
space, Proc. Imp. Acad. Tokyo, 1943, p. 269-271. 



G - Operateurs compacts 


3.32 Definitions et proprietes elementaires 

Soit E un espace de Banach sur K (=R ou C) et soit T G £(2?) une application 
lineaire et continue de E dans lui-meme. On se propose d’etudier l’operateur 

T\ = A Ie — T ou A G IK. 

On dit que A G K est une valeur reguliere si T\ est un isomorphisme d’e.v.t. 
de E sur E ; on observera que, d’apres le th^oreme de Banach (corollaire 3.1 1.3), 
T\ est un isomorphisme topologique des que T\ est un isomorphisme algebrique. 
L’ ensemble p(T) des valeurs regulieres est appele l’ensemble resolvant de T et si 
A est une valeur r6guli&re, l’op^rateur R( A; T) = (XIe - T) _1 s’appelle la r^sol- 
vante de T au point A. Le complementaire cr(T) de Tensemble resolvant s’appelle 
le spectre de T ; un scalaire A appartenant au spectre est appele une valeur spec- 
trale de l’op^rateur T : ceci signifie simplement que T\ n’est pas une bijection. Si 
T\ n’est pas injectif, on dit que A est une valeur propre : ceci signifie que le noyau 
de T\ 

Ker T\ = {x G E ; Xx — Tx = 0} 

n’est pas reduit a {0} : le sous-espace vectoriel Ker T\ s’appelle le sous-espace 
propre associe a la valeur propre A. 

Remarque 3.32.1 Lorsque E est de dimension finie, toute valeur spectrale est une 
valeur propre. II n’en est rien en dimension infinie, un op&ateur injectif n’est pas 
necessairement surjectif. Considerons par exemple un espace de Hilbert separable 
E de dimension infinie et soit (e n ) une base hilbertienne de E. Pour tout x de E , 
on ax = J2^Lo ou £„ = (x|e n ) ; posons Tx = ££Lo£n e „+i- On definit 
ainsi un operateur T G £(E) injectif car ||Ta:|| = ||x||, mais qui n’est pas surjectif 
vu que T(E) = {eo} x . Autrement dit, 0 est une valeur spectrale de T mais n’est 
pas une valeur propre. 

Remarque 3.32.2 Si (Xi)iei est une famille de valeurs propres distinctes de T, 
Xi G Ker T\ i9 xi ^ 0, des vecteurs propres associes a ces valeurs propres, alors la 
famille ( Xi)i^i est fibre. Sinon, on pourrait trouver une partie finie J de I telle 
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que la famille ( Xj)j e j soit libre et un i e I - J tel que Xi = Yjej l JL j x j^ 
fij ^ 0 ; en appliquant l’operateur T, on aurait alors A ^ = Yj^j A jPjXj, d’ou 
Yje j(Ai ~ = 0 et par consequent (A^ - A*)/^ = 0 pour j e J, ce qui 

est absurde. 

Void un premier resultat elementaire. 

Proposition 3.32.1 Soient E un espace de Banach etTe £(E), V ensemble re- 
solvant p(T) est un ouvert de K et le spectre a(T) est compact ; en outre , lorsque 
ce spectre est non vide 

(3.32.1) r(T)= sup |A| < ||T||. 

A E<t(T) 

Preuve L’ application ip : A E K i-> T\ E &(E) est continue et p(T) est 
l’image r&iproque par ip de l’ensemble ouvert Isom (E\E) (theoreme 3.19.8) ; 
ceci prouve que l’ensemble resolvant est ouvert. Le spectre est done ferme. D’autre 
part, si |A| > ||T||, on a T\ = A (/# — A ~ l T) ou ||A _1 T|| < 1 et la proposition 
3.19.6 montre que T\ est inversible dans L(E) ; ceci prouve la formule (3.32.1) et 
la proposition. Q.E.D. 

Note La quantity r(T) s’appelle le rayon spectral de T. 

Exercice 3.32.1 Soient E un espace de Banach et T e £(E), montrer que l’application 
A E p(T) i-)> R(\ } T) e £(E) est continue. 

Exercice 3.32.2 Soient E un espace de Banach et T n e £(E) une suite d’opdrateurs convergeant 
vers T E £(E) dans Tespace de Banach £{E). Montrer que, pour tout compact K c p(T ), il existe 
un entier no tel que K C p{T n ) pour n > no et que la suite de fonctions R(»;T n ) : K — > £(E ) , 
n > no, converge uniformdment vers 

Etant donne des espaces de Banach E y F et une application lineaire T : E F, 
on dit que T est une application compacte ou que T est un operateur compact si 

(3.32.2) pour tout borne B de E ) T(B) est relativement compact. 

II en resulte que 1’ image par T de toute partie bornde est bornee ; T est done 
necessairement continu. La definition (3.32.2) est evidemment equivalente a 

(3 32 3) i t0Ute SU * tC ^ orn ^ e on P eut extra i fe une sous " 

^ " \ suite ( x Uk ) telle que la suite (! Tx Uk ) converge. 

On observera que, dans la definition (3.32.2), on peut se contenter de prendre 
pour B la boule unite de E ; de m§me dans (3.32.3), on peut supposer que (x n ) 
est une suite de la boule unite de E. 

Exercice 3.32.3 Soient E , F des espaces de Banach et T : E -» F une application lindaire. 

1. Si T est compact, montrer que, pour toute suite (x n ) de E faiblement convergente vers 0, la 
suite ( Tx n ) converge fortement vers 0 [raisonner par 1’ absurde : en extrayant une sous-suite, on peut 
supposer que ||Ta? n || > c > 0, noter que la suite ( Tx n ) converge faiblement vers 0 (proposition 
3. 18.6), puis utiliser le fait que la suite (x n ) est bomde (proposition 3.16. 10) et la compacitd de T pour 
obtenir une contradiction]. 

2. Montrer que la rdciproque est vraie si E est rdflexif [utiliser le thdor&me 3.17.1 1]. 
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Exercice 3.32.4 On considdre un espace de Hilbeit E admettant une base hilbertienne ddnombrable 
(e n ), un espace de Banach F et une application lindaire continue T : E — > F tels que la sdrie 
ll^nll 2 so ‘ t convergente, montrer alors que T est un opdrateur compact [utiliser l'exercice 
3.32.3 : si ( Xj ) est une suite de E convergeant faiblement vers 0 , on pourra dcrire pour p £ N 

p oo 

Tx o = ^2(xj\e n )Te n + ( Xj\e n )Te n 

n= 0 n=p+ 1 

et majorer le dernier terme gr&ce h Cauchy-Schwarz]. 

Exercice 3.32.5 Soient E n (n = 1,2,3) des espaces de Banach de norme || • || n tels que 
Ei C E 2 C Ez, l’injection canonique i : E\ -* E 2 dtant compacte et l’injection canonique 
j : E 2 — > E$ continue. Montrer que, pour tout e > 0, il existe C e > 0 tel que 

M 2 < e M 1 + Ce IMb pour tout x E E\ . 

[on pourra raisonner par l’absurde, c’est-^-dire supposer qu’il existe e > 0 et une suite (x n ) de la 
sphdre unite de E\ telle que e + n||rr ||3 < ||®n||2]* 

Exercice 3.32.6 Soit T : E — > F un opdrateur compact, E et F dtant des espaces de Banach, 
1’espace E est supposd reflexif. On note || • || la norme de l’espace E et on considdre sur E une autre 
norme || • || ; ddfinissant une topologie moins fine que la norme || • ||. Montrer que, pour tout e > 0, il 
existe C e tel que 

\\Tx\\ < e ||a?|| + Cell^ll' pour tout a: € E . 

[on pourra raisonner par l’absurde, on suppose qu’il existe e > 0 et une suite (jc n ) de la sphere unitd 
de (£?, || • ||) telle que e + nH^nll' < ||Ta? n || ; utiliser alors le thdordme 3.17.1 1 et l’exercice 3.32.3] 

Proposition 3.32.2 7. L’ ensemble X (E; F) des applications compactes de E dans 
F est un sous-espace vectoriel ferme de £>(E] F). 

2. Soient E y F t G des espaces de Banach , S G &{E\ F) etT G £(F; G) ; si 
rune des applications 5, T est compacte , V application T o S est compacte. 

3. Soient T G X(E] F), Eq un sous-espace ferme de E et Fq un sous-espace 
ferme de F contenant T(Eo), alors V application T\e () : Eq -» Fo est compacte. 

Preuve 1. Soit B la boule unite de E, si T : E — > F est une application compacte, 
T(B) est relativement compact ; pour tout scalaire A, (A T)(B) = XT(B) est re- 
lativement compact, ce qui prouve que l’operateur AT est compact. Si S : E — > F 
est une autre application compacte, T inclusion ( S + T)(B) C S(B) + T(B) 
montre que ( S + T)(B) est relativement compact, ce qui prouve que S + T est un 
opfrateur compact et que X (E\ F) est un sous-espace vectoriel de £(£?; F). Mon- 
trons que ce sous-espace est ferme. Soit ( T n ) une suite de X(E\ F) convergeant 
dans l’espace &(E\ F) vers une application T G £(E; F). Etant donne e > 0, il 
existe un entier n tel que ||T — T n \\ < e ; T n (B ) est relativement compact, done 
precompact : il existe une partie finie A C F telle que T n (B) C Uj/eA ^)- D 
en resulte que T(B) c |J v ^a 2e) et ceci prouve que T(B) est precompact, 

done relativement compact (F est complet) ; l’operateur T est done compact, ce 
qui prouve le resultat voulu. 

2. se verifie aisement, 1* image par une application lineaire et continue de tout 
borne (resp. relativement compact) etant bornee (resp. relativement compacte). 
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3. Si B est la boule unitd de E, B 0 = B n £0 est la boule unitd de E 0 . On a 
alors 

(T|^ () )(5 0 ) = T(B n E 0 ) c T(B) H T(Eo) C T(B) nF 0 cKnF 0 
ou K — T(B) est une partie compacte de F. Le sous-espace Fo etant ferme, 
K n Fo est compact et ceci prouve que (T|^ 0 )(5o) est relativement compact dans 
Fo, d’ou le resultat voulu. Q.E.D. 

Un operateur T : E -> F est dit de rang fini si 1’ image T(E) est de dimen- 
sion finie. Tout operateur (continu) de rang fini est evidemment compact ; toute 
limite d’operateurs de rang fini est done compacte. Banach avait conjecture que 
reciproquement tout operateur compact est limite d’operateurs de rang fini ; on 
sait maintenant (Enflo, 1972) que cette conjecture est fausse. On a cependant la 
Proposition 3.32.3 Si F et un espace de Hilbert , le sous-espace des operateurs 
de rang fini est dense dans X (F; F). 

Preuve Soit B la boule unite de E et soit e > 0 ; si T : E — > F est un opdrateur 
compact, T(B) est prdcompact : il existe une partie finie Ac F telle que 

T(B) C [J B(y;e). 

yeA 

Soit G le sous-espace de dimension finie engendre par A et soit P le projecteur 
orthogonal de F sur G. L* operateur P o T : E F est de rang fini et pour tout 
x de B il existe y E A tel que \\y - Tx\\ < e , d’oh d(Tx, G) < € , e’est-a-dire 
|| Tx — P(Tx) || < e et ceci prouve que \\T - P o T\\ < e. Q.E.D. 

La notion d’operateur compact permet de reformuler le theoreme 3.7.4 de 
Riesz sous la forme suivante. 

Proposition 3.32.4 Soit E un espace de Banach , V application identique 
Ie : E E est compacte si, et seulement si, E est de dimension finie. 

Lorsque E = F, on pose X (E) = X(E; E). 

Corollaire 3.32.5 Soit T E X (E) un operateur compact, alors le noyau de l* ap- 
plication Ie ~T est de dimension finie. 

Preuve Le noyau N = Ker (Ie — T ) est un sous-espace ferme de E et Tx = x 
pour x E N : autrement dit, la restriction de T a N est egale a 1’ application 
identique de N. D’apres la proposition 3.32.2, cette application identique In est 
compacte et il en resulte que N est de dimension finie. Q.E.D. 

Corollaire 3.32.6 Soit T E X (E) un operateur compact, si E est de dimension 
infinie, 0 est une valeur spectrale. 

Preuve En effet, si 0 est une valeur reguliere, T est un isomorphisme de E sur E ; 
d’apres la proposition 3.32.2, l’operateur Ie = T oT" 1 est compact et E est done 
de dimension finie. Q.E.D. 

Quant a l’image de Ie — T, on a la 

Proposition 3.32.7 Soit T E X (E) un operateur compact, alors Ie — T est a 
image fermee. 
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Preuve Posons T\ = Ie — T, F = Ker Ti ; ce sous-espace F de dimension finie 
(corollaire 3.32.5) admet un supplementaire topologique G (corollaire 3.13.13) et 
Ti \g ' G —> T\ ( E ) est une bijeclion lineaire et continue. Nous allons montrer que 
la bijection r&iproque est continue ; ceci prouvera que T\(E) est isomorphe & G 
et, G etant complet (car ferme), que Ti(F) est complet, done ferme. II s’agit de 
demontrer l’existence d’une constante c > 0 telle que ||a;|| < c ||Tix|| pour tout x 
de G. Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe une suite ( x n ) de G telle 
que 

IM = 1 et lim T\x n = 0. 

n-» oo 

L’operateur T etant compact, modulo l’extraction d’une sous-suite on peut sup- 
poser que la suite ( Tx n ) est convergente : notons y sa limite. Etant donne que 
x n = Tx n + Tix n , la suite ( x n ) converge vers y. On a alors ||y|| = 1 ,y € G 
(G est ferme) et Ty = y , e’est-a-dire y G F, d’ou y = 0, F et G etant des 
suppldmentaires, ce qui est contradictoire avec ||?/|| = 1. Q.E.D. 

En resume, si T G % (E) est un operateur compact, l’operateur T\ = Ie — T 
a un noyau de dimension finie et une image fermee. II s’agit la de deux proprietes 
lbndamentales des operateurs compacts. Par dualite, on pourra alors etudier plus 
precisement le spectre de T grace au theoreme suivant. 

Theoreme 3.32.8 Schauder Soient E , F des espaces de Banach etT G L ( E ; F), 
alors T est un operateur compact si, et seulement si, l T est un operateur compact. 

Preuve 1 . Supposons l’operateur T compact et soit (y' n ) une suite de la boule unite 
de F f : < 1. Si Be d^signe la boule unite de E,K = T(Be) est compact ; 

posons u n = y' n \x ; on definit ainsi une suite (u n ) de l’espace Q U (K;K) et cette 
suite est relativement compacte d’apres le theor&me d’Ascoli : on a en effet, pour 
tout entier n et tout y, z e K, 

\u n (y)\ < ||j/|| et Ms/) - u n (z ) I < \\y - z\\. 

II existe done une sous-suite (u Uk ) qui converge uniformement vers une fonction 
u G e u (F; K) ; etant donne que 

SU P KlC oT )( x ) - (uoT)(x)\ < sup \y' n (y) - u(t/)|, 

x€B, s y€K 

la suite (y f nk o T) de E' converge uniformement sur la boule unite de E ; elle est 
done convergente dans E' et il en resulte que l T est un operateur compact vu que 

i»r = Ti4, 

2. Reciproquement, supposons l’operateur % T compact, alors l’operateur 
U T : E " -> F" est compact. D’apres (3.18.13), l’application jp °T est done 
compacte : jp(T(BE)) est relativement compact dans F" et, jp etant une isome- 
trie sur un sous-espace ferme de F", T(Bp) est relativement compact dans F, ce 
qui prouve que T est un operateur compact. Q.E.D. 

Remarque 3.32.3 Etant donne que t (XlE — T) = XI e' ~ les operateurs T et 
l T ont le meme spectre d’apres la proposition 3.18.7, soit a(T ) = cr^T). 
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Exercice 3.32.7 On suppose 1 < p < q < oo, montrer que 1* injection canonique de l p ( N; R) dans 
l q ( N; R) (exercice 3.24.9) n’est pas compacte [utiliser la suite (e n ) ou e n = = 0 si 

m ^ net 6% = 1]. 

Exercice 3.32.8 Soit X un espace mdtrique compact et soit 0 < /z' < /* < 1, montrer que 
c Q° ttA \X\R) (exercice 3.9.6) et que l’injection canonique est compacte [si (/ n ) est 
une suite bornde dans Tespace e 0,At (X;R), on vdrifiera d’abord, en utilisant le thdor&me d’Ascoli, 
qu’il existe une sous-suite convergeant uniformdment vers une fonction / e Q° tP (X]R) ; on mon- 
trera ensuite que cette sous-suite converge vers / dans l’espace 6°*^ ( X ; R)]. 


3.33 Analyse spectrale des operateurs compacts 

Nous utiliserons les lemmes suivants ; le premier est un lemme d’algebre elemen- 
taire. 

Lemme 3.33.1 Soient E et F deux espaces vectoriels en dualite, un sous-espace 
vectoriel M de F est de dimension finie si , et seulement si , le sous-espace vectoriel 
M° est de codimension finie ; on a alors 

dim M = codim M°. 

Preuve 1. Si M est de dimension finie n, montrons que E se decompose en une 
somme directe de la forme E = M° 0GouG est de dimension n. 

Soit (yi)i<i< n une base de M et soit ip : E IK n Tapplication lineaire 
c p{x ) = (< x y yi >)i<i < n - Cette application est surjective car toute forme lindaire 
sur K n nulle sur tp(E) est identiquement nulle (corollaire 3.13.8) : en effet, soit 
Tz = i A iZi, Z — ( Zi)l<i<n G K n une telle forme lineaire ; alors 

n n 

0 = ^ A i < X } Hi >=< X , ^2 > P our tout x e 

i= 1 i=l 

d’ou Y17=i A»2/i = 0 et > l es Vi & ant lineairement independants, A* = 0 pour tout 
iG J. 

II existe done Xj G E tel que < Xj,yi >= % pour tout i,j, oil Sij = 0 si 
i j et Sa = 1. Ces Xj sont lineairement independants : une relation de liaison 
Y%=iH x j = 0 implique en effet 0 = < x ^y% >= IM- Soit G le 

sous-espace vectoriel de dimension n engendre par ces n points Xj ; montrons que 
G est un suppldmentaire algebrique de M°. Tout x de E s’ecrit d’une maniere 
unique x = y + z oil y€ M° et z = i N x j e G : on a necessairement 
Pj =< x y yj > et y = x - i f JL j x j appartient bien alors a M°. 

2. Reciproquement, on suppose M° de codimension finie p. Montrons que M 
est necessairement de dimension finie. Raisonnons par l’absurde, supposons M de 
dimension infinie. II existe alors un sous-espace vectoriel N de M de dimension 
p + 1 ; on a N° D M° oil N° est de codimension p + 1 d’apres 1. et M° de 
codimension p : ceci est absurde. Q.E.D. 
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Lemme 3.33.2 F. Riesz Soient E un espace de Banach et F un sous-espace ferme 
distinct de E , alors, pour tout e E]0, 1[, il existe x E E - F tel que ||x|| = 1 et 
d(x , F) > e. 

Preuve Soit a € E - F, F etant ferme d(a, F) = a > 0 et il existe b E F tel que 
|| a - b\\ < ae~ 1 . Montrons que le point x = \\a — b\\~ l (a — b) convient. Il est 
clair que x E E - F, \\x\\ = 1 et, pour tout y de F, x — y = ||a - 6|| _1 (a - z) ou 
z = b+ ||a - b\\y appartient a F, d’ou ||x - 1 /|| > ||a - 6|| -1 a > e, ce qui prouve 
que d(x, F) > e. Q.E.D. 

Le rdsultat fondamental est alors le suivant. 

Theoreme 3.33.3 Soient E un espace de Banach , T E X (E) un operateur com- 
pact et T\ = XI e - T, l T\ = XI e' - l T ou X e K est suppose different de 
0. 

7. U operateur T\ est injectif si, et seulement si, il est surjectif. Toute valeur 
spectrale non nulle est done une valeur propre. 

2. Les sous-espaces Ker T\ et Ker l T\ sont de dimension finie, les sous-espaces 
Im T\ et Im l T\ sontfermes, de codimension finie et 

(3.33.1) dim Ker T\ = dim Ker l T\ = codim Im T\ = codim Im l T\ y 

(3.33.2) ImT\ = ( Ker l T A )° et Im l T\ = { KerT x )°. 

3. Toute valeur propre non nulle est isolee dans le spectre. Par suite, le spectre 
cr(T) est une partie compacte denombrable dont 0 est le seul point d’ accumulation 
eventuel. 

Preuve Pour la demonstration de 1 et 2 on peut supposer A = 1. 

l,a. Montrons d’abord que, si est injectif, T x est surjectif. On raisonne par 
l’absurde : supposons T x non surjectif. Posons F n = Tf(F) pour n > 1. On peut 
ecrire Tf = Ie — S n ou l’operateur S n est compact d’apres la proposition 3.32.2 ; 
d’apres la proposition 3.32.7, F n est un sous-espace ferme de E. Par ailleurs, on 
a pour n > 1 F n+X c F n ; montrons que toutes ces inclusions sont strides : en 
effet, si F n = F n+ i, pour tout y E E il existe x E E tel que T{ l y = T™ +1 x, 
d’ou Tf (TiX - y) = 0, soit T\x — y d’apres l’injectivite de T x et T x serait done 
surjectif contrairement a l’hypothese. On peut done utiliser le lemme 3.33.2 ; soit 
0 < e < 1, il existe x n E F n - F n+X tel que ||x n || = 1 et d(x n , F n+X ) > e. Pour 
toutp,</ > 1, on a 

TXp TXp+q — - Xp 

ou x p>q = Xp+ q +T\Xp- TiXp+q appaitient a F p+X et par consequent 

\\TXp — TXp+q\\ > £. 

Ceci montre que la suite { Tx n ) n’admet aucune sous-suite convergente et, la suite 
(x n ) etant bornee, ceci contredit la compacite de T. 

l,b. Montrons ensuite que, si T x est surjectif, T x est injectif. D’apres (3.18.8), 
l’operateur 4 T X est injectif ; cet operateur etant compact (theoreme 3.32.8), il est 
surjectif d’apres l,a. et (3.18.9) montre alors que T x est injectif. 
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2, a. Les sous-espaces Ker Ti et Ker *Ti sont de dimension finie d’apres le 
corollaire 3.32.5. Les sous-espaces Im T\ et Im *7i sont fermes d’aprfcs la pro- 
position 3.32.7 ; (3.33.2) resulte alors du theoreme 3.18.10 et, d’aprfcs le lemme 
3.33.1, Im T\ et Im sont de codimension finie et 

(3.33.3) codim Im T\ = dim Ker *Ti, 

(3.33.4) codim Im = dim Ker T\. 

2,b. Demontrons ensuite que 

(3.33.5) codim Im Ti < dim Ker Ti. 


Posons d = codim Im Ti, d! = dim Ker T\ et supposons d > d'. D’aprfcs les 
corollaires 3.6.13 et 3.13.13, Ker Ti et Im T\ admettent des supplementaires to- 
pologiques, soit E = Ker T\ 0 F = Im T\ 0 G ; G est un sous-espace de 
dimension finie dgale h d. Notons P : E -+ Ker Ti le projecteur lineaire associe 
a la premiere somme directe. Etant donnd que d! < d, il existe une application 
lineaire injective Q : Ker 7\ -+ G et cette application ne peut etre surjective. 
Considerons alors l’opdrateur R\ = Ie — R oil R = T — Q o P. L’operateur 
Q o P est de rang fini, done R est compact. Vdrifions que R\ est injectif : suppo- 
sons R\x = Tix + Q(P(x)) = 0 ; on a T\x £ Im Ti et Q(P(x)) £ G , d’ou 
T\x = Q(P(x)) = 0, e’est-^-dire x £ Ker Ti et Px = 0 ( Q est injectif) et par 
consequent x = 0. D’apres 1., R\ est done surjectif ; or, R\ = Ti + Q o P, done 
Ri(E) C Im Ti 0 Im Q et, Q n’etant pas surjectif, Ri ne peut pas etre surjectif. 
L’hypothfese d' < d est done absurde : ceci demontre (3.33.5). 

2,c. D’aprfcs (3.33.3) et (3.33.4), on en ddduit que 
dim Ker < dim Ker Ti, 


d’oii en rempla^ant T\ par l T\ 

dim Ker U T\ < dim Ker < dim Ker T\. 

D’aprfes (3.18.13), on a Ker Ti = ^(Ker tt Ti), d’ou 
dim Ker Ti < dim Ker U T\ 

et il en resulte que dim Ker T\ = dim Ker 4 Ti, ce qui prouve (3.33.1). 

3, a. Montrons que toute valeur propre A ± 0 est isotee. Raisonnons par 1’ ab- 
surde. Supposons qu’il existe une suite A n £ cr(T), A n ^ A, A n ^ 0 et A p ^ \ q 
si p ^ q> telle que A = lim n _>oo A n . Soit x n ^ 0 un vecteur propre associe & la 
valeur propre A n . La suite (x n ) est fibre, done le sous-espace vectoriel E n engen- 
dr 6 par les points (^ P )i< P <n est de dimension n. L’inclusion E n _i c E n etant 
stricte, on peut appliquer le lemme 3.33.2 ; soit 0 < € < 1, il existe y n £ E ni 
\\y n \\ = 1 tel que d(y ni E n _ i) > e. Pour p > 2 et q > 1, on peut ecrire 
Ty p + q Ty p _ 


A p+g 


— yp+q z p,q 


ou z p>q appartient a E p + q -\ : en effet, Ty p /\ p £ E p car T(E P ) c 

Ty p /X p € Ep+q-i et, si y p+q = Yn=i Vi x i> on a 

p+q - 1 

Typ+q ~ ^p+qyp+q = ^ ^ (^i — ^p+q)fti x i £ -®p+g— 1» 

i= 1 


E p , d’ofi 
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cTou Ty p+q /\ p + q - y p + q € E p+q _ 1 . Ceci prouve que z PtQ appartient a E p+q - i, 
d’ou 

II Ty p +q/\ p + q — Ty p /X p \\ > e 

et il en resulte que la suite (Ty n /X n ) ne contient aucune sous-suite convergente, 
ce qui est contraire a la compacite de Poperateur T, la suite (y n /A n ) etant bornee. 
3,b. On en deduit que le spectre est denombrable, car 

oo 

o{T) - W = U ^ 

71=1 

ouA n = a(T)n{XeK; |A| > 1/n} est compact et discret, done fini. Q.E.D. 

Remarque 3,33.1 L’alternative de Fredholm Considerons Pequation d’incon- 
nue x e E 

(3.33.6) Xx — Tx = y, AgK. 

Si A € p(T), cette equation admet une unique solution quel que soit y G E, a 
savoir x = R( A; T)y. 

Si A € cr(T), A^O, l’ensemble des solutions de Pequation homogene, e’est- 
h-dire pour y = 0, est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0 
et Pensemble des solutions de Pequation Xy ' — l Ty' = 0 est un sous-espace vec- 
toriel de E f de meme dimension n d’aprfes (3.33.1). D’apres (3.33.2), Pequation 
(3.33.6) admet alors des solutions si, et seulement si, < y\y >= 0 pour tout y f 
solution de Xy' - t Ty f = 0 , e’est-a-dire si y verifie n conditions lineaires, lineai- 
rement independantes ; Pensemble des solutions de (3.33.6) est alors de la forme 
xo + Ker T\ oh a?o est une solution particuli&re, il s’agit d’un sous-espace affine 
de dimension n. 

Remarque 3.33.2 Operateur a indice Soient E et F des espaces vectoriels et 
T : E -> F une application lindaire. On dit que T admet un indice ou que T est 
un operateur de Fredholm si le noyau de T est de dimension finie et si P image de 
T est de codimension finie ; on definit alors P indice de T ainsi 

X (T) = dim Ker T - codim Im T € Z. 

Si T G %(E) est un operateur compact, le theoreme precedent montre que T\> 
A 7 ^ 0, est un operateur h indice et d’indice nul. Dire que Pindice est nul signifie 
que le nombre de conditions lindairement independantes que doit verifier y pour 
que Pequation (3.33.6) admette des solutions est egal a la dimension de Pespace 
des solutions ; il s’agit la d’une propriete tout a fait remarquable des opdrateurs 
compacts. 

Lorsque E est un espace de Hilbert, dans Penonce du theoreme 3.33.3, on 
peut substituer a Poperateur l T\ Padjoint de Poperateur T\ , e’est-a-dire Popera- 
teur Tj = XIe - T*, la formule (3.33.2) s’ecrivant alors Im T\ = ( Ker T^)- 1 . 
Lorsqu’il existe des proprietes supplementaires de Poperateur T lides a la structure 
hilbertienne de E , le theoreme 3.33.3 peut etre precise comme nous allons le voir 
pour des operateurs normaux ou hermitiens. 
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Exercice 3.33.1 Soient E un espace de Banach, T n 6 %(E) une suite d'opdrateurs compacts 
convergeant vers T E % (E) dans 1 ’espace de Banach £(E) et soit A n E <r(T n ). Montrer que toute 
valeur d’adhdrence de la suite (A n ) appartient au spectre de T. 

Exercice 3.33.2 Soient 1 < p, q, r < oo tels que 1/r = 1/p + 1/q, y E l q ( N;K) et 
T : / P (N; K) -> F(N; K) l’application lindaire continue x »-> xy. Montrer que T est un opdrateur 
compact si, et seulement si, lim n ->oo yn = 0 (condition toujours vdrifide si q est fini) [pour ddmontrer 
que la condition est ndcessaire lorsque q = oo, utiliser le thdordme 3.33.3 ; pour la condition suffisante, 
verifier que T est la limite d’une suite d’opdrateurs de rang fini]. 

Exercice 3.33.3 1. Soient F, F des espaces vectoriels, T : E F une application lindaire et soit 
Eo un sous-espace vectoriel de E de codimension finie. On pose To = T\b 0 ■ Eq F. 

a. Montrer que Ker To = Ker T fl Eq. 

b. Dans l’espace vectoriel Ker T, soit E\ un suppldmentaire algdbrique de Ker To. Montrer qu’il 
existe un sous-espace vectoriel E 2 de E tel que E = Eo © E\ © E 2 (somme directe algdbrique). 

c. Montrer que Im T = Im To © T(F 2 ). 

d. En ddduire que T est de Fredholm si, et seulement si, To est de Fredholm et que 

X(T) = A(To) + codim Eo. 

2. Soient F, F, G des espaces vectoriels, T : E F y S : F G deux opdrateurs de Fredholm. 
Soit Eo un suppldmentaire algdbrique de Ker T : E = Ker T © .Eo- En dcrivant l’opdrateur 

(SoT)| Eo :E 0 ->G 

comme le composd des opdrateurs T\e 0 : Eo ► Im T et 5|i m t : ^ G, montrer que S oT 

est de Fredholm et que 

X(SoT) = X(S) + X(T). 

3. Soient E , F des espaces vectoriels et T : E — > F une application lindaire. Soit Fo un sous- 
espace vectoriel de dimension finie de F, on note 7 : E x Fo -> F l’application lindaire 

7 : (x, y) E E x Fo y - Tx E F. 

Montrer que T est de Fredholm si, et seulement si, 7 est de Fredholm et que 

X(T) = X(T) + dim F 0 . 

Exercice 3.33.4 Soient E et F des espaces de Banach. 

1. Soit T e£(E\ F) un opdrateur de Fredholm. 

a. Soit Eo un suppldmentaire topologique de Ker T et soit Fo un suppldmentaire algdbrique 

de Im T 

E = KerT©F 0 etF = ImT©F 0 . 

Montrer que 1’ application 

7 : (x, y) E Eq x Fo »-> y - Tx E F 
est un isomorphisme topologique. 

b. En ddduire que T est a image fermde (pour un rdsultat plus gdndral dans le cadre des 
espaces de Frdchet, voir l’exercice 3.1 1.6). 

2. En utilisant le thdoreme 3.18.10, montrer qu’un opdrateur T E £(F; F) est de Fredholm si, et 
seulement si, l’opdrateur *T E £(F 7 ; E f ) est de Fredholm ; on a alors 

X(T) + X( t T) = 0. 

3. a. Soit T E £(F; F) un opdrateur de Fredholm et soit S E £(F; F). Les sous-espaces Eo et 
F 0 ayant la meme signification qu’a la question l,a., montrer qu’il existe e > 0 tel que, pour ||£|| < e, 
l’opdrateur 

U : (x,y) € Eo x Fo y — (T + S)(x) E F 
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est un isomoiphisme. 

b. En utilisant 1’exercice 3.33.3, en d£duire que 1’ensemble Fredh (E; F) des operateurs de Fred- 
holm est ouveit dans L(E\ F) et que l’application 

X:Te Fredh (E\ F) i-> X(T) G Z 


est continue. 

c. En raisonnant de fa?on similaire, montrer que T + S est de Fredholm si T G Fredh (E\ F) est 
de Fredholm et S G %{E\ F) compact ; de plus X{T + S) = X(T). 


3.34 Operateurs compacts normaux et hermitiens 

Soit E un espace de Hilbert, un op^rateur T e £(E) est dit normal s’il commute 
avec son adjoint, c’est-a-dire si TT* = T*T ; il est dit hermitien (lorsque K = R 
on dit que T est symdtrique) si T = T*. Un opdrateur hermitien est 6videmment 
normal. 

Si T est un op^rateur hermitien, ( Tx\x ) 6tant rdel pour tout x G E, on dit que 
T est positif si (Tx \x) > 0 pour tout x et que T est defini positif si ( Tx\x ) > 0 
pour tout x ± 0. Si T est un op^rateur hermitien positif, la forme hermitienne 
(x, y) i-> ( Tx\y ) est positive et, d’apres l’inegalite de Cauchy-Schwarz, on a done 

(3.34.1) \(Tx\y)\ 2 < (Tx\x)(Ty\y) pour tout x, y G E. 

II en r^sulte qu’un operateur hermitien positif est defini positif si, et seulement si, 
il est injectif. 

Exercice 3.34.1 Soit E un espace de Hilbert, sur £(E) montrer que la relation «T — S est un 
operateur hermitien positif» est une relation d’ordre qui sera notde S < T. En particular, T > 0 
signifie que T est un operateur hermitien positif. 

Exercice 3.34.2 Soient E un espace de Hilbert et T G £(E) un operateur hermitien positif, montrer 
que, pour tout entier k G N, T k est un op&ateur hermitien positif [distinguer selon la parity de &]. Si 
P G R+ [X] est un polynome a coefficients positifs, P(T) est un operateur hermitien positif. 

Exercice 3.34.3 Soient E un espace de Hilbert et ( T n ) une suite croissante (pour la relation d’ordre 
definie a l’exercice 3.34. 1) d’operateurs hermitiens, si cette suite est bomee dans £(£), montrer qu'elle 
converge simplement vers un operateur hermitien T G £(E) [montrer que la suite ((T n aj|a:)) converge 
et, si T Pt q =T q —T p ,p < q , majorer \(T Ptq x\y)\ grfice h Cauchy-Schwarz]. Si les T n sont positifs, 
il en est de m6me de T. 

Exercice 3.34.4 Soient E un espace de Hilbert et T\ , T 2 G £(E) deux operateurs hermitiens posi- 
tifs tels que T\ = T| et qui commutent, montrer alors que T\ = T 2 [noter que 

(Ti+T 2 )(Ti-T 2 ) = 0 

et, si y = (T\ - T 2 )®, que (T\ + T 2 )y = 0 ; en deduire que {Tiy\y) = 0, i = 1,2, puis Tiy = 0 et 
(Ti - T 2 ) 2 x = 0 ; conclure]. 

Pour dtudier le spectre des operateurs hermitiens, nous utiliserons le lemme de 
Lax-Milgram. Voici d’abord une definition. 
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Definition 3 . 34.1 Un operateur T G £(E) est dit coercifs’il existe une constante 
c > 0 telle que 

(3.34.2) \(Tx\x)\ > c\\x\\ 2 pour tout x G E. 

Proposition 3 . 34.1 Lemme de Lax-Milgram Soit E un espace de Hilbert , un 
operateur coercifT G £(E) est un isomorphisme de E sur E et ||T _1 || < c“\ 
c > 0 etant la constante figurant dans (3.34.2). 

Preuve On a d’apr&s Cauchy-Schwarz 

c\\x\\ 2 <\(Tx\x)\<\\Tx\\ INI, 

d’ou c||x|| < \\Tx\\. II en resulte que T est injectif et que T _1 : T(E) -» E 
est continu ; ceci prouve que T(E) est isomorphe a E , done ferme car complet. 
Pour conclure, il suffit de verifier que l’orthogonal de T(E) est r£duit a {0}. Or, si 
x G T(E) 1 - , on a (Ty \x) = 0 pour tout y G E et en particulier pour y = x, d’ou 
(Tx \x) = 0. Vu la coercivite de T, on en deduit x = 0 et le resultat voulu. Q.E.D. 

Proposition 3 . 34.2 Soit T G &(E) un operateur hermitien , alors le spectre de T 
est reel et 

(3.34.3) || J R(A;T)|| < ISmAI” 1 si X ^R. 

En outre, si E ^ {0}, en posant 

a = inf (Tx |x), /3 = sup (! Tx\x ), 

M =1 ||x||=i 

on a a(T) c [a, (3\et a G cr(T), f3 G cr(T). 

Preuve 1. Soit A = o + it avec t^O ; ( Tx\x ) etant reel, 

ICTa*|*)| = |a|M| 2 -(Tx|x)|>|t| ||x|| 2 . 

D’apres le lemme de Lax-Milgram, T\ est un isomorphisme, soit A G a(T) et la 
norme de la resol vante est < |9m A| _1 . 

2. Montrons que (3 appartient au spectre de T. D’apr&s la definition de /?, 
l’opdrateur hermitien Tp est positif, d’ou \(Tpx\y)\ 2 < (Tpx\x)(Tpy\y) d’aprds 
Cauchy-Schwarz et, vu que \\Tpx\\ = supu^u^! \(Tpx\y)\, il existe une constante 
c > 0 telle que ||T^a:|| 2 < c (Tpx \x) pour tout x de E. Il existe d’autre part une 
suite ( x n ) de E telle que 

||x n || = let lim (Tx n \x n ) = /?; 

n—> oo 

l’inegalite precedente montre que la suite ( Tpx n ) converge vers 0 et, si f3 etait 
dans l’ensemble resolvant, la suite ( x n ) convergerait vers 0, ce qui est absurde. 
Ceci prouve que (3 appartient au spectre. 

3. Tout reel A > (3 appartient a l’ensemble resolvant. On a en effet 

(T\x\x) > c \\x\\ 2 ouc = A- /3>0 

et on conclut avec le lemme de Lax-Milgram. 

4. En remplagant T par — T, on en deduit que a appartient au spectre et que 

tout reel A < a appartient a l’ensemble resolvant. Q.E.D. 
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Cette proposition montre que, si E ^ {0}, le spectre d’un operateur hermitien 
n’est pas vide. On en ddduit egalement que le spectre d’un operateur hermitien 
positif est contenu dans la demi-droite [0, +oo[. 

Void une formule tr&s simple donnant le rayon spectral d’un operateur hermi- 
tien. 

Proposition 3.34.3 SoitT e £(£), E ^ {0}, un operateur hermitien, alors 

(3.34.4) r(T) = ||T|| = sup |(Tx|x)|. 

Il*ll=i 

Preuve D’apres la proposition precedente, on a 

sup |(Tx|x)| = max(|a|, |/3|) = r(T) 
ll*ll=i 

et il s’agit de verifier que ||T|| = supy^u^ \(Tx\x)\. Notons A cette borne supe- 
rieure, on a \(Tx\x)\ < ||T|| ||x|| 2 , d’ou A < ||T||. D’autre part, la forme (Tx\y) 
6t ant hermitienne, on a 

4Sfte (Tx\y) = (T(x + y)\x + y) - ( T{x - y)\x - y ), 

d’ou 

4|Sfte (Tx\y)\ < A(||x + yf + ||x - yf) = 2A(\\xf + ||y|| 2 ). 

Lorsque y est different de 0, remplagons y par ||x||/||2/|| y, on obtient 
\$le(Tx\y)\ < A\\x\\ ||y|| et, en prenant y = Tx, ||Tx|| 2 < -4||x|| ||Tx||, d’ou 
||Tx|| < A\\x\\ et ||T|| < A. Q.E.D. 

Remarque 3.34.1 Si T est un operateur hermitien, il existe done une valeur spec- 
trale de module ||T||. Si T est un operateur normal et si K = C, on peut demon- 
trer (en utilisant la theorie des fonctions holomorphes) que ce resultat subsiste : le 
spectre est non vide et r (T) = ||T|| . Ceci est en defaut sur M car le spectre peut etre 
vide comme le montre l’exemple suivant. On considde l’espace E = R 2 muni de 
sa structure euclidienne usuelle et la rotation d’angle 7t/2, T : (x, y) i-> (— y y x) ; 
on verifie aisement que T* = — T et par consequent T est normal ; dans la base 
canonique de R 2 , T a pour matrice representative la matrice 



et cette matrice n’a pas de valeur propre reelle, ce qui prouve que le spectre de T 
est vide. 

Exercice 3.34.5 Soient E un espace de Hilbert et T un operateur hermitien positif tel que 
||T|| < 1, montrer que l’opdrateur Ie -T est un operateur hermitien positif et que \\Ie - T\\ < 1 
[utiliser la proposition 3.34.3]. 

Exercice 3.34.6 Racine carree des operateurs herniitiens positifs Soient E un espace de Hilbert 
et T un operateur hermitien positif, on se propose de demontrer qu’il existe un unique opdrateur her- 
mitien positif S tel que S 2 =T ; cet opdrateur sera notd T 1 / 2 . En outre, cet operateur commute avec 
tout opdrateur qui commute avec T. 

1. On definit une suite (P n ) de polyndmes en posant 

Po{t) = 0, Pn+iW = — ^ t pourn > 0. 




470 CHAPITRE 3 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 


Verifier que les coefficients de ces polyndmes, ainsi que ceux des polyn6mes P n +i — P n , sont positifs 
etque P n (l) < 1. 

2. On suppose ||T|| < 1. Montrer que la suite ( Pu(Ie — T)) converge simplement vers un 
op^rateur hermitien positif de norme < 1 que nous notons Ie~ S [utiliser les exercices 3.34.2, 3.34.3 
et 3.34.5]. Verifier que S est un op^rateur hermitien positif, que S 2 = T et que S commute avec tout 
op^rateur qui commute avec T. 

3. Quant k I’unicitd, si U est un op£rateur hermitien positif tel que U 2 = T, noter que U commute 
avec T et utiliser l’exercice 3.34.4. 

Exercice 3.34.7 Soient E> F des espaces de Hilbert, T e £(F; F), montrer qu’il existe un opdra- 
teur S E £{E\ F) tel que ||5|| < 1 et 

T = S(T*T) 1/2 et (T*T) 1/2 = S*T 

[verifier d’abord que ||(T*T) 1 / 2 a:|| = ||T:r|| pourtoutx E E et en deduire que ||T|| = | |(T*T) 1 / 2 || ; 
ddfinir ensuite S sur G = Im (TT) 1 / 2 en posant Sy = Tx si y = (T*T) l t 2 x y prolonger SkG 
puis k E en prenant S = 0 sur G X et utiliser l’exercice 3.29.4]. En deduire que l’op^rateur T est 
compact si, et seulement si, 1’opdrateur (j'*T) 1 / 2 Test. 

Pour etudier le spectre des operateurs normaux, on a besoin des rdsultats pre- 
liminaires suivants. 

Lemme 3.34.4 Soit E un espace de Hilbert et soit T E £(E), alors le spectre de 
T* est V image du spectre de T par V application A t->- A. 

Preuve En effet, l’adjoint de T\ est l’opgrateur Tj ; on conclut avec la proposition 
3.29.8. Q.E.D. 

Proposition 3.34.5 Soit T € £(E) un opirateur normal , alors KerT = KerT* 
et KerT\ = KerTj. Pour tout A,/x E K, A ± p t les sous- espaces KerT\ et 
Ker Tp sont orthogonaux. 

Preuve 1. Soit x E KerT, on a T(T*x) = T*(Tx) = 0, d’ob T*x E KerT ; 
autrement dit, T*(Ker T) C Ker T. On a d’autre part Ker T = (Im T*)- 1 d’apres 
(3.29.7), d’ou T*(Ker T) C (ImT*)- 1 et il en itfsulte que T*(Ker T) = {0}. 
Ceci prouve que Ker T C Ker T* ; en remplagant T par T*, qui est dvidemment 
normal, on obtient l’inclusion oppos^e et par consequent Ker T = Ker T*. 

2. L’operateur T\ est un opfrateur normal admettant pour adjoint l’operateur 
Tj- ; d’apres 1., on a done Ker T\ = Ker Tj. 

3. Soient x,y e E tels que Tx = Aa; et Ty = py, alors T*y = py d’apr&s 2., 

d’ob (Tx\y) = X(x\y) et (x\ T*y) = p{x\y) et il en rdsulte que (A - p)(x\y) = 0, 
d’ou ( x\y ) = 0 vu que A ^ p. Q.E.D. 

Lemme 3.34.6 Soient E et F des espaces de Hilbert etT E £>{E\ F) t alors TT * 
et T*T sont des operateurs hermitiens positifs et 

(3.34.5) ||TT*|| = ||T*T|| = ||T|| 2 = ||T*|| 2 . 

Preuve On a (TT*)* = T**T* = TT* et 

(TT*x\x) = (T*x\T*x) = \\T*x\\ 2 > 0 
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ce qui prouve que TT* est hermitien positif. On a en outre 
\\T*x \\ 2 = (TT*x\x)<\\TT*\\ ||x|| 2 , 

d’ou 

l|T*|| 2 <||TT*||<||T||||T*|| = ||T*|| 2 

et par suite ||TT*|| = ||T*|| 2 ; on conclut en rempla?ant T par T*. Q.E.D. 

Exercice 3.34.8 Un operateur T e L(E) est dit unitaire si TT* = T*T = I E . Montrer que 
||T|| = || T* || = 1 et que le spectre de T est contenu dans le cercle unitd {A € C ; | A| = 1}. 

Nous allons verifier la propriete mentionnee a la remarque 3.34.1 lorsque T est 
un operateur compact, soit 

Proposition 3.34.7 Soient E ^ {0} un espace de Hilbert complexe etT E X (E) 
un operateur compact normal , alors le spectre de T est non vide et r(T) = ||T|| : 
autrement dit , il existe une valeur spectrale de module ||T||. 

Preuve On peut supposer T ^ 0 et par homothetie ||T|| = 1. L’operateur T*T est 
compact, hermitien positif et de norme 1 (lemme 3.34.6) ; il en resulte que 1 est 
une valeur propre de T*T. Soit 

F = {x £ E ; x - T*Tx = 0} 

le sous-espace propre associe ; ce sous-espace est de dimension finie > 0. On 
remarque alors que F est stable par T et T* : en effet, si y — Tx avec x € F t 
on a y - T*Ty = T(x — T*Tx) = 0 car T et T* commutent ; ceci montre que 
T(F) C F et on verifie de meme que T*(F) C F. Il en resulte que les restrictions 
de T et T* a F sont des opdrateurs de F dans lui-meme ; il est clair que l’adjoint 
de T 1^, en tant qu’operateur de F dans F , est l’operateur T*\p. Il en resulte que 
T\p est un operateur normal. L’ espace F etant de dimension finie, l’operateur T\p 
admet au moins une valeur propre A d’apr&s le theoreme de D’Alembert (exercice 
2.33. 11); soit x G F, x 0, un vecteur propre associe a cette valeur propre. On a 
done Xx -Tx = 0, d’ou Xx - T*x = 0 d’apres la proposition 3.34.5 ; d’aprfcs la 
definition de F, on en deduit que x = T*Tx = \X\ 2 x, d’ou |A| = 1 et ceci montre 
que T admet une valeur propre de module 1. Q.E.D. 

Etant donne un operateur T e £(E) et un scalaire A, nous noterons E\ (T) le 
noyau de l’operateur T\ et P\ le projecteur orthogonal de E sur ce sous-espace 
ferme. On a alors le 

Theoreme 3.34.8 Soient E un espace de Hilbert etT G X (E) un operateur com- 
pact symetrique si K = R, normal si K = C. 

1. Alors E est la somme hilbertienne des sous-espaces {E\(T))x^ a (T) 

(3.34.6) E= © E\(T). 

A€<t(T) 

2. Les families (XP\)xe<r(T) et (XP\)\ea(T) sont sommables dans £>(E) etde 
somme T et T* respectivement 

(3.34.7) T = XP\ et T* = ^ XP x . 

\ea(T) Aeor(T) 
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Preuve 1 . II s’agit de ddmontrer que le sous-espace F engendre par Ua€<t(t) -®a(F) 
est dense dans E , c’est-a-dire que F L = {0}. Remarquons d’abord que E\(T) est 
stable par T et T* : en effet, supposons A x -Tx = 0, alors A Tx - T(Tx) = 0 
et A T*x - T(T*x) = T*(Ax - Tx) = 0 car T et T* commutent. Le sous-espace 
F est done stable par T et T*. II en est de meme de F ± : en effet, soit x G F ± i 
y G F, alors ( Tx\y ) = (x\T*y) = 0 car T*y G F et ( T*x\y ) = (x| Ty) = 0 car 
Ty G F. II en resulte que l’operateur S = T\ F ± G £(i r_L ) est un opdrateur com- 
pact (proposition 3.32.2) dont l’adjoint 5* est evidemment T*\ F ± ; il en resulte 
que 5 est symetrique si K = R et qu’il est normal si K = C. 

Montrons que S n’admet pas de valeur spectrale non nulle. Une valeur spec- 
trale A ^ 0 de S est une valeur propre : il existe done x G F- 1 , x ^ 0, tel que 
S\x = 0, soit T\x = 0 ; A est done une valeur propre de T et x un vecteur propre 
associe, ce qui est absurde, x appartenant a F^-. 

Si F 1 - n’est pas reduit a {0}, le spectre de S n’est pas vide (proposition 3.34.7 
lorsque S est normal), d’ou <j(S) = {0}, r(S) = ||5|| = 0 et par consequent 
5 = 0, c’est-a-dire F ± C KerT ce qui est absurde d’apres la definition de F. 
Ceci demontre le r^sultat voulu : F 1 - = {0}. 

2. Soit x G F, posons x\ = P\x G E\(T). La famille (xa)a go-(T) est som- 
mable de somme x ; etant donne que Tx\ = Ax a, la famille (Axa) est sommable 
et de somme Tx. Soit A une partie finie de a(T) ; d’apr^s la relation de Parseval, 
on a 

||Tx- ^ Axa|| 2 = 5Z- |A| 2 ||x a || 2 < sup |A| 2 ||x A || 2 , 

AeA Aecr(T)-A Ae<r(T)-A AGa(T)— A 

d’ou \\T — 

Sa€A APaII < su Pa6<t ( T)-A \M- 

D’apr&s le thdor^me 3.33.3, pour tout e > 0, il existe une partie finie Ao de 
cr(T) telle que, pour toute partie finie A D Ao, sup ag<t(T)- A |^| < £> d’oQ 

||T-E AP A||<e 

A€A 

et ceci prouve que la famille (APa) est sommable et de somme T. 

Quant a l’opdrateur T*, il est compact, symetrique si K = R, normal si 
K = C comme l’opdrateur T, son spectre est le conjugue de celui de T et 
Ej(T*) = E\(T) ; la seconde formule (3.34.7) resulte done de la premiere. 

Q.E.D. 

La somme hilbertienne (3.34.6) est appelee la decomposition spectrale de E 
relative a l’operateur T. En choisissant une base hilbertienne dans chaque sous- 
espace propre E\(T), on obtient une base hilbertienne de vecteurs propres ; une 
telle base diagonalise l’operateur T. 

Remarque 3.34.2 Lorsque T est un operateur hermitien compact, on a 

(Tx\x) — £ A||*a|| 2 

A Gff(T) 
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et ceci montre que T est un operateur positif si, et seulement si, le spectre de T est 
contenu dans la demi-droite [0, +oo[. 

Exemple 3.34.1 On consid&re l’espace de Hilbert l 2 = Z 2 (N;K) ; on note ( e n ) 
la base hilbertienne de cet espace definie a l’exemple 3.31.1. Si a = ( a n ) est une 
suite bornee de K, on definit un operateur T e £(l 2 ) en posant 

oo 

Tx = ^2 a n x n e n oil x E l 2 ,x n = (x|e n ). 

71=0 

On definit bien ainsi une application lineaire et continue de l 2 dans lui-meme, la 
suite ( a n x n ) appartenant a l’espace l 2 et 

OO 1 Jty 

M = (j> n x n | 2 ) < Halloo ||x|| 2) 

71=0 

d’ou ||T|| < ||a||oo ; etant donne que ||Te n || = |a n |, on a ||T|| > \a n \ pour tout n, 

d’ou ||T|| > llalU et ||T|| = ||a||oo. 

Montrons que le spectre de T est le compact K = IJ^oW}- T° ut point a n 
est une valeur propre de T, done cr(T) contient K . Montrons que tout 
A ^ K est une valeur reguliere, ceci prouvera le resultat voulu. L’ equation 
T\x = y s’&rit Xx n - a n x n = y n ou x n = (x|e n ), y n = (y|e n ), et on a neces- 
sairement x n = (A — a n )~ l y n ; A n’appartenant pas a K , il existe une constante 
c > 0 telle que |A - a n | > c, d’ou \x n \ < c~ l \y n \ et ceci prouve que la suite ( x n ) 
appartient a l’espace l 2 et par consequent T\ est bijectif. On a done a(T) = K. 
On en deduit en particulier que toute partie compacte de K est le spectre d’un 
operateur T. 

Soit A € K une valeur spectrale, si A est l’un des a n , A est une valeur propre. 
Si A t ^ a n pour tout 7i, A n’est pas une valeur propre : l’equation T\x = 0 s’&rit 
en effet \x n = a n x ni d’ofi x n = 0 et x = 0. 

Verifions que l’op^rateur T est compact si, et seulement si, la suite (a n ) tend 
vers 0. Considerons les operateurs de rang fini T n x = Ylp=o a P x P e p' on a 
l|T-T n || < sup p>n |a p |, ce qui prouve que la condition est suffisante. Recipro- 
quement, supposons 1’ operateur T compact ; pour tout e > 0, posons 

A = {n € N; |a n | > e}, alors A = (J ugaW} est une partie finie de a(T) 
d’apres le theoreme 3.33.3 et, pour tout A e A, le sous-espace propre E\(T) est 
de dimension finie ; etant donne que e n e E\(T) si A = a n , necessairement A est 
fini, ce qui prouve le resultat voulu. 

L’ adjoint de T est donn € par la formule T*x = a n x n e n ; T est done un 

operateur normal et il est hermitien lorsque les a n sont reels. 

La decomposition spectrale de E permet de resoudre compl&tement l’equation 

(3.34.8) \ix — Tx = y ou fi G K et y G E. 

Cette equation est equivalente a 

(3.34.9) \ix a - \x\ = y\ pour tout A G a(T) 
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oi> x x = P\X, y x = P\y. 

Lorsque n & a(T) U {0}, fi appartient a l’ensemble resolvant et liquation 
(3.34.8) admet une solution unique 

(3.34.10) x= Y' 

Li — A 
\e*(T) p 

Lorsque /i G (j(T), ^ / 0, c’est-a-dire lorsque /x est une valeur propre non 
nulle, liquation (3.34.9) pour A — [x s’ecrit y lM = 0 et par suite l’equation (3.34.8) 
admet des solutions si, et seulement si, y fJL = 0 et la solution generale s’ecrit 

(3.34.11) x = Xtl + Y - 3 ^ oil € £ m (T). 

Ae<r(T),A#/t ^ 

On notera que la condition 2 /^ = 0 signifie bien y G (Ker T ^)- 1 vu que 

KerT M = KerTf 

Lorsque {x = 0, il s’agit d’etudier l’equation 

(3.34.12) Tx = y 
equivalente a 

(3.34.13) Xx\ = y\ pour tout A G cr(T). 

Lorsque 0 n’est pas valeur propre, xo = yo = 0 et la seule solution eventuelle 
de (3.34.12) est donnee par x\ = y\/\ pour A ^ 0. D’apres le theoreme 3.30.2, 
on a done 

(3.34.14) T(E) = {yeE-, Y < <*>} 

Xe<r(T) y X^0 * ' 

et, si y G T(E ), l’equation (3.34.12) admet l’unique solution 

(3.34.15) x= Y X‘ 

AG<7(T),A^0 a 

Lorsque 0 est valeur propre, pour A = 0 (3.34.13) s’ecrit yo = 0 et par conse- 
quent 

(3.34.16) T(£) = {l/€£;i*> = 0et Y %!"<«>}. 

AGcr(T),A^0 1 1 

la solution generale de (3.34.12) s’ecrit alors 

(3.34.17) x = x 0 + Y y oil x 0 e Kerr. 

ag<t(t),a^o a 

Lorsque T est un operateur hermitien compact, le theoreme 3.34.8 permet 
d’etablir des formules utiles donnant les valeurs propres de T. On sait d£ja (propo- 
sition 3.34.2) que la plus grande valeur propre est donnee par la formule 
Ai = supy^ii—! ( Tx\x ). Nous allons nous interesser aux valeurs propres positives ; 
on a des resultats analogues pour les valeurs propres negatives, resultats qu’on ob- 
tient en remplagant T par —T. Notons (A n ) n >i la suite decroissante de toutes les 
valeurs propres strictement positives de T, chaque valeur propre etant repetee un 
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nombre de fois egal a la dimension du sous-espace propre associe ; bien entendu, 
cette suite peut etre finie (et meme vide !). Notons (e n )n>i une suite orthonormale 
de vecteurs propres associes : on a done 

(3.34.18) 0 < A n +i < A n et Te n = A n e n . 

Notons F le supplemental orthogonal de ® n>1 Ke n ; on a alors 

(3.34.19) ( Tx\x ) < 0 pour tout x £ F\ 

en effet, d’apres le th^oreme 3.34.8 (Tx|x) = X^Aea(T),A<o ^II^aII 2 - 

La formule indiquee ci-dessus donnant la premiere valeur propre se g6n6ralise 
comme suit. 

Proposition 3.34.9 On pose E 0 = {0} et E n = ®£ =1 Ke p pour n > 1, alors 

(3.34.20) A n = max (Txlx) = min (Tx|x). 

*€^i_ 1 ,||*||=l xZE ni \\x\\=l K 

Preuve Soit x e E, ||x|| = 1 ; 

x = ^2 x n e n + y Oil x n = (x\e n ) et y 6 F, 

n> 1 


d’ou 

(Tx\x) = ^2 A„|x n | 2 + {Ty\y) ou (Ty\y) < 0. 

n> 1 

1. Si x appartient a E„_ ly e’est-a-dire si x p = 0 pour 1 < p < n - 1, on a 

(Tx\x) = £ Ap|x p | 2 + (Ty\y) < A n £ |* p | 2 < A n 

p>n p>n 

et ceci prouve la premiere formule (3.34.20) vu que (Te n |e n ) = A n . 

2. Si x appartient a E n , e’est-a-dire si x p = 0 pour p > n et y = 0, on a 

n n 

(Tx \x) = ^ ] Ap|x p f > A n ^ ^ |x p | = A n , 

P= 1 P= 1 

d’ou la seconde formule (3.34.20) etant donne que (Te n |e n ) = A n . Q.E.D. 

Les formules (3.34.20) font intervenir les sous-espaces propres de l’operateur ; 
on peut eliminer ces derniers de la fa^on suivante. 


Proposition 3.34.10 Notons Q n V ensemble des sous-espaces de E de dimension 
n, alors 


(3.34.21) A n 


min max (Tx lx) = max min (Txlx). 

GeS«-i xGG 1 ,||x’||= 1 a;GG,||a;||=l 


Preuve 1 . Verifions la premiere formule (3.34.2 1 ). Observons d’abord que la borne 
sup&ieure de (Tx|x) sur la sphere unite de G - 1 est atteinte. Pour x € G -1 , on a en 
effet (Tx|x) = (5x|x) ouS = PoToi,P designant le projecteur orthogonal 
de E sur G x et i V injection canonique de G- 1 dans E. Cet op^rateur S £ ^(G- 1 -) 
est compact (proposition 3.32.2) et hermitien vu que S* = i* oT o P* ou i* = P 
et P* = i. II en resulte que la borne superieure de (Tx|x) sur la sphere unit6 de 
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G 1 - est simplement la plus grande valeur propre de S et cette borne superieure est 
atteinte pour x vecteur propre de norme 1 . 

D’apres la premiere formule (3.34.20), il s’agit de verifier que 
\ n < max (Tx\x) pour tout G G Sn-i, 

xeG 1 - ,||a;|| = l 

c’est-a-dire de trouver un x G G 1 - de norme 1 tel que A n < ( Tx\x ) et, d’apres 
la seconde formule (3.34.20), il suffit de verifier que G 1 n E n n’est pas reduit 
& {0}. Pour demontrer ceci, considerons une base (fq)i< q < n -i de G et soit 
x = Ylp= i x P e p un element de E n ; alors x appartient a G 1 - si, et seulement 
si, 

n 

Y2x p (e p \ f q ) = 0 pour 1 < q < n - 1; 
p= i 

on obtient ainsi un systeme lineaire homog&ne de n — 1 equations a n inconnues. 
Un tel systeme lineaire admet toujours des solutions non nulles et ceci prouve done 
que G 1 - fl E n ± {0}. 

2. Pour la seconde formule (3.34.21), on observe que la borne inferieure de 
( Tx\x ) sur la sphere unite de G est atteinte car cette sphere est compacte. D’apres 
la seconde formule (3.34.20), il s’agit de verifier que A n > min a;G( ^ ) || a .|| =1 (Tx|a;) 
pour tout G e 9n • Un raisonnement analogue a celui qui vient d’etre fait montre 
que G fl E„-i n’est pas reduit a {0}, ce qui permet de conclure. Q.E.D. 


3.35 Operateurs de Hilbert-Schmidt 

Nous allons etudier un sous-espace de l’espace X(E; F) de tous les operateurs 
compacts de E dans F , le sous-espace des operateurs de Hilbert-Schmidt ; lorsque 
les espaces E et F sont des espaces L 2 , ces operateurs sont simplement des opera- 
teurs intdgraux dont le noyau est de carre integrable et, pour cette raison, il s’agit 
d’une classe importante d’op^rateurs compacts. 

On se donne deux espaces de Hilbert E et F et on note (ei)i G j et ( fj)jeJ des 
bases hilbertiennes de ces espaces. 

Lemme 3.35.1 Soit T G £>(E\ F), alors 

(3.35.1) |||T||| ee (£ IITe#) V2 = (53l|r*/ J || 2 ) 1/2 € [0,+oo]. 

i€l j€J 

Preuve D’apres la relation de Parse val, on a 

E \\ Te >w 2 = E E i(rcii/i)i 2 = E E i(e*r /i)i 2 = E 

iel iel j€J j€J i€l j€J 

Q.E.D. 

Ce lemme montre en particular que la quantity |||T||| ne depend pas du choix 
des bases hilbertiennes de E et F et que |||T||| = |||T*|||. 
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Lemme 3.35.2 Soient 5,T € £>(E;F), A € K , on a alors en convenant que 
0 x oo = 0 

(3.35.2) INATIII = |A| x |||T||| et |||5 + T\\\ < |||5||| + |||T|||, 

(3.35.3) ||T|| < |||T|||. 

Preuve La premiere relation (3.35.2) est evidente. Quant a la seconde, on a, en 
utilisant Pinegalite de Minkowski, 

Ills + Till = (^||5e i + Te < || 2 ) 1/2 
iel 

< (E(ii^n + ii Te *ii) 2 ) 1/2 

iel 

< (E»^P) ,/! + (Eii^ii 2 ) 1/! . 

iel iel 

d’oil |||5 + T||| < Ills'll! + || |T| 1 1. 

Par ailleurs, pour tout = (a;|ej), on a 

||Tx|| = HE^ill < £&l l|Te»|| < (El^l 2 ) 172 x (Ell Te ‘« 2 ) 1/2 > 
iei %ei iel iei 

d’oil ||T*|| < limn x 11*11. soil ||T|| < |||T|||. Q.E.D. 

On dit alors qu’un operateur T £ L{E\ F) est de Hilbert-Schmidt si |||T||| 
est fini ; le lemme precedent montre que l’ensemble (E\ F) des operateurs de 
Hilbert-Schmidt est un sous-espace vectoriel de L(E\F) sur lequel |||.||| est une 
norme, dite norme de Hilbert-Schmidt ; cette norme, plus fine que la norme usuelle 
des operateurs est associee au produit scalaire (S\T) = ][^ €/ (Sei|Tei). Notons 
egalement qu’un operateur est de Hilbert-Schmidt si, et seulement si, son adjoint 
est de Hilbert-Schmidt. 

Lemme 3.35.3 Soient E , F, G des espcices de Hilbert , S e L(E;F) et 
T e £(F;G), alors 

IIITO'S’III < ||T|| x III^UI et |||To5||| < |||T||| x ||5||. 

Preuve Notons (gk)keK une base hilbertienne de G, alors 

|||To5||| = (^||T(5e,)|| 2 ) 1/2 < ||T|| (Ell^l| 2 ) 1/2 = l|T|| X |||5||| 
iei iei 

et 

IIIToSIII = (E l|S*(T*<?fc)|| 2 ) 1/2 < ||5*|| (E l|T*Pfc|| 2 ) 1/2 = ||5||x|||T|||. 

keK keK 

Q.E.D. 

II en resulte que l’operateur T o 5 est de Hilbert-Schmidt des que Tun des 
operateurs T, S est de Hilbert-Schmidt. On en deduit le 

Corollaire 3.35.4 SoitT € 0~C(E) un operateur de Hilbert-Schmidt tel que Ie~T 
soit inversible, alors ( Ie - T) _1 = Ie — S oil S est de Hilbert-Schmidt. 
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Preuve On a ( I E - T)(I E - S) = I E , d’ou 5 = -T + T o S ce qui permet de 
conclure. Q.E.D. 

Exercice 3.35.1 Soient E , F des espaces de Hilbert, montrer qu’un opdrateur T e L(E\F) est 
de Hilbert-Schmidt si, et seulement si, l’opdrateur (T*T) l l 2 Test et que |||T||| = |||(T*T) 1 / 2 ||| 
(utiliser l’exercice 3.34.7). 

Proposition 3.35.5 L'espace ?£(£'; F) muni de la norme |||*||| est un espace de 
Hilbert 

Preuve Soit (T n ) une suite de Cauchy dans %{E\ F ). D’apres (3.35.3), elle est a 
fortiori de Cauchy dans 1’ espace C(E]F), done convergente dans cet espace ; soit 
T sa limite. Pour tout e > 0, il existe un entier n tel que II T p ei — T q e^\ 2 < e 

pour p,q > n, d’ou £ ie/ ||T p ei - Te<|| 2 < e pour p > n et ceci prouve que 
T p - T, done T, appartient a ji(E\ F) et que la suite (T n ) converge vers T pour 
la norme de Hilbert-Schmidt. Q.E.D. 

Voici un premier exemple d’operateurs de Hilbert-Schmidt. 

Proposition 3.35.6 Tout operateur de rang fini est de Hilbert-Schmidt 
Preuve Soit T e £(E;F) un opdrateur de rang fini. Choisissons la base hil- 
bertienne ( fj)jej de F de telle sorte que Im T soit engendrd par la sous-famille 
finie ( fj)jeK ou K est une partie finie de J. On a alors, pour tout x de E , 
(x\ T*/j) = (Tx\fj) = 0 si j e J - K, d’ou T*/j = 0 pour j E J - K et 
m\\ = (Z j&K \\T*M 2 ) 1/2 <<x>- Q.E.D. 

Verifions enfin que les operateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts. 

Proposition 3.35.7 Les operateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts . En outre , 
le sous-espace des operateurs de rang fini est dense dans Ji(E] F) pour la norme 
de Hilbert-Schmidt 

Preuve II suffit de verifier la derniere assertion. Soit T e !K(E;F) ; pour tout 
e > 0, il existe une partie finie J de I telle que J2iei-j ll^ill 2 ^ £ • Considerons 
l’operateur de rang fini Tjx = Sie j( x \ e i)Tei ; on a alors 

ir-TVIH^ ||Tei || 2 < e 

iei-J 

et ceci prouve que l’ensemble des operateurs de rang fini est dense dans (E\ F) 
pour la norme de Hilbert-Schmidt et a fortiori pour la norme de £>(E] F). Q.E.D. 

On observera que l’ensemble des operateurs de rang fini est dense dans chacun 
des espaces C(E\ F) et Jf(F; F) pour les normes ||*|| et 111*111 respectivement. 

Le thdoreme 3.34.8 permet de donner une caracterisation des operateurs nor- 
maux qui sont de Hilbert-Schmidt. 

Proposition 3.35.8 Soit T € X(E) un operateur compact symetrique si K = R, 
normal si K = C ; notons n\ la dimension du sous-espace propre associe a une 
valeur propre A non nulle (n\ est fini), alors 

(3.35.4) limi| = ( Y, n ^\ 2 ) 1/2 - 

AG<t(T),A^0 




3.35 OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT 479 


L’ operateur T est done de Hilbert-Schmidt si, et seulement si, cette quantity est 
finie. 

Preuve Soit (e*)i € j une base hilbertienne de vecteurs propres, on a alors 

limil^EM 2 si Tej = Ajej, 

i€l 

ce qui prouve (3.35.4). Q.E.D. 

Exercice 3.35.2 Operateurs nucleates Soient E,F des espaces de Hilbert, un op&ateur 
T £ L(E-,F) est dit nucldaire s’il existe des suites (a n ) n >i de E , (6 n ) n >i de F et (A n ) n >i 
de K telles que 

IKII = i. IIMI = i. £ l A "l < 00 

n=l 

et 

oo 

(3.35.5) Tx = A n ( x\a n ) b n pour tout x £ E. 

n = 1 

On notera N(£; F) l’ensemble de tous les opdrateurs nucleaires de E dans F et, lorsque E = F, 
71(E) =7i(E;E). 

1. Verifier que la serie A n (s|a n ) b n est absolument convergente. 

2. On definit la norme nucieaire de T, ||*|| //, comme la borne inferieure des quantites Y^=i l^n| 
pour toutes les representations de T de la forme (3.35.5). Montrer que ||T|| < ||T|| w . 

On montrera ci-dessous que >[(£; F) est un sous-espace vectoriel de &(E\ F) et que \\»\\n est 
une norme sur cet espace vectoriel. 

3. Montrer que tout operateur de rang fini est nucieaire et que tout operateur nucieaire est compact 
[verifier que tout operateur nucieaire est la limite d’une suite d’operateurs de rang fini]. 

4. Soient E } F, G , H des espaces de Hilbert, T £ £(E; F), S £ N(F; G) et R £ C(G\ H ), 
montrer que RST £ 7I(E]H) etque ||AST|| N < \\R\\ ||S|U ||T||. 

5. Soient T £ 74(E) et (e*)^/ une base hilbertienne de E , montrer que la famille (( Tei\ei))i^j 
est sommable et que 

oo 

Y^(Tei\ei) = A n (6 a |a„). 

i€l 7i=l 

Ceci montre que la quantity £E 6J (Tei l e 0 ne depend pas du choix de la base hilbertienne 
(ei)iei ; on ddfinit alors la trace de T par 

Tr(T) = ^(Te i |e < ). 
iei 

6. Soit T £ N(£), montrer que |Tr (T)| < ||T’||yv. 

7. Lorsque E est de dimension finie, montrer que Tr (T) est la trace usuelle de l’endomorphismeT. 

8. Soit T £ X (E) un opdrateur compact symdtrique si K = M, normal si K = C et soit (e*)^/ 
une base hilbertienne de vecteurs propres : Te* = A ie*. L’opdrateur T est nucieaire si, et seulement 
si, la famille (A i)i e j est sommable ; on a alors 

Tr (T) =£ A* et ||T|| W =£>*1 

i€l i£l 

[pour verifier que la condition est ndeessaire, considdrer l’opdrateur ST oh S £ £(E) est ddfini par 

5 *= £ iTT(*|ei)ei 1- 

|Ai| 

En ddduire que, si T est nucieaire, alors T est de Hilbert-Schmidt [utiliser la proposition 3.35.8]. 
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9. Soit T 6 £(F; F), montrer que T est nucldaire si, et seulement si, (T^T) 1 / 2 est nucldaire 
(exercice 3.34.6) et que \\T\\ N = ||(T*T) 1 / 2 ||jv [utiliser Pexercice 3.34.7]. En ddduire que tout 
opdrateur nucldaire est de Hilbert-Schmidt. 

10. Soit T E £(F) un opdrateur hermitien positif. 

a. Montrer que T est compact si, et seulement si, T 1 / 2 est compact [si T est compact, soit 

(ei)iei une base hilbertienne de vecteurs propres : Te* = ; verifier que 

T 1/2 x = eitei], 

iei 

b. Montrer que T est nucldaire si, et seulement si, T 1 / 2 est de Hilbert-Schmidt. On a alors 
\\T\\ n = \\T l / 2 \\ 2 HS en notant ||#||hs la norme de Hilbert-Schmidt. 

c. Soit (ei) ieI une base hilbertienne de F, montrer que T est nucldaire si, et seulement si, la 
famille ((Tei\ei)) ie j est sommable [condition suffisante : utiliser b.]. 

1 1 . Soient F, F, G des espaces de Hilbert, T 2 G X (F; F) et T\ G X (F; G) des opdrateurs de 
Hilbert-Schmidt, montrer que Popdrateur T = T\T^ : F <3 est nucldaire et que 
imu < ||Ti || hs 11^2 II h s [en utilisant Pexercice 3.34.7, montrer qu’il existe un opdrateur 
S e £(F; F), ||5|| < 1, tel que T 2 = (T 2 T 2 ) l / 2 S* ; dtant donnd une base hilbertienne (ei) i6/ de 
vecteurs propres de (T^) 1 / 2 , (T 2 T^) 1 / 2 ei = A^e*, verifier que 

T® = ^2Xi(x\Sei)Tiei t 

iei 

en ddduire que T est nucldaire et une majoration de ||T|| w]. 

12. Soit T e >f (F; F) un opgrateur nucldaire, montrer qu’il existe des opdrateurs de Hilbert- 

Schmidt Ti e X(J3;F). T 2 6 3C(F;F) tels que T = TjT 2 et |31|| WS = ||T||J/ 2 [U existe 
(exercice 3.34.7) S e 4(F; F). ||5|| < 1, tel que T = 5(T»T)V 2 ; on pose F = (T’T) 1 /^ Duis 
Ti = SR 1 / 2 , T 2 = /l 1 / 2 ]. ’ F 

13. Montrer que N(F; F) est un sous-espace vectoriel de l’espace £(F; F) et que ||.|| N est une 
norme sur cet espace vectoriel [soient 7 i,T 2 e X(E;F), T = ((Xi + T 2 )*(Ti + T 2 ))V2 e t 

5 6 C(E), ||S|| < 1, tels que T = S*(Ti + T 2 ) ; en utilisant 10,c„ montrer que T est nucleaire et 
que 

l|7i + T 2 \\ n < |Tr (5*Xi)| + |Tr (S*T 2 )|; 

pour majorer |Tr (5*Ti )|, dcrire T\ = S^Xj-Ti) 1 / 2 ou Si € £(£), ||5i|| < 1. U = (T*^)!/ 2 , 
v = t/1/2 . verifier que |Tr(S*Ti)| < || V||^ s et noterque ||V||^ S = ||Ti|U]. 


H - Corriges des exercices 


3.36 Exercices du chapitre 3.A 

EXERCICE 3.1.1 

D’apr&s la continuity de F addition r : (x,y) -> x + y> si V est un voisinage de 0, il 
existe un voisinage W de 0 tel que r(W x W) c V, soit W + W c V.De meme, la 
continuity de Fapplication (x y y) x — y montre qu'il existe un un voisinage W* de 0 tel 
que W'-W'c V. 

EXERCICE 3.1 .2 ENSEMBLE ABSORBANT 

1. Soit V un voisinage de 0, Fapplication A Xx de IK dans E ytant continue au point 
A = 0, il existe e > 0 tel que Xx e V dfcs que |A| <e, ce qui prouve que V est absorbant. 

2. Soient V un voisinage de 0 et x G E t il existe e > 0 tel que Xx e V pour tout 
|A| < e ; il en rysulte que x appartient a A n V dys que |A n | > l/e, c’est-^-dire dys que n 
est suffisamment grand et ceci prouve le rysultat voulu. 

EXERCICE 3.1.3 

Si F est d’intyrieur non vide, il existe un point a € F tel que F soit un voisinage de a ; 
les translations ytant des homyomorphismes, on en dyduit que F est un voisinage de 0. Soit 
x e E, F ytant absorbant (exercice 3. 1 .2), il existe A > 0 tel que Xx G F, d’ou x G F et 
par consyquent E = F contrairement h Fhypothyse. 

EXERCICE 3.2.1 

Soient x,y € F : ||a:|| = ||y|| = 0. On a ||x + j/|| < ||x|| + ||y|| et ||Ax|| = |A| ||x||, 
d’ou ||x + y|| = 0 et ||Ax|| = 0 , soit x + ?y € F et Ax e F et ceci prouve que F est un 
sous-espace vectoriel de E. 

EXERCICE 3.2.2 

1. La fonction 7 est dyfinie sans ambiguity pour t = U et 7 (U) = x%. La restriction 
7 i = 7 |[t i> t i+ i] est continue ; si F est une partie fermye de E , 7 est une partie 
fermye de [£», i»+i], done de [ 0 , 1 ], et il en rysulte que 7 - 1 (F) = |J™ = 1 7 l “ 1 (F) est fermy, 
ce qui prouve la continuity de 7 . 

2 . Il est clair que b => c=> a. Quant a a => 6 , soit x un point de O et soit A Fensemble 
des y G O tels qu’il existe une ligne polygonale 7 : [0, 1] -» O joignant x et y. Notons 
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d’abord que A est non vide car x £ A: prenons en effet n = 1, x\ = X 2 = x> t\ = 0, 
t 2 = 1 ; on a alors 7 (t) = x pour tout 0 < t < 1. 

Montrons ensuite que A est ouvert. Soit y £ A, i\ existe une suite (xi)i<i<n+i de 
points de O avec x\ = x et £ n +i = y telle que la ligne polygonale ddfinie par ces points 
soit tracde dans O, c’est-fc-dire telle que [xi,Xi+ 1] C O pour 1 < i < n. II existe un 
voisinage convexe de y contenu dans O, soit V ; alors V C A : en effet, soit z £ V, posons 
x n +2 = z, alors [rc n +i,®n+2] C V C O et la ligne polygonale assoctee k la suite de 
points (#i)i<i< n+ 2 est tracde dans O, ce qui prouve que A est un voisinage de chacun de 
ses points. 

Montrons enfin que A est ferm6 dans O. Soit 2 £ A fl O, si V est un voisinage convexe 
de 2 contenu dans O, il existe y E A fl V et une ligne polygonale tracde dans O reliant x 
et y ; comme prdc^demment, on en d^duit une ligne polygonale trac^e dans O reliant x et 
2 et ceci prouve que 2 appaitient k A , done que A est fermd dans O. 

L* ensemble non vide A est k la fois ouvert et fermd dans O qui est suppose connexe et 
par consequent A = O, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3.2.3 

L’ensemble F = {x e E ; ||g||i = 0 pour tout i £ 1} est fermd d’aprfcs la continuity des 
semi-normes ||*|| z et contient 0, done {0} C F. Inversement, soit x € F ; toute boule 
ouverte Bj(x\r) contient 0 vu que ||x||j = 0, ce qui prouve que x est un point adherent 
k {0} et 1’ inclusion F C {0}, d’ou legality. D’aprfcs la proposition 3.2.9, Tespace E est 
separe si, et seulement si, F = {0}, ce qui signifie que {0} est ferme. 

EXERCICE 3.3.1 

Soit ||«|| Tune des semi-normes definissant la topologie de F, alors p : x i-> \\Tx\\ est une 
semi-norme sur E et ||7 , a;|| = p(x), ce qui prouve la continuity de T (theoreme 3.3.3). 

EXERCICE 3.3.2 

Si T est continu en un point a e E, pour tout voisinage V de 0 £ F, il existe un voisinage 
W de 0 G E tel que T(a -f W) C Ta + V, c*est-^-dire (d’aprys la linyarity de T) 
T(W) c V et ceci prouve la continuity de T en 0 et le rysultat voulu. 

EXERCICE 3.3.3 

La condition est 6 videmment suffisante. Rydproquement, supposons que la topologie de E 
puisse etre ddfinie par une norme ||«||. D’aprfcs le corollaire 3.3.4, il existe une partie finie 
J de I et une constante c\ > 0 telle que 

(3.36.1) ||x|| < ci ||a;||j pour tout a: G E 

et, pour tout i £ /, il existe une constante c* > 0 telle que ||#||i < Ci ||rr|| pour tout x £ E, 
d’ou une constante C2 > 0 telle que 

(3.36.2) ||rr|| j < C2 ||x|| pour tout x £ E. 

Les inygalitys (3.36.1) et (3.36.2) signifient que la norme ||*|| et la semi-norme ||*||j sont 
yquivalentes ; la semi-norme ||#|| j est done une norme dyfinissant la topologie de E. 

EXERCICE 3.3.4 

1. La quantity \\f\\A,a est finie car / est une fonction continue, done bornye. Il est alors 
immydiat de vyrifier que || • || a, a est une semi-norme sur E. Cette semi-norme est une norme 
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si ||/|U,a = 0 implique / = 0, c’est-&-dire si / = 0 sur A implique / = 0 sur [0,1] et 
ceci signifie que A est partout dense. 

2. Lorsque to G A, on a a(to) |/(£o)| < ||/IU,a ce qui prouve la continuity de la 
forme lin^aire / i-> f(to). 

Lorsque to & A , montrons que cette forme lm^aire n’est pas continue. On raisonne par 
l’absurde : on suppose qu’il existe une constante c > 0 telle que \f(to)\ < c ||/|U,a pour 
tout / G E. Soit € > 0, il existe une partie finie B de A telle que YlteA-B a (0 < £ et un 
6 > 0 tel que [£o - to + £] fi B = 0. On peut alors construire une fonction / G E telle 
que 

0 < / < 1, f(t 0 ) = 1 et supp / C [fo - S, to + S]. 

Legality |/(t 0 )| < c || /|| a, a implique alors 1 < ce. Ceci ytant vrai quel que soit e > 0 
on obtient une contradiction. 

3. II est clair que les conditions indiquyes sont suffisantes. Ryciproquement, si les semi- 
normes ||*|U,a et || *|| sont yquivalentes, on observe d’abord que A = A' d’aprfcs 2. 
En outre, il existe C 2 > 0 tel que 

i/(*)i ^ c2 5Z <*(*) i/wi p° ur tout feE- 

t£A teA 

Soit to G A y on a alors 

a 1 {to) |/(to)| < c 2 ^a(t) 1/(01 pour tout / £ E. 

t^A 

et, en raisonnant comme dans 2., on peut construire une fonction f e E telle que 
o < / < 1, /(to) = 1 et a(t) 1/(01 < e. 

d’ou a' (to) < C2 [a(£o) + e], soit a' (to) < C2 a(to) et ceci prouve que a'(t) < C2 a(t) 
pour tout fGi4.De m8me, on dymontre qu’il existe une constante c\ > 0 telle que 
ci Oi(t) < ol (t) pour tout t G A et on peut done conclure. 

EXERCICE 3.3.5 

1 ,a. On raisonne par rycurrence sur n. Soit c = (a + b) /2, on a 

lie - oil = ||c -6|| = i||o- fell, 

d’ou (a + b)/2 G Bi. Par ailleurs, soit x G Bu alors (a + b — x) — a = b — a; et 
(a + b - x) - b = a - x ; il en resulte que a + b - x G B\. Ceci prouve la propriyty pour 
n = 1. 

La propriyty ytant dymontrye pour n - 1, soit y G B n - 1 , alors ||c - y\\ = \ ||z - y|| 
ou z = a + b - y appaitient a B n -\ d’apits l’hypothese de rycurrence. Il en rysulte que 
||c — 2 /|| < \ diam B n - 1 et ceci prouve que (a + 6)/ 2 G B n . Enfin, soit a; G B nt montrons 
que z = a + b - x appartient k B n . On note d’abord que z G B n - i (hypothese de 
rycurrence) et, si y G J3 n -i, z-y = a + b-y-xoua + b-ye B n -\ (hypothyse de 
rycurrence) et x G B nt d’ou \\z -y\\<\ diam B n -i ce qui permet de conclure. 

b. Le point (a + 6)/2 appartient k l’intersection p| ™ =l B n et vu que 
diam B n < \ diam J3 n _i, cette intersection est ryduite k ce point (a + b)/ 2. 

2. On note B n les parties de E construites k partir des points a et b selon le procydy 
dycrit en 1. et de meme C n les parties de F construites k partir des points f(a) et /(&). On 
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remarque, / 6tant une isomdtrie, que C n = f(B n ), d’ou 

oo oo oo 

f]c n =f] /(-Bn) 3 /(H 5„) 

n= 1 7i=l 7i=l 

et par consequent 

+ 6 ^ _ /(a) + /(6) 

Pour 6 = 0, on obtient f(a/ 2) = /(g)/2, d’otl /((g + 6)/2) = /(g + 6)/2 et par 
consequent f(a + b) = /(g) + /(&). On en deduit que /(Ag) = A/(g) pour tout rationnel 
A, done pour tout reel A d*apr£s la continuite de /. 

3. L’ application z\-+z verifie toutes les hypotheses ; elle est M-lin6aire, mais n’est pas 
€-lineaire. 

EXERCICE 3.3.6 

1. L’ application s x etant un homeomorphisme, 1’ ensemble s x (A) est maigre. II en est done 
de mSme de A U s x (j 4) qui est d’intdrieur vide, l’espace E etant un espace de Baire. Cet 
ensemble ne peut done contenir la boule ouverte B(x\ r). 

II existe done y G E tel que 

y G B(x\r),y gAtiyg s x (A). 

II en resulte que s x (y) g A et ceci prouve que 2 = 2x - y G B{x\ r) n’appartient pas a A 
et on a bien x = (y + z)/ 2. 

2, a. resulte de la continuite en 0 de la fonction T\ E -a en supposant que 0 e E — A. 
b. On choisit r > 0 tel que B(x'\ r) C B{ 0; s). D’apres 1., on peut ecrire x' sous la 
forme x f = (y + z)/2 0 hy,z e B{x , - ) r) - A et, y t z appartenant h la boule B( 0; 5), on 
en deduit que 

M < 1M+J m < 

L* application lineaire T est bomee sur la boule £(0; s), done continue. 

Ceci suppose 0 e E — A. Dans le cas general, soit a € E — A ; la relation 
Tx = T(x + g) - Ta montre que la restriction de T h E - r- a (A) est continue et 
0 E E — r- a (A) t d’oh la continuite de T. 

EXERCICE 3.4.1 APPLICATION UNIFORMEMENT CONTINUE 

l,a. Si / est uniformement continue, prenons V = Bj (0; e), alors il existe un voisinage W 
de 0 dans E tel que 

11 / 0*0 - f(y)\\i ^ e pour x, y € A, x-y€W 
et on obtient (3.4.6) en remarquant que W contient une boule de la forme B' K ( 0; S). 

b. Reciproquement, si (3.4.6) est verifie, un voisinage V de 0 G F contient une boule 
^l(0; £ )» L £ 3V)» e > 0. Pour chaque j 6 L, il existe Kj G J(/), Sj > 0, tels que 

/ 0*0 - f(y) e B'( 0;e) pour x,y eA,x-ye B' Kj (0\&j) 
et on obtient (3.4.5) en prenant K = \J jeL Kj et 6 = minj 6 L Sj. 

c. Lorsque les espaces E,F sont metrisables, on peut definir leur topologie par des 
distances d invariantes par translation ; soit B'(0;6:), e > 0, une boule fermee centre h 
l’origine de 0, alors il existe un voisinage W de l’origine de F, done une boule fermee 
£'((); 6) de T espace F, telle que 

/ 0*0 - f{y) e B'(0;e) pour x, y € A, x -ye B'(0;5), 
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c*est-£-dire 

< e pour x, y € A, d(x,y) < 8. 

L’ application / est done bien uniformdment continue pour les structures d’espace mdtrique 
dyfinies sur EtiF par des distances invariantes par translation. 

2, a. On 6crit la continuity de T £ l’origine. Soit V un voisinage de 0 G F t il existe un 
voisinage W de 0 G E tel que T(W) C V ; si x - y G W 9 on a alors 
Tx - Ty = T(x - y) G V, d’ou la continuity uniforme de T. 

b. Si ||«|| est une semi-norme continue sur E , pour tout £ > 0, il existe un voisinage V 
de 0 e E tel que ||a;|| < e pour x G V, d’ou | ||x|| - ||2/|| | < \\x - y\\ < e pour x — y€ V, 
ce qui prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 3.4.2 

1. On observe que T~ 1 (F n ) est un sous-espace fermy, d’intyrieur vide si T~ 1 (F n ) / E. 
Si T~ 1 (F n ) ± E pour tout n, il en rysulte que E = U^Lo serait maigre, ce qui 

est absurde, E ytant un espace de Baire non vide. 

2. On considyre T comme une application linyaire continue de E dans G = T(E). Si 
G est de dimension denombrable, il existe une suite ( G n ) de sous-espaces de dimension 
finie telle que G = IJ^Lo et, G ytant sypary, ces sous-espaces sont fermys et il suffit 
d’appliquer 1. 

EXERCICE 3.4.3 

Notons encore T tout prolongement de T a E. Si un tel prolongement dtait continu, il 
existerait une constante c > 0 et un entier qo tel que \Tx\ < c ||x|| qo pour tout x G E et a 
fortiori \Tx\ < c ||x|| n pour n > qo , d’ou 

A Pt q < c ||e p><? ||n pour tout p, q et tout n>qo. 

En prenant n = q > go, on en ddduit 

Plkp.fllU < c \\ e vAU pour tout p et tout q > qo . 

Ceci implique ||e Pl9 || Q ^ 0, d’ou p < c, ce qui est absurde. 

EXERCICE 3.4.4 OPERATEUR HYPERCYCLIQUE 

1 ,a. Vu que lim^oo S k y = 0, on a yvidemment limfc^oo Zk = x . Etant donny que 
T o S = I e* on a d* autre part 

T k z k = T k ( x + S k y) = T k x + (T k o S k )(y) = T k x + y 
et on en d&luit que limfc_»oo T k z k = y. 
b. On en ddduit que pour k sufflsamment grand z k G U et T k z k £ V, d’ou 

T k {U) nVjif). 

2. Il s’agit de vyrifier que, pour tout ouvert non vide U C E, 

oo 

U(r fc )" 1 (O)nt/ ? 4 0 . 

k = 1 

Or, d’aprys 1., pour k sufflsamment grand T k (U) fi O ^ 0, d’oil (T k )~ l (0) fi U ± 0, ce 
qui permet de conclure. 

3. rysulte du thyoreme de Baire, E ytant un espace de Frychet. 

4. Un point x appardent £ A si, et seulement si, 

Vn > 0, 3 k> 1, T k x G O n 
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et, (O n ) 6tant une base de topologie, ceci signifie pr6cis6ment que Torbite de x est dense, 
ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 3.5.1 

1 . Lorsque n = 1, la fonction /i n’est pas identiquement nulle et il suffit de choisir x\ e X 
tel que fi(x\) ^ 0. Raisonnons ensuite par recurrence. On suppose construits n — 1 points 
Xj e X, 1 < j < n — 1, tels que d6i ((fi(xj))i<i,j< n -i) # 0. Supposons alors que, 
pour tout x n £ X , on ait d6t ((fi(xj))i<i,j< n ) ^ 0. II existerait alors des reels Ai(# n ), 
1 < i < n, non tous nuls tels que 

n 

y: Ai(a: n ) fi{xj) = 0 pour 1 < j < n. 

2 = 1 

Vu l’hypoth&se de recurrence, \ n (x n ) est non nul. On en deduit, par division, des reels 
1 < i < n — 1, tels que 

n— 1 

fn(Xj) = Hi(x n ) fifa), 1 <j<Tl. 

2=1 

Ces equations pour 1 < j < n- 1 montrent, vu l’hypothese de recurrence, que les fonctions 
fjLi(x n ) sont independantes de x n , soit \i% = fii(x n ) ; pour j = n, on en deduit que 

n — 1 

fn(x) = £> fi(x) pour tout X e X, 

2=1 

ce qui contredit l’ind^pendance des fonctions (fi)i<i< n - 

2. Soit (fi)i<i< n une base de E ; on choisit les points Xj Gl,l<j<n, conformd- 
ment & 1 . On definit une norme sur E en posant ||/|| = sup 1 < J < n \f(xj)\ ; il s’agit en effet 
d’une semi-norme et, si ||/|| = 0 ou / = i ^ h £ E, on a f(xj) = 0, c’est-^-dire 

n 

y: At ) = 0 pour tout 1 < j < n, 

2=1 

d’ou A* = 0 d’apres le choix des Xj. D’aprfcs le corollaire 3.5.9, cette norme est equivalente 
h la norme de la topologie de la convergence uniforme sup x€X |/(a?)|, ce qui prouve le 
rdsultat voulu. 

EXERCICE 3.5.2 COMPLETE D’UN E.L.C. METRISABLE 

La topologie de E peut etre d^finie par une distance invariante par translation. D’aprfcs 
l’exercice 2.27.7, on peut done supposer que E est un sous-espace m&rique partout dense 
d'un espace mdtrique complet E ; on notera d la distance de E. 

1 . On definit une structure vectorielle sur E de la fa$on suivante. Les applications 
r : (x,y) e E x E x + y € E y h\ : x e E \x e E, \ eK y 
sont lindaires continues. D’aprfcs le th£or£me 3.5.4, ces applications se prolongent en des 
applications continues f : E x E E, h\ : E -» E ; on pose 

x + y = f(aj, y) et \x = h\(x) pour x,y e E> A £ K. 

On vdrifie ais^ment qu’on definit ainsi une structure vectorielle sur E. Par exemple, on 
az + 2 / = y + x pour tout x, y £ E , done pour tout x,y £ E car les applications 
(x,y) x + y, (x,y) y + x de E x E dans E sont continues et coincident sur E x E 
qui est dense dans E x E. Toutes les autres propridtds se v^rifient selon le mSme procdd6. 

On obtient ainsi une structure vectorielle sur E qui prolonge celle de E : E est un 
sous-espace vectoriel de E. 
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2. La continuity de f et h\ signifie que E est un e.v.t. La distance d est invariante 
par translation sur E , done sur E d’apres le principe du prolongement des identity ; ceci 
prouve que E est un e.v.t. m^tri sable complet. 

3. Lorsque E est un espace normy, montrons que la topologie de E est une topologie 
d’espace de Banach. L’ application ||#|| : E -> R est uniformyment continue, done se 
prolonge en une application continue ||«|| : E -> R et on a d(x ) y) = \\x — y\\ pour tout 
x,y € E , done pour tout x } y e E d’aprfcs le principe du prolongement des identity. 
En utilisant ce principe et le principe du prolongement des inygalitds, on vyrifie ais£ment 
que || *|| est une norme sur E. La topologie de E est done bien une topologie d’espace de 
Banach. 

4. Lorsque E est un e.l.c. mytrisable, soit (||*|| n ) une suite de semi-normes dyfinissant 

sa topologie ; choisissons sur E la distance d^finie dans la preuve du thdor^me 3.4.6 
(3.36.3) d(x , y) = max(a n x min(||x - y\\ n> 1)), x,y e E. 

n£N 

Les semi-normes ||«|| n : E R sont uniformyment continues (exercice 3.4.1), done se 

prolongent en des applications continues ||«|| n : E -> R et on vdrifie ais^ment que ce sont 

des semi-normes. Montrons alors que la formule (3.36.3) vaut encore pour tout x,y e E : 

ceci prouvera que les semi-normes ||*|| n dyfinissent la topologie de E. Compte tenu du 

principe du prolongement des identity, il s’agit de verifier que l’application 

/ : x h->> max(a n x min(||:c||n, 1)) 
n€N 

est continue sur E. Vyrifions la continuity en un point x G E. Soit ( Xk ) une suite de E 
convergeant vers x et soit e > 0, il existe des entiers no et n\> no < ni, tels que 
f(x) = a no x min(||.T|| no ,l) eta n < f(x) + epourn > n\. 

Il en rysulte que, pour tout entier k> 

a n x min(||a;fc|| n , 1) < f(x) + € pour n > n i ; 
vu que la suite maxo< n <m ( a n x min(||a;A;||n, 1)) converge vers 

max (a n x min(||x|| n , 1)), 

0<n<ni 

c’est-&-dire vers f(x) car ni > no, il existe un entier j tel que 

max (o„ x min(||x fc ||„, 1)) € [/(*) - e, f(x) + e] pour k>j 

0<n<ni 

et ceci prouve que f(xk) 6 [f{x) - e, f(x) + e] pour k > j , d’ou le rdsultat voulu. 

5. Soient E\ et E 2 deux espaces de Frychet (resp. de Banach) tels que E soit isomorphe 
(resp. isomytrique) a un sous-espace dense de E% : notons fi : E fi(E) c Ei ces 
isomorphismes. Les isomorphismes 

91 = ho /f 1 : h(E) ME) et S 2 = /i« / 2 _1 : ME) -¥ ME) 
se prolongent en des applications linyaires et continues 

gi : E\ —> E 2 j §2 ■ E 2 — > Ei 

Le principe du prolongement des identitys montre que g\ et §2 sont deux applications ryci- 
proques l’une de l’autre ; ce sont done des isomorphismes. Lorsque E est un espace normy, 
les applications gi sont des isomytries et il en est done de meme des applications toujours 
d’apres le principe du prolongement des identitys. 

Note Lorsque E est un espace normy, on notera que le plongement de E dans 
utilisy dans l’exercice 2.27.7 n’est pas linyaire (exercice 3.9.2). Une autre mythode de com- 
piytion d’un espace normy consiste h plonger l’espace dans son bidual (remarque 3.16.2) ; 
cette mythode utilise essentiellement le thyoryme de Hahn-Banach. 
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Note On peut plus genfralement compl&er un e.l.c. sdpard non n&essairement mdtrisable 
(exercice 3.6.5). 

EXERCICE 3.5.3 

1. On suppose que E admet une base infinie denombrable (e n ) n >i et on note F n le sous- 
espace vectoriel de dimension n engendr^ par (e p )i< p < n . Ces sous-espaces sont fermds 
(corollaire 3.5.10) et d’intdrieur vide (exercice 3.1.3). Etant donn6 que F = U^Li En, E 
est maigre dans lui-mSme, done d’intdrieur vide ( E est de Baire) et ceci est absurde. 

2. Raisonnons par l’absurde, supposons E de dimension infinie ; on peut alors trouver 
une suite croissante F n de sous-espaces vectoriels de dimension n. La reunion 
F = IXLi E n est un sous-espace de dimension infinie denombrable ; ce sous-espace F 
etant ferme, F est un espace de Frechet de dimension infinie denombrable, ce qui contredit 
1. 

EXERCICE 3.6.1 

L’ application r : (x,y) E E x E h* x -f y E E est continue et A + B = t(A x B) 
oii A x £ est compact ffyehonoff) ; 1’ espace E etant separe, on conclut avec le thdorfcme 
2.31.10. 

EXERCICE 3.6.2 

L’ ensemble B = (V - A) veV ( x ) est un ensemble non vide de parties non vides et 
(Vi - A) n (v 2 - A) D Vi n v 2 - A ; 

il s’agit done bien d’une base de filtre. De plus, le point x etant adherent k A + £, pour tout 
V E V(x), il existe a E A, b E B tel que a + b E V et par consequent 
B D (V - A) ^ 0. Etant donne que B est compact, la trace sur B de cette base de filtre 
admet un point adherent b E B ; pour tout V E V(0), on a done b e (x + V) - Ae t en 
particulier (b + V) fl ^( x + V) - A^j ^ 0, c’est-&-dire (6 + V - V) fl (a; - A) ^ 0. Vu 
l’exercice 3.1.1, ceci montre que b e x - A = x - A, d’ou x e A + B. 

EXERCICE 3.6.3 

Si T n’est pas surjective, T(E) est un sous-espace strict de K n , done T(E) n’est pas un 
ouvert de IK n et T n’est pas une application ouverte. 

Si T est surjective, considerons 1’ espace quotient £/Ker T, la surjection canonique 
7 t : E -> E/ Ker Tet l’unique application lineaire S : E/ Ker T -» K n telle que T = Son. 
L’ application n est ouverte (proposition 3.6.2) ; S est une bijection lineaire, la bijection 
rdciproque S~ 1 est continue d’aprfcs le corollaire 3.5.1 1, ce qui signifie que S est une ap- 
plication ouverte et il en rdsulte que T est une application ouverte. 

EXERCICE 3.6.4 

Soit 7 t : E -> E/F la surjection canonique de E sur E/F , v&ifions d’abord que 
F + G = 7T _1 (7r (G)). Soit x € E, dire que x appartient i n~ 1 (n(G)) signifie qu’il 
existe y E G tel que n(x) = n (y), e’est-^-dire que x - y E F, soit x E F + G. Ceci 
prouve l’6galit£ annonede. 

L’ espace quotient E/F est s6par6 (proposition 3.6.4) ; n(G) est un sous-espace de 
E/F de dimension finie, done fermd (corollaire 3.5.10) et F + G est l’image r&iproque 
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par P application continue 7r de ce sous-espace fermy, ce qui prouve que F + G est fermy. 

EXERCICE 3.6.5 

1. II s’agit de verifier que ||rr||i = \\y\\i lorsque m{x) = i Ti(y), c’est-a-dire lorsque 
Ik - y\U = o. On a en effet \\x\\i < \\x - y\\i + ||y|U = ||y|U et de m&ne MU < \\ X \U- 

2. L’ application (p est lin^aire. Lorsque tp(x) = 0, on a |k||i = 0 pour tout i, d’ou 
x = 0 Pespace E ytant sypary, ce qui prouve que p est injective. 

La continuity de ip yquivaut a la continuity des applications x € E t-> Ki(x) G Ei/Fi 
qui rysulte de la continuity de m et de la continuity de P injection canonique de E dans Ei. 

Quant & la continuity de ip~ x : <p(E) E, on a d’apres 1. ||rc||* = |||7Tt(x)|||i pour 
tout x G E et ceci permet de conclure car la topologie produit de Pespace Yl ieI Ei/Fi 
peut 6tre dyfinie par les semi-normes y »-» |||2/«|||». 2/ = (2/0- Ceci prouve que / est un 
isomorphisme de E sur ip(E ). 

3. II en rysulte que E est isomorphe a un sous-espace de Pespace produit Y[ ieI Ei/Fi. 
Lorsque E est mytrisable, on peut supposer / dynombrable et E est done isomorphe h. un 
sous-espace d’un produit dynombrable d’espaces normys. 

4. D’aprfcs 3., E est isomorphe h. un sous-espace d’un produit Yl ieJ Gi d’espaces nor- 
mys. Notons Gi le compiyty de Gi (exercice 3.5.2) ; les Gi sont des Banach, E est iso- 
morphe h. un sous-espace du produit G = ILe/ et cet es P ace G est un e.l.c. sypary 
complet (thyoryme 3.5.6). On peut done supposer que E est un sous-espace de G : il suffit 
alors de prendre pour E l’adhyrence de E dans G. 

Lorsque E est mytrisable, on peut supposer / dynombrable ; G est alors mytrisable 
(proposition 3.5.5) et a fortiori E. 

Quant & l’unicite du compiyty h un isomorphisme prys, elle se dymontre comme dans 
P exercice 3.5.2. 

EXERCICE 3.6.6 

Notons F = Ker T le noyau de T ; ce noyau est yvidemment fermy si T est continu. 
Reciproquement, supposons le sous-espace F fermy. Considyrons Pespace quotient E/F , 
la surjection canonique 7 v : E E/F et Papplication linyaire S : E/F ->• K n telle que 
T = S o 7r. L’espace E/F est sypary (proposition 3.6.4) et de dimension finie car S est 
une injection ; d’apres le corollaire 3.5.1 1, Papplication S est continue et il en est done de 
meme de T = S o n. 

EXERCICE 3.7.1 

Soit (IMIOze/ une famille de semi-normes dyfinissant la topologie de E. Si B est une partie 
bornye de E et si ( x n ) est une suite de B , on a 

||A n aj n ||i = |A| |kn||i ^ c |A n |, 
ce qui prouve que lim 7WOO \ n x n = 0 si lim„^oo A n = 0. 

Reciproquement, si B n’est pas une partie bornye de E> il existe i tel que 
su Px6B \\ x \U = +°° » on P eut done construire une suite ( x n ) de B telle que |k n ||i > n ; 
prenons A n = 1/n, on a alors || \ n x n ||i > 1, ce qui prouve que la suite (A n ar n ) ne converge 
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pas vers 0 bien que lim n ->oo A n = 0. 

EXERCICE 3.7.2 

1 . On pose 

A n = max(l, max a pn , max a np ), 

0<p<n 0 < p <n 

on a alors 

Q> P q ^ i ^max(p,q) ^ -^p Aq Car A n ^ 1. 

2. Soit (11*11,) une suite de semi-normes ddfinissant la topologie de E , les quantitds 
a pq = sup xeBp 1 1 a; ||, sont finies, les ensembles B p dtant bornds. On pose e p = l/A p , 
alors 

sup ||o;||, = e p a pq < A qy 

xGSpBp 

d’oh sup x€B ||® ||, < A q ou B = U~o £ pBp : cec * prouve que B est bornd. 

EXERCICE 3.7.3 

Avec les notations de la proposition 3.5.1, on a en effet 

sup ||x||i = sup ||/a(®)||i = sup ||y||i. 

x€A xeA yefc*(A) 


EXERCICE 3.7.4 

L’espace J 5 (X; K) dtant sdpard, toute partie relativement compacte est bomde (proposition 
3.7.3). Rdciproquement, soit A une partie bornde ; notons pr x : / •-» f(x) la projection 
d’indice x € X ; alors pr x (A) est bornd dans K (proposition 3.7.2), done relativement 
compact et le thdordme de Tychonoff prouve que A est relativement compact. 

EXERCICE 3.7.5 

Posons K = {x e F ; \\x - a\\ < ||a||}, cet ensemble est non vide (0 e K) t fermd et 
bornd, done compact, F dtant de dimension finie. D’aprds le corollaire 2.33.13, il existe 
done un point x e K tel que ||a - x\\ = d(a y K). Ceci prouve le rdsultat voulu car 
d(a y K) = d{a y F) : en effet, pour y € F, y & K on a ||a - y\\ > ||a|| > d(a, F). 

II n’y a dvidemment aucun thdordme d’unicitd sans hypothdse suppldmentaire. Par 
exemple, prenons F = R 2 muni de la norme ||(®i,® 2 )|| = max(|a;i|, |® 2 |), E = Rx {0} 
eta = (0, 1) ; on a alors d(a y F) = let ||a-®|| = d(a y F),x = (#i,0), signifie \xi\ < 1. 

EXERCICE 3.7.6 

La condition est dvidemment ndeessaire. Rdciproquement, supposons la sphdre unitd 
S = {x G E \ ||aj || = 1} compacte. Montrons que la boule unitd B est compacte, le 
thdordme 3.7.4 permettra de conclure. Montrons que toute suite ( x n ) de B admet une sous- 
suite convergente. Ceci est dvident s’il existe une infinitd d’entiers n tels que x n = 0. On 
peut done supposer tous les x n ^ 0. Posons alors y n = (®n/||®n||> ||®n||) G S' x [0, 1] ; 
Pespace S x [0, 1] dtant compact, il existe une sous-suite ( y nk ) convergente et il en rdsulte 
que la sous-suite x Uk = (x nk /\\x nk ||) x \\x nk || converge, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3.7.7 

1. Il existe une boule ouverte Bj(a\r) ne rencontrant pas B ; alors V = Bj(0\r/2) 
convient : en effet, si (A + V) D (B + V) dtait non vide, il existerait a G A y b G B et 
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u, v G V tels que a + u = 6 + v> d’ou b = a + w ou w = u — v G Bj(0\ r) et par 
consequent B D Bj(a ; r) serait non vide. 

2, a. On remarque que 3 = (B + V)^gv(o) est une base de filtre d’apr&s la proposition 
2.8.3 vu que 

(B + Vi)n(B + v 2 ) db + Vinv 2 . 

Supposons A D (B + V) ^ 0 quel que soit V 6 V(0), alors 3 admettrait une trace sur A 
et, A etant compact, le filtre induit admettrait un point adherent a G A. Ce point serait a 
fortiori adherent au filtre de base 3 et (a + V) fl (B + V) serait done non vide quel que 
soit V G V(0), ce qui contredit 1. 

b. D’apr&s a., il existe une boule ouverte Bj(0;r) telle que 
An(£ + £j(O;r)) = 0. 

Montrons alors que V = Bj(0\r/2) convient. Raisonnons par Fabsurde. Supposons que 
(A + V) fl (B + V) ^ 0 ; alors, il existe a G A, b G B tiu^v G V tels que a + u = 6 + v, 
d’ou a = b + w ou w = v - u G Bj(0] r) et par consequent A 0 (B + Bj( 0; r)) est non 
vide, ce qui est absurde. 

EXERCICE 3 . 8.1 

1. On consid^re Fapplication h : u G E i-> tu + (1 — t)y G E. Cette application est 
un homeomorphisme tel que h(x) = z et par consequent h(C) est un voisinage de z. 
L’ensemble C etant convexe h(C) C C, ce qui prouve que C est un voisinage de 2 , soit 
zed. 

2. On considere l’homothetie k : E -» E de centre 2 qui transforme x en y ; k est de 
la forme u h* \z + (1 - A ou A est determine par la condition Xz + (1 - X)x = y, soit 
A = 1/(1 - t). Alors, k(C) est un voisinage ouvert de y qui rencontre done C : il existe 
a G C tel que k(a) G C. On a Xz + (1 — A )a = k(a)> soit 

2 = \k(a) + (1 - \)a = ta + (1 — t)k(a) 

A A 

et d’apres 1. on en deduit que z G C. 

3. Soient x>y G C, d’apres 1. ]z, y[ C C, ce qui signifie que C est convexe. 

4. Etant donne que C c C, il s’agit de demontrer que C c C. Soit y G C, il existe 
x G Cet d’apres 2., ]a;,2/[c C. Soit Bj{y\r) une boule ouverte centre au point y et 
soit z = tx + (1 - t)y , on a ||z - y||j = t \\x - y\\j , d’ou 2 G Bj(y\r) pour t > 0 
suffisamment petit, ce qui prouve que y est adherent h C et ceci prouve 1’ inclusion voulue. 

11 s’agit de verifier l’inclusion (5 C C. Soit x G C et soit Bj(x ; r) une boule ouverte 
centree au point x telle que Bj(x\ r ) C C. Etant donne que x G C C C = C, cette boule 
rencontre C : il existe y e B j(x\r) fl C. Posons z = 2x - y, soit x = (y + ^)/2. On a 
alors || 2 ;-x||j = ||y-a;||j < r, e’est-^-dire 2 G Bj(x\r), d’ou 2 G Cet, vuque?/ G C, 

2. montre que x G C, ce qui prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 3 . 8.2 

1. Supposons la fonction / continue ; soit a G C, il existe un voisinage ouvert O de a 
contenu dans C tel que f(0) c [/(a) - l,/(a) -I- 1], d’ou /(x) < /(a) + 1 pour tout 
x eO. 

Reciproquement, on suppose qu’il existe un ouvert non vide O C C tel que f(x) < M 
pour x G O. 
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Montrons d’abord que / est continu en tout point de O ; par translation, on peut suppo- 
ser qu’il s’agit de l’origine et que / (0) = 0. II existe alors une boule ouverte Bj (0; r) C O, 
r > 0, soit f{x) < M pour ||x||j < r. Soit 0 < e < 1, on a pour ||a;||j < r (/ dtant 
convexe) 

f(ex) < ef(x) + (1 - e)f( 0) < eM et 0 < f(ex) + f(-ex), 
d’ob | /(ex) | < eM pour ||x||j < r et par consequent |/(x)| < eM pour ||a:|| j < er, ce 
qui prouve la continuity de / h. l’origine. 

On v^rifie ensuite que / est majory au voisinage de tout point x e C. Comme pr6c6- 
demment, on suppose 0 G O et \f(z)\ < M pour z e O. Le convexe C £tant ouvert, il 
existe t > 1 tel que y = tx G C. Utilisons Thomothytie h : u x + (1 — 1 /t)u de 
centre y qui transforme 0 en x ; h(0) est un voisinage ouvert de x contenu dans C et, pour 
2 G h(0 ), on a 

*= f + 

d’oii f(z) < (1 /t)f(y) + (1 - l/f)M, ce qui prouve que / est majory sur h(0). 

2. Lorsque E est de dimension finie n, on peut trouver n + 1 points (®<)o<<<n de C 
tels que P ouvert convexe 

n n 

Q = {x = y j XiXi ; 0 < Aj < 1 et Aj = 1} 

i= 0 i= 0 

soit non vide. Pour x e O, on a alors 

f(x) < Y2 A if(Xi ) < tfixt), 

i = 0 t=0 

ce qui prouve que / est majory sur O, done continu d’aprys 1. 

EXERCICE 3.9.1 

1. On asup x6X \f(x)\ = +oo et pour A,)u G E, A ^ fi y 

= sup |A/(x) - At/ (as) | = |A - n\ x sup |/(a:)| = +oo, 

xex x£X 

d’ou d 2 (A/, nf) = 1. Ceci montre que sur la droite engendrye par / la topologie 7 U induit 
la topologie discryte. 

2. Si E est un sous-espace vectoriel de Pespace J6(X;R) de toutes les fonctions bor- 
nyes, la topologie est une topologie d’e.v.t. et m6me d’espace normy. Rydproquement, 
si E muni de la topologie 7 U est une topologie d’e.v.t. et s’il existe une fonction / G E non 
bornye, la topologie discitte sur la droite engendrye par / serait une topologie d’e.v.t., ce 
qui est absurde. 

EXERCICE 3.9.2 

II est clair que /( 0) = 0, P application / est bornye et pryserve les distances (exercice 
2.27.7). Comparons /( 2x) et 2 f(x), e’est-a-dire 

y i->- \\2x - 2 /|| - ||2/|| et y >-* 2\\x - 2 /|| - 2||j/||. 

Les valeurs de ces fonctions au point y = x sont respectivement 0 et — 2||cc||, d’ob 
f(2x) ^ 2 f(x) si x ^ 0 : P application / n’est pas linyaire. Ceci n’est nullement contra- 
dictoire avec le rysultat de l’exercice 3.3.5 qui suppose / surjective. 

EXERCICE 3.9.3 POLYNdME DE MEILLEURE APPROXIMATION 

l,a. Si xo = 6, on a -||p|| < g(x) < \\g\\ pour tout a < x < b et il existe done S > 0 tel 
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que - J|p|| + S < g(x) < ||p||. Si Q = P + <5/2 , on a ||/ - Q|| = || fl - 5/ 2|| = ||</|| - 6/2 
et ceci est en conti adiction avec le fait que P est un polyn6me de meilleure approximation. 

b. D apr&s la definition de xo et le fait que g(x o) > 0, il suffit de remarquer que, pour 
a < x < x 0 , -||<7|| < g(x) < ||g||. 

c. La tonction Q ne s’annule pas sur [o, £i [ ; vu que Q{x o) > 0, elle est > 0 sur 
cet intervalle. Si 6 > 0 est suffisamment petit, g(x 0 ) - 6Q(x 0 ) > 0. II en r&ulte que 
g(yo) - SQ(yo) > 0, done yo ^ £i car g(£i) = Q(£i) = 0 et par consequent Q(yo) > 0. 
On en deduit que 

a<l< X €l (fl(:C ) ~ *<?(*)) < 3(2/0) < llflll- 
II existe par ailleurs 77 > 0 tel que g( x) > -|| 5 || + v sur [a, 6). d’ou 
g(x) - 5Q(a;) > -||p|| + 17 - $||<3|| 

et par consequent 

a <x<$ 1^^) “ $Q( X )) ^ -||</|| + fl/2 pour <5 > 0 suffisamment petit. 

Ceci prouve que, pour 6 > 0 suffisamment petit, 

^ " 5< 5(*)l < IMI- 

Considerons ensuite l’intervalle [4*> C<+i]* P° ur fixer les idees, supposons g(xt) > 0, 
e’est-a-dire i pair. II en resulte que Q(*i) > 0 et, sur I’intervalle [&,6+i], Q ne s’annulant 
qu’aux points 4iet^ i+1 , <5 est > 0 sur ]£*, £, +] [. En choisissant un point j/, e [£i,£i+i] tel 
que 

9{Vi) - 6Q(yi) = max g(x - 6Q(x)) 

£i<x<£i + 1 

et, en raisonnant comme prdeddemment, pour 6 > 0 suffisamment petit on obtient 
max (g( x) - 6Q(x)) < g( Vi ) < ||p||. 

€i<S<$i + 1 

Vu que la fonction g ne prend pas la valeur -||p|| sur l’intervalle [&,&+i], il existe rj > 0 
tel que g(x) > -||(/|| + rj sur [£z,£i+i] et le raisonnement se poursuit comme dans le cas 
prdeddent. 

Nous laissons le soin au lecteur de s’ assurer que tous les autres cas se traitent de la 
m6me fa$on. 

2. Soit 0 < A < 1, alors 

11/ - (APi + (1 - A)P 2 )|| < A|| / - Pi|| + (1 - A) ||/ - Pi || = d(f,E n ). 

En prenant A = 1/2, on obtient 

/<*>-^<*) = ±l/-J»l. 

c’est4-dire 

|(/(Xi) - Pi (*,)) + = ±11/ - P||. 

Etant donnd que \ f(xi) - Pj(xi)\ < \\f - P||, on a ndeessairement 
f(Xi) - Pl(Xi) = f(Xi) - P2(Xi), 

d’ou Pi(xi) = Pzixi) pour 1 < i < n, soit Pi = P2 vu que ce sont des polyndmes de 
degrd < n. 

EXERCICE 3.9.4 

On a \a n f(x n )\ < ||/|| x |a n |, la sdrie an f ( Xn ) est d° nc absolument convergente 
et |T(/)| < ll/ll 0 l a n|- Ceci montre que T est une forme lindaire continue de norme 
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< o \ a n\- Montrons que la norme de T est en fait dgale k |a n |. Soit € > 0, il 
existe une partie finie A de N tel que J2 n ^ A \a n \ < £• L’espace X etant sdpare, il existe 
pour n € A des voisinages V n de x n disjoints deux k deux. L’espace X etant normal, 
il existe (th^or^me 2.36.1) des fonctions continues f n : X [0, 1], n G A, telles que 
fn(x n ) = 1 et f(x) = 0 pour x e X - V n . Posons e n = 1 si a n > 0 et e n = -1 si 
a n < 0, puis / = J2neA e *fn- Alors » / € E, ||/|| = 1 et 

Tf = l°n| + R n OU |-ft n | < ^ M ^ 

7i£i4 n0A 

d’oCi 

oo 

r^7i > i a «i - e ^ X) i a «i - 2e - 

n£A n=0 

Ceci prouve que ||T|| > l a «l - 2e et ceci ® lant vra i pour tout e > 0, on en ddduit 

que ||T|| > l fln l» d’ou le r^sultat voulu. 

Note Une forme lindaire et continue sur E est appeiee une mesure de Radon, on a ici un 
exemple particulier d’une mesure de Radon sur un espace compact. 

EXERCICE 3.9.5 

l,a. Montrons d’abord que toute fonction / 6 co(X\ E) est bom^e. Dire que / appartient 
k l’espace cq(X\E) signifie que, pour toute partie finie J de I et tout e > 0, il existe un 
compact K C X tel que 

xeX-K=>\\f(x)\\j<e 

et il suffit d’dcrire cette condition pour les J rdduits k un element, une reunion finie de 
compacts dans un espace s^pard etant compacte. Pour i e /, il existe done un compact 
K C X tel que ||/(a;)||i < 1 pour x e X - K ; la fonction continue / etant bomde sur 
le compact K , il existe une constante M > 0 telle que ||/(a:)||i < M pour x e K, d’ou 
su Pxgx \\f( x )\U < max(l, M), ce qui prouve que / est borne. 

b. Verifions que co(X\ E) est un sous-espace vectoriel de l’espace Gb(X;E). Soient 
fi , h € co(X\ E), Ai , A 2 GK ; soient i G /, e > 0, il existe des compacts K\ et K2 de 
X tels que 

\\fi(x)\\i < e pour a; e X - I<i et ||/ 2 (a;)||i < epourx e X - K 2 . 

Aloi s K = K\ U K 2 est compact et 

||(Ai/i 4- A 2 / 2 )(®)||< < (|Ai| + |A 2 |)e pour tout a: e X - K, 
ce qui prouve que A 1/1 + A 2/2 appartient a l’espace c 0 (X\ E). 

c. Montrons enfin que co(X ; E) est fermd danx l’espace Qb(X ; E). Soit / G Qb(X\E) 
une fonction adhdrente a co(X\E). Pour tout i e I et tout e > 0, il existe done 
9 e co(X\E) tel que sup xex \\f(x) - g(x)\\i < e et il existe un compact K C X 
tel que sup xeX _ K ||p(a)||i < e, d’ou sup xex _ K ||/(«)||< < 2e, ce qui prouve que / 
appartient k l’espace co(X\ E) qui est done fermd. 

d. Quant a l’espace Co(X; E), si / : X -» E est une fonction continue k support 
compact, / est nul sur X — supp (/), done / appartient k l’espace co(X\ E) et par conse- 
quent &o(X\ E) c co{X\ E). En outre, Co(X\ E) est un sous-espace vectoriel de l’espace 
co(X\E) car 

supp (A/) = supp (/) si A e K, A ^ 0, et supp (/ + g) c supp (/) U supp (g), 
la seconde inclusion resultant simplement du fait que 

/(*) = 9(x) = 0 =» (/ + g)(x) = 0 
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et de ce que supp (/) u supp ( g ) est fermy, car compact. 

2. Soit / £ co(X ; E) et soit e > 0, il existe un compact K de X tel que ||/(#)|| < e 
pour a; £ X — K. D’apres le corollaire 2.36.6, il existe une fonction ip £ Co(X; [0, 1]) telle 
que ip(x) = 1 pour x £ K. Consid&xms alors la fonction ipf ; c’est une fonction continue & 
support compact et \\f(x) — (ipf)(x)\\ < € pour tout x £ X,soit ||/ — <^/||oo < eennotant 
11*1100 la norme de la topologie de la convergence uniforme. Ceci prouve que Co (X\E) est 
dense dans co(X\ E). 

EXERCICE 3 . 9.6 

1 . rdsulte du fait que les parties compactes de 7 pour la topologie discrete sont les par- 
ties finies de 7. D’apres l’exercice 3.9.5, co(/; E) est un sous-espace fermy de Pespace 
l°° (7;F) ; si E est un espace de Banach, Pespace l°°(I;E) est un espace de Banach 
d’aprfcs le th^oreme 3.9.5 et il en est done de meme du sous-espace fermy co(/; E). 

2. L’ application lin^aire / f(cj) de C u (7; E) dans E est continue car 

ll/MII< sup ||/(»)|| = ll/ll 

iei 

et F est le noyau de cette application : F est par consequent un sous-espace vectoriel fermy 
de Pespace G u (7; E). 

3. 11 est clair que Papplication 3> : / f de /°°(7;F) dans Z°°(7;F) est lindaire, 
injective et que ||/|| = ||/||. 

Lorsque / appartient & Pespace co(7; F), montrons d’abord que / appartient & F, e’est- 
a-dire que / est continu. Toute fonction de 7 dans E est continue en tout point del car les 
points de 7 sont des ensembles ouverts. Il s’agit done de verifier la continuity de / au point 
& Pinfini u. Or, Pensemble des voisinages du point oj coincide avec Pensemble des parties 
de la forme I — J ou J ddcrit Pensemble des parties finies de 7 ; la continuity de / au 
point cj signifie prycisyment que / appartient h Pespace co(7; E). Ceci montre en outre que 
Papplication <1> de co(/; E) dans F est surjective et $ est done bien une isomytrie lin^aire 
de co(I\E) sur F. 

4. A est relativement compact dans co(/; E) si, et seulement si, $>(A) est relativement 
compact dans F, done dans 6^(7; E) vu que F est fermy dans cet espace. D’apres le thyo- 
reme d’Ascoli, ceci signifie done que A vyrifie a. et que <£>(A) est yquicontinu. Les points 
de 7 ytant ouverts, tout ensemble de fonctions de 7 dans E est yquicontinu en tout point de 
7. Quant h Pequicontinuity au point a Pinfini c j, vu la structure des voisinages de ce point 
on constate qu’il s’agit exactement de la propriyty b. Ceci prouve le rysultat souhaity. 
EXERCICE 3 . 9.7 ESPACE DES FONCTIONS HOLDERIENNES 

1. Toute fonction ^-holdyrienne est continue d’apr£s Pin^gality 

II /(®) ~ f(y ) II < cd(x,yY 

et il est immydiat de vyrifier que e 0,/A (X;F) est un sous-espace vectoriel de Pespace 

e ( X ; F). 

2. On vyrifie aisyment que ||*|| a est une norme : en particulier, ||/|| a = 0 implique 
/(a) = 0 et / constante, done / = 0. Toutes ces normes sont yquivalentes : en effet, soit 
a,b £ X, on a 

n/(«)ii < wmw + d(a,br 

a(a, o)** 

d’oii ll/IU < C ll/ll* ou C = 1 + d(a, by. 
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3. Soit (/ n ) une suite de Cauchy dans l’espace C 0,M (X ; E) : 

(Ve > 0)(3n € N )(Vp,g G N )((p > n et g > n) => ||/ p - / q || a < e). 

II en rdsulte que la suite (/ n (a)) est de Cauchy dans E et ceci etant vrai quel que soit a, la 
suite (/ n ) converge simplement ; notons / sa limite. On a, pourp > n et q > n, 

ll/p(®) ~ /«(*) - (/p(y) “ /<?(?/)) II < ed{x,yY 
et en faisant tendre g vers l’infini 

ll/p(*) - /(*) - (/p(y) - /(y))ll < *<*,*)*, 

ce qui prouve que f p - f appartient h respace C 0 ’ M (X; E), d’ou / e e 0 ^(X; E), et que 
la suite (/ n ) converge vers / dans e 0,M (X; F). 

4. Si X est un espace m&rique borne, notons d son diam&tre. On a alors 

ll/(*)ll < ll/WII + ||/(a) - /(o)|| < |l/(o)|| + ^sup jlM^iM , 

y?z d(y,zy 

d’oii sup l€X || /(a;) || < max(l ) d #i )||/|| a) ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3.9.8 

1. Soit (|M|i)i€/ une famille de semi-normes definissant la topologie de F. Une fonction 
/ : X xY -> F appartient k l’espace Jb,Axv(X xY-,F) si, et seulement si, pour tout 
i € I e t tout A x B € A x “B, 

WflU.AxB = sup ||/(* >J /)|| 4 
( x,y)€AxB 

est fini. Quant k la fonction $(f)(x) = f(x , .), elle appartient k l’espace 7 b ,v{Y\ F) si, et 
seulement si, 

||$(/)(a:)||i,B = sup ||/(x, j/)||i 

y€B 

est fini pour tout i et tout B e B ; la topologie de 1’espace Jb /3 (Y ; F) etant definie par ces 
semi-normes ||*|| iyB > la fonction $(/) appartient alors h l’espace 9 bt A (X; (F; F)) si, 

et seulement si, 

||$(/)||t,/i,iJ = sup sup ||/(ar, S/ )|| i 

xGA y£B 

est fini. Etant donne que la famille de semi-normes \\»\\i,AxB (resp. ddfinit la 

topologie de l’espace ?b,Ax'Ji(X x F; F) (resp. ^(X; y 6/B (F; F))), la relation 

Wf\\i,AxB = mf)\\i,A, B 
prouve que $ est un isomorphisme entre ces deux espaces. 

2. Soient X x > Xy et Xxxy Tensemble des parties compactes non vides de X, Y et 
X x y respectivement, on a Xx x Xy C Xxxy et tout compact K de X x Y est contenu 
dans un compact de la forme K\ x K 2 G Xx x Xy : les espaces X et Y etant s^pards, 
il suffit de prendre Ki = m(K)- Ceci montre que les espaces 3 r b i x XxY (X x F;F) 
et ? 6 , 3 Cxx 3 c y (X x F;F) coincident et que les families de semi-normes definissant la 
topologie de ces espaces sont equivalentes. Le resultat demand^ rdsulte alors de 1 . 

EXERCICE 3.9.9 

1. Notons g x Implication y h* f(x,y) ; cette application est continue : g x € C(F;F). 
Montrons que 1* application x g x de X dans C c (F ; F) est continue en tout point a € X. 

Soient une famille de semi-normes definissant la topologie de F, J une partie 

finie de / et e > 0. Pour tout y e Y , il existe un voisinage ouvert V b x W b de (a, b) tel que 
II f(x,y) - f(a,b)\\j < e pour ( x,y ) e V b x W b . 
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£tant donn6 un compact K de Y, le recouvrement ouvert {Wi,)beK de K contient un sous- 
recouvrement fini (W b ) beL , L partie finie de K. On pose V = Hset v >> e v ( a ) '• si 
(*» y) € V x K, il existe be I< tel que (x, y) eV b x W b , d’oii 

ll/(®)V) - /(a,6)||j < eet ||/(a, 2 /) - /(a,6)||j < e, 
soil \\f(x,y) - f(a,y)\\j < 2e et par consequent 

lls* -5o||j,/f = sup ||/(a;,j/) — f(a, i/)|| j < 2e pour tout x e V, 

y€K 

ce qui prouve la continuity au point a de 1’ application x •— > g x * 

2. Soient (a, b) G X x Y, J une partie finie de /, e > 0 et K une partie compacte de 
y . D’apres la continuity au point a de l’application x »-» g x de X dans 6 c (y ; F), il existe 
un voisinage V € V(a) tel que 

xeV ^ sup || f(x,y) - f(a,y)\\j < e 
y€I< 

et 1’ application y f(a,y) ytant continue au point 6, il existe un voisinage W G V(b) tel 

que 

y eW => ||/(a, y) - /(a,6)||j < e. 

On en dyduit que 

(*,y) eVx(wnK)=* \\f(x iy )-f(aMj < *• 

En prenant b G K, ceci montre que la restriction de / & X x K est continue au point (a, b) 
et en prenant pour K un voisinage compact de b (l’espace Y est localement compact) on en 
dyduit que / est continu au point (a, b). 

3. D’aprys l’exercice 3.9.8, Implication $ est un isomorphisme de x V; F) 

sur Sb&iXi&b'XiY] F)). D’apres 1. et 2., <I> induit une bijection de £(X x Y\F) sur 
e(X]£ c (Y]F)) et il en rysulte que $ est un isomorphisme de £ C (X x Y\F) sur 

e c (x ; e c (y;F)). 

EXERCICE 3.9.10 

L’espace X peut s’ycrire comme la bunion d’une suite (O n ) d’ou verts relativement com- 
pacts telle que O n C O n +i (exercice 2.35.10). D’aprys la proposition 2.36.5, il existe des 
fonctions continues (p n : X [0, 1] telles que <p n = 1 sur O n et ip n = 0 sur X - O n + 1 ; 
on notera que y> n est a support compact, car contenu dans O n +i. Soit / G C(X; E), alors 
la fonction f n = y>nf est continue h support compact et la suite (/ n ) converge vers / 
uniformyment sur tout compact : en effet, si K est un compact de X, il existe un entier no 
tel que I< C O n pour n > no, d’ou sup x€K |(/ - f n )(x)\ = 0 et ceci prouve le rysultat 
voulu. 


3.37 Exercices du chapitre 3.B 

EXERCICE 3.10.1 APPLICATION MULTILINIzAIRE CONTINUE 

a. Vyrifions d’abord l’yquivalence des propriytys 1., 2. et 3. 

1 => 2 est clair. 

2 => 3 L’application T ytant continue h l’origine, il existe une constante c > 0 telle que 
\\T(xi y . . . ,z n )|| < c si ||&i|| < 1 pour tout 1 < i < n. Supposons les Xi non nuls, on en 
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d£duit 

iri’(a:i/||a:i|| ) ...,a: n /||a; n ||)|| < c, 

d’oii ||7'(a;i x n ) | < c ||xi [| x . . . x ||a: n || d’apr&s le caractere multilindaire de T. 

3 => 1 Montrons que T est continu au point a = (a i , . . . , a n ) € E. On a la formule 

A = T(ai +xi,...,a„+x„)~ T(ai, . . . ,a„) = ^ T(yi ) 

/ 

ou I ddcrit l’ensemble des parties non vides de [1, n] et yi ddsigne le point de E 
yi = Xi si i e /, yt = cn si i e [1, n] - J. 

Soit 0 < e < 1, supposons ||xi|| < e, on a alors 

||T( 2 /;)|| <c JI||a<|| x e p < c' e 

i£I 

oil p > 1 est le nombre dements de /, d’ou ||j 4|| < c" e et ceci prouve la continuity de T 
au point a. 

b. On munit 1’espace E de la norme ||x|| = maxi<i< n ||®*||. II est dvident que 

Ill’ll = sup ||Ta:|| 
ll*ll<i 

est une norme sur l’espace L(Ei> . . . >E n \F). La topologie ainsi dyfinie sur 
L(E \ , . . . , E n \ F) est la topologie de la ^-convergence ou A d^signe l’ensemble des par- 
ties bonnes de E. En effet, si A est une partie bornye de E , il existe r > 0 tel que 
A C B'(0\r) = {x e E ; ||g|| < r} et on en dyduit que 

sup ||T*|| < sup ||Ta;|| = r n ||T||. 

x€A ||s||<r 

c. On vyrifie ensuite que £(2?i, . .., E n \ F) est un sous-espace fermy de l’espace 
Gb,A(E]F). Le raisonnement est analogue & celui fait pour prouver le thyoryme 3.10.1. 
Soient x € E, yi e Ei et A,^ G K, les applications de Gb t A(E] E) dans F 

J i y i (aji y ... y Xi — i j A Xi H - yyi y i > • • • » 
et 

T I ^ A T(x) + HT(X 1 y...yXi- 1 , yiyXi^l y...yXn) 

sont continues car la topologie de la ^-convergence est plus fine que la topologie de la 
convergence simple (proposition 3.9. 1) et coincident sur £(i?i, ...,E n \ F) t done sur son 
adherence d’aprfcs le principe du prolongement des identitys, ce qui prouve que tout point 
adhyrent h. C(E\y . ..yE n ;F) pour la topologie de la ^.-convergence est une application 
multilinyaire continue. Ceci montre que £j(E\, . . . yE n \F) est fermy dans Gb,A(E\F). 
Lorsque F est un Banach, il en rysulte que £(£ 1 , . . . , E n \ F) est un Banach d’aprfcs la 
proposition 3.9.4. 

EXERCICE 3.10.2 

Notons (ej)j eJit Ji fini, une base de E it tout Xi € Ei s’yerit 

Xi — ^ ^ 3'ij^j) ® ij £ K) 
j € Ji 

et par consyquent 

1 ( x\ y . . . , x n ) — ^ • • • y %i ji x . . . x x n j n 1 (ej 1 y . . . , ej n ) . 

il€Ji 

Les projections {x \ , . . . , x n ) Xi de Yl™ =1 Ei dans Ei sont continues, les formes lindaires 
Xi e Ei i-> Xij gK 0 6 Ji) sont continues ; F ytant un e.v.t., la continuity de T rysulte 
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simplement de la continuity de l’application multilinyaire S :K n —>K ddfinie par 
S(yi,---,yn) = 2/1 x ... x 2 / n , 

continuity qu’on peut vyrifier directement ou dyduire du thyoryme 3.10.3. 

EXERCICE 3.10.3 

1 => 2 est clair. 

2 => 3 Soit (IMIOie/ une famille de semi-normes dyfinissant la topologie de G et soit 
V = J3j(0;r), J G 5(7), r > 0, un voisinage de 0 e G. 11 existe des voisinages A et B 
de l’origine dans E et F respectivement tels que 

(x,y) G A x B => T(a + b + y) — T(a, b) G V. 

On peut alors ycrire 

T(x, y) = T(a + x,b+y)~ T(a, b) - T(a, y) - T(x, b) 

OU 

T(a, y) = T(a, b + 2/) — ^( a > &) € ^ et b) = T(a + x, b) — T{a> b) G V 
lorsque (x,y) G A x B> d’ou T(x,y) G Bj( 0; 3 r), ce qui prouve la continuity de T en 
(0,0). 

3 => 1 Si T est continu en (0,0), montrons que T est continu en tout point 
(a, 6) e E x F. Soit V = £j(0;r) un voisinage de 0 G <3, il existe des voisinages A 
et B de l’origine dans E et F respectivement tels que T(A x B) cV. II existe A > 1 tel 
que a G XA et b G AJ3, on a alors 

T(a,y) = T(a/A, A?/) G V si A^/ G £ 

et de meme T(z, 6) G V si Ax G A. En prenant A et B convexes, on a d’ autre part 
(A# e A et \y e B) => (x,y) e A x B , 
d’ou T(x,y) G V si Xx G A, Ay G B. Vu que 

'/’(a + ®, 6 -f 2/) - T(a, 6) = T(a, y) + T(®, 6) + T(*, y), 

on en dyduit 

T(a + x,b + y) - T(a,b) + K + F = £j(0;3r) pour (®,y) G (1/A)(A x J3), 
ce qui prouve le rysultat voulu. 

EXERCICE 3.10.4 

L’ application $(T) est yvidemment linyaire et on a ||T(a;,2/)|| < ||T|| ||g|| ||y||, d’oil 
\\T(x y *)|| < ||T|| ||a;|| ; ceci prouve que $(T) est continu de norme < ||^||. II en rysulte 
que 1* application linyaire $ est de norme < 1. 

Dyfinissons une application # : £(E;L(F\G)) -> £(E,F\G) en posant, pour 
S6£(B;£(F;G)), 

(S) :Me^xF4 (5*)(y) G G. 

Cette application 'b(S) est yvidemment bilinyaire et elle est continue car 

||®(S)(*.»)II<I|S||IWIII»II. 

inygality qui montre en outre que #( S ) est de norme < ||5||. II en rysulte que l’application 
yvidemment linyaire, est continue de norme < 1. 

On remarque ensuite que 3> et \I> sont des applications ryciproques, soit 
^ O $ = IjC,(E t F-,G) et <E> O # = 

On en deduit que 1 = ||\l>o$|| < ||^|| ||$|| et, vu que ||^|| < 1, ||$|| < l,ceci montre que 
|| ^|| = || $|| = l. Les applications $ et # sont done des isomytries linyaires ryciproques 



500 CHAPITRE 3 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 


Pune de Pautre. 

EXERCICE 3.11.1 

L* injection canonique i : F -* E est lineaire continue et ne peut £tre ouverte (exercice 
3.1.3) ; d’aprfcs le th6or£me de Papplication ouverte (th6or£me 3.1 1.1), i(F) = F est done 
maigre dans E. 

EXERCICE 3.11.2 

Le sous-espace G est ferm 6 dans E , done dans F ; il en rdsulte que E et F induisent sur G 
deux topologies d’espaces de Frdchet ; ces topologies etant comparables, elles coincident 
d’apr&s le corollaire 3. 1 1 .4. 

EXERCICE 3.11.3 

1. 11 s’agit de demontrer que la condition est suffisante. On suppose Papplication S o T 
continue. Soit (# n ) une suite de E convergeant vers 0 telle que la suite (‘ Tx n ) converge 
vers y . Alors, la suite (( S o T)(x n )) converge vers 5( 0) et S(y) ; Pespace G etant s6par£, 
5(0) = 5(y), d’oii y = 0 d’apr&s Pinjectivite de 5. L’ application T est done continue 
d’aprfcs le th^or^me du graphe ferme. 

2. Si 7i ddsigne la topologie de F et si T 2 est une topologie sdpar^e moins fine que Ti, 
on applique 1. en prenant pour 5 Papplication identique If • (F,Ti) — > (-^>^ 2 ). 

EXERCICE 3.11.4 

1 => 2 Soit 5 E £(F\E) un inverse & droite, alors T est surjective car y = T(Sy). 
Montrons que E est la somme directe topologique de Ker T et Im 5. Soit x E Ker TDIm 5, 
on a Tx = 0 et x = Sy , y E F, d’ou y = T(Sy) = Tx = 0 et par consequent x = 0 : 
Ker T D Im 5 = {0}. Tout x de E peut s’ecrire x = S(Tx) + 2 oil S(Tx) E Im 5 et 
z — x — S(Tx) appartient au noyau de T car Tz = Tx — (T o S)(Tx) = 0. Ceci prouve 
le rdsultat voulu, le projecteur x S(Tx) etant continu. 

2 => 1 Notons G un supplemental topologique de Ker T ; G est un sous-espace ferme 
de E , done un Frechet. La restriction de T & G est une bijection lineaire et continue de G 
sur F, done un isomorphisme d*apr£s le theoreme de Banach ; posons 
So = (T|g ) -1 : F -► G et S = i o S 0 , 

i : G -» E designant Pinjection canonique de G dans E. On definit ainsi une application 
lineaire et continue 5 : F -» E qui est un inverse & droite de T. 

EXERCICE 3.11.5 

1 => 2 Soit 5 E £(F\ E) un inverse a gauche, alors Tx = 0 implique x = S(Tx) = 0, 
d’oii Pinjectivite de T. On montre ensuite comme dans Pexercice 3. 1 1 .4 que F est la somme 
directe topologique de Ker 5 et Im T, le projecteur de F sur Im T etant simplement T o 5. 

2 => 1 L’operateur T induit une bijection lineaire continue de E sur Im T et ce sous- 
espace Im T admettant un supptementaire topologique est ferme ; cette bijection est done 
un isomorphisme d’aprfcs le thdoreme de Banach ; notons So : Im T E la bijection 
r&iproque. Soit G un supplemental topologique de Im T et P : F -» Im T le projecteur 
lineaire associe & la somme directe F = Im T 0 G. On pose S = Soo P e £(F; E) ; on 
a alors 


(5 o T)(x) = S 0 (P(Tx)) = S 0 (Tx) = x 
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car P(Tx) = Tx. Ceci prouve que S est un inverse h gauche de T. 

EXERCICE 3 . 11.6 

On v&ifie d’abord que 7 est une bijection. Tout z € F peut sfecrire d’une manfere unique 
y - y' ou y E F 0 , y ' E Im T et S 6tant une bijection de F/KerT sur Im T, il existe un 
unique £ E E/ Ker T tel que y* = S£ ; 7 est done bien une bijection, dvidemment lin&ure. 

Le sous-espace Fo 6tant fermd dans F est un espace de Ffechet ; il en est de m6me de 
E/ Ker T (tlfeofeme 3.6.7), done de E/ Ker T x Fo (corollaire 3.5.7). D’apfes le tlfeofeme 
de Banach, 7 est un isomorphisme et Im T = T(F/Ker T x {0}) est done fernfe dans F. 

EXERCICE 3 . 11.7 

1. Soit (/ n ) une suite de F convergeant unifornfement vers 0 telle que la suite (Tf n ) 
converge unifornfement vers g , alors un tlfeoreme classique de calcul differentiel affirme 
que g = 0. Les espaces E et F dtant des espaces de Banach, F application T est continue 
d’apfes le thdorfcme du graphe fermd. 

2. Il existe done une constante c > 0 telle que \\Tf\\ < c ||/|| pour tout / E F, soit 

sup |/'(a:)| < c sup |/(s)|. 

0<x<l 0<x<l 

Si B est la boule unit € de F, on a par consequent 

sup I/' (a;) I < c pour tout / E By 

0<x<l 

d’ou (tlfeofeme des accroissements finis) 

l/(*)-/(w)l < c \x — y\ pour tout x,yE [0, 1] 
et ceci prouve que B est dquicontinu. 

3. D’apfes le th£oi£me d’ Ascoli, B est relativement compact dans F, done dans F car 
F est ferme et, vu le tlfeofeme 3.7.4 de F. Riesz, F est done de dimension finie. 

EXERCICE 3 . 12.1 

On suppose que C n’est pas maigre et on v^rifie alors que C = E. Notons B l’ensemble 
des x tels que la suite (T n x) soit bornde ; on a C C F, done B n’est pas maigre ; d’apfes 
la proposition 3.12.7, la suite (T n ) est 6quicontinue. Etant donn6 que C est un sous-espace 
vectoriel, il en est de mSme de C et, si C 6tait different de F, C serait d’inferieur vide 
(exercice 3.1.3) et C serait done maigre. Ceci montre que C est n&essairement partout 
dense et le corollaire 3. 12.6 permet de conclure. 

EXERCICE 3 . 12.2 

1. La continuife des formes lin^aires S x fesulte du fait qu’une suite de F convergente pour 
la norme ||»|| converge simplement. 

2. Soit / E F, on a 

A = {6 x (f);xeX} = f(X) 

et f(X) est une partie bonfee de IK car / est continu et X compact. 

3. D’apres le corollaire 3. 12.9, A est bonfe dans F' ; ceci signifie qu’il existe c > 0 tel 
que 

H^xlU' < c pour tout x E X y 
soit 

\f(x)\ < c || /|| pour tout xe X, 
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c’est-a-dire ||/||oo = max lG x \f(x)\ < c\\f\\. Ceci prouve que les normes ||«|| et II.Hoo 
sont comparables, done 6quivalentes vu que ce sont des normes d’espace de Banach (corol- 
laire 3.1 1.4). 

EXERCICE 3.12.3 ESPACE TONNELE 

1. Soit V un tonneau de E y un tonneau 6tant absorbant, on a E = (J^Li n V (exercice 
3.1.2). Si E est un espace de Baire, V est done d’int&ieur non vide. Soit a e V, alors 
V — a est un voisinage de 0 et V — a C 2V : en effet, soit x 6 V, on a -a e V (V est 
6quilibrd) et {x — a)/ 2 6 V (V est convexe). Ceci prouve que 2V , done V, est un voisinage 
de 0. Tout e.l.c. s6par6 de Baire est done tonneld. 

2, a. Soit A une partie simplement bornde de £(E; F) et soit V = #/c(0;r) une boule 
fermde centre en 0 e F : de telles boules constituent un systfcme fondamental de voisinages 
de 0. Montrons que W = Ore a est un tonneau : il en r6sultera que W est un 

voisinage de 0 e E et que T(W) C V pour tout T e A. 

V ensemble V dtant convexe et ferm6, W est convexe et fermd en tant qu’ intersection 
de con vexes fermds. 

Montrons que W est dquilibr^. Soit x e W et soit A e K y |A| < 1 ; on a Tx e V 9 
d’ou T(Xx) = XTx € V (V est dquilibr^), soit Xx eW ce qui prouve le rdsultat voulu. 

Vdrifions enfin que W est absorbant. Soit x e E y A 6tant simplement bomd, il existe 
e > 0 tel que ||Ta?||/c < r/e pour tout T e A , d’ou A x eW pour |A| < e. 

b. La suite (T n ) est simplement bomde, done £quicontinue d’aprfcs 2, a. et on conclut 
avec le corollaire 3.12.4. 

Note Tout espace de Baire est tonneld La rdciproque est fausse : il existe des espaces 
tonnelds qui ne sont pas de Baire. On peut d^montrer par exemple que tout produit d’ espaces 
tonnetes est tonnete, alors qu’un produit d’espaces de Baire n’est pas ndeessairement de 
Baire (voir toutefois les exercices 2.28. 1 et 2.35.5). 

EXERCICE 3.12.4 PRINCIPE DE CONDENSATION DES SINGULARITY 

l,a. Supposons d’abord que, pour tout entierp, il existe x 6 E tel que la suite (T pq x) q en 
ne soit pas born^e. Alors, la suite (T pq ) qe n n’est pas simplement bornde, elle n’est done 
pas 6quicontinue ; d’apr&s la proposition 3.12.7, l’ensemble 

B p = {x e E\ la suite (T pq x) qe n est bom^e } 
est maigre. Il en rgsulte que (J£L 0 c’est-a-dire E — B, est maigre. 

Note Si E est un espace de Baire, E — B est d’int^rieur vide, B est partout dense, done 
non vide. Autrement dit, si, pour tout p, il existe x E E (dependant de p) tel que la suite 
(Tp q x)q€n ne soit pas born^e, alors il existe des x e E tels que, pour tout p, la suite 
(T pq x) q £K ne soit pas bom6e et l’ensemble de ces x est meme partout dense, 
b. On suppose que, pour tout entier p, l’ensemble 

C p = {x e E ; la suite ( T pq x ) qe N converge } 
est different de E , alors C p est maigre (exercice 3. 12.1). L’ensemble (J£t 0 Cp» c’est-a-dire 
E — C, est done maigre. 

2. On considfcre les formes lingaires T pq : E -> K denies par 

l pq X — ^ ^ ClprXr , X — (Xn') £ E. 
r = 0 

Les projections x x n de ^(NjlK) dans K dtant continues, les formes lineaires sur E 
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x x n sont a fortiori continues. II en rdsulte que les formes lindaires T pq sont continues 
et les conclusions rdsultent de 1 . 


EXERCICE 3.12.5 INTERPOLATION DE LAGRANGE 


1. II est clair que P n (f ) est un polyndme de degr 6 < n et que P n (f)(a ni ) = f(a ni ) pour 
0 < i < n ; ces n + 1 conditions ytant lindairement ind^pendantes, P n (f ) est le seul 
polyndme de degry < n les vdrifiant. 

2. Si / est un polyndme de degry q , on a P n (f) = f d£s que n> q\ ceci prouve que 
la suite (P n (/)) converge vers / dfcs que / est un polynome et l’ensemble des polyndmes 
est dense dans E (th6or£me 3.26. 1). 

3. On a dvidemment 

I (/)(*) I < (El^(x)|) X Il/H, 

i - 0 

d’oD la continuity de P n et 

n 

||P»IU(B) < SUP £|ft*(*)l- 
Pour dymontrer regality, choisissons un point xo G [0, 1] tel que 

n n 

£l«»<(*o)| = su P £l®»<(*)l- 

to o< x <ifrZ 

et soit fo G E la fonction affine sur chaque intervalle [a n i,a n z+i] (0 < i < n - 1) telle 


que 


On aalors ||/o|| = 1 et 


fo(o>ni ) 


■{ 


+i 

-l 


si q n i(x o) > 0, 

si Qni(xo) < 0. 


n 


l|F„|| > ||Pn(/o)|| > |F»(/o)(*o)| = £|M*»)I, 


z=0 


d’ou legality voulue. 

4. On vyrifie aisyment que 




Par ailleurs, la fonction 


1 1 1 ,, 1 . , 1 . 
- 2 X X X (1 “ 2 > X " ' X ( ” “ 


n 4t — -TT 7 ) n > i + 1, 


z! (n — z)! 

est croissante et vaut 1 pour n = z + 1, d’oil 
1 . 1 


> 


pour 1 < z < n — 1 


et 




z! (n — z)! (n - 1)! 

1 (2 - ±)x...x(n-±) _j_ 1 


~ 4 * 


(n - 1)! 


*- f > 4t - 


5. On en dyduit que 

1 n_1 1 

||Pn|U(£) > 4 X £ 

2=1 

d’oil lim n ->oo ||Pn|U(E) = oo. La suite (F n ) n’est pas dquicontinue (proposition 3.12.1) ; 
il en rdsulte (proposition 3.12.7) que l’ensemble des / € E tels que sup n€N ||Pn(/)|| < oo 
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est maigre ; a fortiori l’ensemble des / G E tels que la suite ( P n (f )) converge uniformd- 
ment est maigre. 

Note Si la suite ( P n (f )) converge uniformdment vers g , on observera que f = g. En effet, 
soit x G [0, 1], il existe une suite (a ni ( n )) convergeant vers x ; d’apr&s l’exercice 2.33.14, 
la suite ( P n (f)(a ni{n) )) converge vers g(x) ; or, P n (f)(a ni(n) ) = /(a ni(n) ), en passant 
& la limite on obtient f(x) = g{x). 

EXERCICE 3.12.6 BASE DE SCHAUDER 

1. II est clair que les applications A t-> ||A||i sont des semi-normes sur F. On peut dcrire 

n 7i—l 

||An#n||i = ^ ^ A pXp ^ ^ A pXp < 2 ||A||i. 

p= 0 p= 0 * 

D’apres l’unicite de la representation x = X)^=o les x n sont non nuls ; n etant fixe, 
il existe done i e I tel que ||x n ||i ^ 0 et par consequent |A n | < 2 ||a? n || — 1 ||A||i; ceci 
prouve la continuite des formes lineaires A «-» A n . 

2, a. Verifions que l’espace F est separe. Supposons ||A||i = 0 pour tout i G /, c’est-&- 
dire II Ep =0 ^p x p\U = 0 P our tout i € I et tout n. L’espace E etant separe, on en deduit 
Ep=o ^ p x p = 0 pour tout n, d’ofc 

n n—1 

Aj %Xfi — A pXp ^ ^ XpXp — — 0 

p=0 p=0 

et A n = 0 vu que x n ^ 0. Ceci prouve que F est separe, done metrisable, l’ensemble I 
pouvant etre pris denombrable. 

b. Montrons ensuite que F est complet. Soit (A fc ) une suite de Cauchy de F, 
A fc = (A n). D’apres 1., la suite (\n)ken est de Cauchy pour tout n, done convergente ; 
on pose A n = limfc_»oo X k et A = (A n ). Nous allons demontrer que A appartient h l’espace 
F et que la suite (A fc ) converge vers A dans F. 

La suite (X k ) etant de Cauchy, pour tout i G I et tout € > 0, il existe un entier k tel que 
l,m>k=> ||A* — A m ||i < e, 

e’est-a-dire 

71 n 

|| y: XpXp — ^2 A™#p|| < e pour tout n. 

p=0 p=0 1 

En faisant tendre l vers l’infini, on obtient 

n 7i 

(3.37.1) m> k=> X> p Xp - Y2 X£ x p || . < e pour tout n. 

p= O p=0 1 

La serie ^p x p & ant convergente, il existe d’apr£s le critere de Cauchy un entier q tel 
que 

5 

q <r < s => ||^ Ap£p| < e, 

p=r 1 

d’ou d’aprfcs (3.37.1) 

s 

9 — ^ ^ || Ap3Jp|| ^ 3 £ 

p=r 1 

et ceci prouve que la serie ^ p x p v^rifie le critere de Cauchy ; l’espace E etant com- 
plet, elle est convergente. La suite A = (A n ) appartient done bien & l’espace F et, d’apres 
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(3.37.1), || A — A m ||i < e pour m > k : la suite ( X k ) converge vers A. Ceci prouve que 
l’espace F est complet. 

3. ^application T : F -> E ddfinie par TX = A n x n est une bijection linlaire, 

continue car 



d’ou 

n 

||TA||< < sup \\S2 X P x p \\ = l|A||t. 

D’apr£s le th^or^me de Banach, T est un isomorphisme. L’ application T _1 qui a x e E 
associe l’unique suite A = (A n ) telle que x = J2^L 0 ^ nXn est donc continue ; vu 1., la 
forme lin^aire sur E, x' n : x A n est continue et on a 

oo 

x = ^2 x n {x)x n pour tout x e E. 

n — 0 


4, a. Etant donn£ que 

n 

x = lim Y x p (x)x Pi 

n-> oo 

P= 0 

l’espace vectoriel engendr£ par la suite (x n ) est partout dense, ce qui signifie que la suite 
( x n ) est totale. 

b. La suite (J2 P= 0 ®p(®)®p) est convergente, donc bom^e. 

c. Etant donnd que 

oo 

x q — X n x n avec X q = 1 et A n = 0 si n ^ q, 

n—0 

on a bien x p (x q ) = 6 pq . 

5. On considere les applications lin^aires et continues s n : E -> E denies par 

n 

S„{x) = ^2 x 'p(x)Xp- 
P= 0 

L’hypoth£se 4,b. signifie que la suite ( s n ) est simplement born^e, donc dquicontinue (pro- 
position 3. 12.8). On a d’autre part 

n 

Sn(x q ) = y^XpiXc^Xp = x q sin> q\ 

p=0 

on en ddduit que la suite (s n (x)) converge vers x pour les x appartenant a l’espace vectoriel 
G engendre par la suite ( x n ) ; vu le corollaire 3.12.6, la suite (s n ) converge simplement 
vers une application lin^aire et continue s ; on a s(x) = x pour tout x £ <7, donc pour tout 
x e Et t ceci prouve que x = x' n (x)x n . 

Pour conclure, il faut verifier que la representation obtenue est unique, c’est-^-dire que 
^ nX n = 0 implique A n = 0 pour tout n. En effet, on a alors 

/ OO \ oo 

X p | ^ ^ XjiXn j — ^ ^ A n*Ep(#n) 0) 

'7i=0 ' n—0 

c’est-^-dire A p = 0 d’aprfcs 4,c. 
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3.38 Exercices du chapitre 3.C 

EXERCICE 3.13.1 

Si T est continu, d’apr&s la continuity de Implication : z G C h* Uez e R, 
S = 3fteT est continu. Rydproquement, supposons S continu. On a (lemme 3.13.3) 
Tx = Sx - iS(ix) ; l’application x ix de E dans E ytant continue, les applications 
x Sx et x »-* S(ix) sont continues, ce qui permet de conclure, C ytant un e.v.t. 

EXERCICE 3.13.2 

Soit F un sous-espace de E de dimension n, ce sous-espace ytant s£pary est isomorphe k K n 
et le dual F ' est done de dimension n. Soit (T*)i<i< n une base de F' ; d’aprfcs le thyor^me 
de Hahn-Banach, il existe des formes linyaires et continues e E ' qui prolongent r l \ . Ces 
formes linyaires (^l\)\<i< n sont linyairement indypendantes, car toute relation de liaison 
induirait par restriction k F une relation de liaison entre les formes r I\. Ceci montre que le 
dual E' est de dimension > n, done de dimension infinie, ceci ytant vrai quel que soit n. 

EXERCICE 3.13.3 

1. La condition est yvidemment nycessaire, car 

|7 1 (^AiXi)| = ^ Ill’ll ||y^ Aja?t|j« 

2 = 1 2 = 1 i= 1 i— 1 

Ryciproquement, notons F le sous-espace vectoriel engendry par A et soit x e F. Si 

n p 

x = ^ A iXi = ^ fjLjyj ou Xi y yj e A , A iyfjbj G K, 

i= 1 j= 1 

on ad’aprys (3.13.2) 

1 n P I II n P II 

I ^ = 0- 

2 = 1 j=l 2=1 j — 1 

On peut done dyfinir une application S' : F -» K en posant 

n n 

Sx = A if(xi) si x = ^2 A iXi. 

2=1 2=1 

Cette application est linyaire : en effet, soient x = X)r=i ^ iXi * V = i MVi deux 
yiyments de F et A, fx e K, on a 

n p 

S(Xx + /J,y) = ^2 XXif(xi) + mfiVi) = xs ( x ) + V s (y)- 

2 = 1 j= 1 

L’hypothyse (3.13.2) implique que S est une forme lindaire et continue de norme < c et il 
suffit d’invoquer le thyoreme de Hanh-Banach pour conclure. 

2. rysulte de 1. en prenant A = et f( x *) = a i • 

EXERCICE 3.13.4 

1. Etant donny que ||e|| = 1, on a d = d(e, F) < 1. Montrons qu’on a legality en raison- 
nant par l’absurde. Supposons d < 1, alors il existe x e F tel que \\e - x\\ < 1 - e ou 
e > 0, e’est-^-dire \x n — 1| < 1 — £ pour tout n, ce qui implique x n > £ et x ne saurait ap- 
partenir au sous-espace F. La proposition 3.13.10 affirme r existence d’une forme linyaire 
et continue T ayant les propriytys requises. 
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2, a. Soit x = (x n ) une suite convergeant vers 0 et soit e > 0, il existe un entier no tel 
que \x n \ < e pour n > no. Considdrons alors la suite y = ( y n ) ddfinie par y n = x n pour 
0 < n < no et y n = 0 pour n > no ; on a ||x - y\\ < e et ceci prouve que x est un point 
adherent k F. 

b. Soit x = (x n ) une suite convergente de limite l. La suite x—le converge vers 0, d’ou 
T(x — le) = 0 vu que T est ndcessairement nul sur F \ on en ddduit que Tx = ITe = l> 
soit lim 7l — > oo Xn —— LI h/I n — ^oo Xn. 

3, a. On pose y = x - (||x||/2)e, alors || 2 /|| = ||x||/2 (car les x n sont positifs) et 
Ty = Tx - \\x\\/2 ; etant donnd que \Ty\ < ||T|| || 2 /|| = ||j/||, on en deduit que 

|T* -||*||/2| <11*11/2, 

d’oCi Tx > 0. 

b. On pose y n = sup p > n x p , la suite y = (y n ) converge vers lim sup n _ >00 x n et 
x n < 2/n, d’ou Tx < Ty d’apr£s 3, a. Ceci prouve que 

LIM x n < lim sup x n 

71— >00 71 — ^ OO 

et on obtient l’inlgalitd portant sur la limite infdrieure en rempla^ant x n par — x n . 

EXERCICE 3.14.1 

Si C est un voisinage ouvert convexe de l’origine, alors (lemme 3.14.1) C coincide avec 
l’ensemble des x tels que jc(x) < 1 ; si x E C et |A| < 1, on a done en supposant que la 
jauge jc est une semi-norme 

jc(Xx) = |A| j c (x) < 1 

et ceci prouve que Ax appartient encore k C. Ceci prouve que C est equilibre. Le raisonne- 
ment est identique lorsque C est ferme. 

EXERCICE 3.14.2 

1. Soit A une partie equilibree et soit T(A) l’enveloppe convexe de A. Soit x E T(A), alors 
x peut s’dcrire comme une combinaison convexe d’ elements de A , soit x = £\ G/ ^ iXi • si 
|A| < 1, on a alors Ax — 52iei ^ iyi ou les yi = Ax* appartiennent k A, A etant equilibre ; 
ceci prouve que Ax appartient k r(A) et, par consequent, cet ensemble est equilibre. 

2. est clair d’apres la definition 3.14. 1 d’un ensemble equilibre. 

3. II en resulte que 1* intersection B de toutes les parties equilibrees contenant A est 
le plus petit ensemble equilibre contenant A. Si x appartient k A> on a Ax E B pour tout 
|A| < 1 ; il en resulte que A A c B, d’ou U|A|<i ^ c # et on a en fait regalite, 
l’ensemble U|A|<i ^ &ant Equilibre. 

4. L’intersection de toute famille de parties convexes (resp. fermees) equilibrees etant 
convexe (resp. fermee) equilibree, il existe un plus petit convexe (resp. ferme) equilibre 
contenant une partie A qu’on appelle l’enveloppe convexe (resp. fermee) equilibree de A. 

Si C est l’enveloppe convexe equilibree de A , C etant equilibre contient U|A|<i ^ et 

etant convexe contient done r ^LJ| a|< i » ce dermier ensemble etant equilibre en tant. 

qu’enveloppe convexe d’un ensemble equilibre, on a en fait regalite C = r^U| Aj<1 Ai4^. 

Quant k l’enveloppe convexe fermee equilibree de A, elle est egale k P ^(J | a | < i ^)* 
car elle contient necessairement cet ensemble qui est convexe ferme et equilibre en tant 
qu’adherence d’un convexe equilibre. 
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5. Si A est une partie bomde, vdrifions d’abord que U|A|<i ^ est une P art * e bornee. 
Soit ||«|| Tune des semi-normes dyfinissant la topologie de E , il existe une constante c > 0 
telle que ||a;|| < c pour tout x G A, d’oii ||Ax|| < c pour tout x € A et |A| < 1, ce qui 
prouve le r^sultat annoncd. 

Vdrifions ensuite que l’enveloppe convexe de tout bom € B est bornee. Tout x e T (B) 
peut s’ycrire x = ]T ) i6/ tiXi 0 & ^ est x * £ B t 0 < U < 1, Yliei ^ = 1- On a alors 

\\x\\ <Y]ti \\xi\\ < sup \\x\\ < oo. 
iei x€B 

Enfin, Padhdrence de tout bomy est bornde d’apres la continuity des semi-normes dyfi- 
nissant la topologie de l’espace E. 

Ceci permet de conclure. 

EXERCICE 3.14.3 

On raisonne par l’absurde. Soit ( V n ) une base ddcroissante du filtre des voisinages de 0, si 
B n’est pas un voisinage de 0, (1/n) V n <£ B pour tout n > 1. II existe done une suite ( x n ) 
de E telle que x n G V n et x n 0 nB. Cette suite (x n ) converge vers 0 ; d’ autre part, soit 
A > 0, alors pour n > 1/A, Xx n £ B car B est yquilibry et ceci contredit l’hypothese, 
d’ou le r^sultat voulu. 

EXERCICE 3.14.4 

Le compact C ytant d’intdrieur non vide, par translation on peut supposer que 0 G C ; C est 
alors un voisinage convexe fermy de l’origine dont la jauge est bien dyfinie (lemme 3. 14. 1). 
La fonction / est done continue en tout point x ^ 0. On a d’autre part ||/(a;)|| = jc(x), 
quantity qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0 d’aprys la continuity de la jauge en 0. Ceci 
prouve la continuity de /. 

Etant donny un point a E § n_1 , considyrons la demi-droite D a = {Aa ; A > 0}. On a 
/(Aa) = jc(Aa)p^j| = A jc(a)a 

et ceci prouve que / induit sur D a une homothytie de rapport jc(a). Observons que 
jc(a) ^ 0 : en effet, jc(x) = 0 signifie x e \C pour tout A > 0, d’ou, C ytant borny, 
une constante M > 0 telle que ||a;|| < M A et par consyquent x = 0. On remarque en- 
fin que Aa G D a H C signifie A jc(a) < 1 d’apres le lemme 3.14.1 et ceci montre que 
f(D a fl C) = D a fl B. Autrement dit, l’application / induit une bijection continue de C 
sur B , done un homyomorphisme d’apr£s la compacity de C. 

EXERCICE 3.14.5 

1. Soit a; 6 £>+, alors y = 2b-x appartient h D- car Ty = 2Tb-Tx = 2 a-Tx < a. Ceci 
prouve que s(D+) C D- ; de m6me, on vyrifie que s(D-) c £>+, d’oii s(D±) = D q= vu 
que s = a” 1 . 

2. Si T est continu, .D+ et D- sont yvidemment fermys. Ryciproquement, supposons 
par exemple D+ fermy ; s ytant un homyomorphisme, D_ = s(£>+) est ygalement fermy 
et par consyquent H = D+ fl D- est fermy, ce qui prouve que T est continu (proposition 
3.6.11). 

3. On suppose T continu et on considyre les demi-espaces ou verts E± = D± — H . 
On a D± = E± U H (ryunion disjointe) et E± C D±. Montrons que tout point de H 
est un point frontiyre de D± : ceci prouvera que E± = D± et que H = Fr (D±). On 
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consid&re done un point b G E tel que Ta = b. II s’agit de d^montrer que tout voisinage 
de b rencontre h la fois E+ et E-. Soit h G E tel que Th soit different de 0 ; supposons 
Th > 0 pour fixer les id6es. On a alors T(b ± eh) = a ± eTh , d’ou T(b + eh) G E+ et 
T(b — eh) G E- si e > 0. Or, V dtant un voisinage de 6, il existe e > 0 tel que les points 
b±eh appartiennent & V et ceci permet de conclure. 

EXERCICE 3 . 14.6 

Wrifions que l’ensemble C, 6videmment fernfe, est convexe. Soient 
(a;, 2/, z) } (a;', y\ z') G CetO < t < 1, il s’agit de verifier que 

(tz + (1 - t)z ) 2 < ( tx + (1 - t)x) ( ty + (1 - t)y)\ 
en d^veloppant, on constate qu’il suffit de verifier que 2 zz' < xy f + x'y , ce qui est imm 6- 
diat. 

Un hyperplan H passant par la droite D et dvitant Torigine admet une Equation de la 
forme ax + z = 1 ; H rencontre C car 

H D C = {(#, y, 1 - ax) G K 3 ; 0 < x et (1 - ax) 2 < xy}. 

Ceci montre que le thdor&me 3.14.8 ne subsiste pas pour des convexes fernfes. 

EXERCICE 3 . 14.7 

D’apfes Texercice 3.7.7, il existe une boule ouverte V = Bj(0;r) telle que 
(A + V) fl (B + V) = 0 ; A + V et B + V sont deux ouverts convexes, non vides 
et disjoints ; d’apfes le tlfeofeme 3.14.9, il existe un hyperplan fernfe s^parant A + V et 
B + V et un tel hyperplan ne rencontre ni A + V, ni B + V, ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 3 . 14.8 

1. Soit x 6 W,x-W est un voisinage de a,\ d’oii (a; - W) C\W ± 0 ; il existe done 
u, v G W tels que x — u = v,d’oux = u + ve W + W CV. Ceci prouve l’inclusion 
W C V. Tout voisinage de 0 contient done un voisinage fernfe de 0. 

2. L’application h : (A, x) Xx de IK x E dans E est continue au point (0, 0) ; pour 
tout voisinage V de 0, il existe done a > 0 et W G V(0) tels que 

(|A| < a et a; G W) => Xx eV. 

Il en fesulte que V contient U|A|<a voisinage dquilibfe de 0. 

3. Soit V un voisinage de 0, d’apr&s 1., Thypothfcse et 2., il existe des voisinages de 
0, Vi fernfe, V 2 c onvexe et V3 6quilibfe tels que V3 C V2 C Vi C V. Il en fesulte que 
V contient V4 = T(V3) ou V4 est un voisinage de 0 convexe, fernfe et ^quilibfe d’apfes 
Texercice 3.14.2, la proposition 3.8.4 et le lemme 3.14.3. 

Notons (Vi)iei Tensemble de tous les voisinages de 0 qui sont fernfes, convexes et 
dquilibfes , on vient de verifier que cet ensemble est un sysfeme fondamental de voisinages 
de 0. Notons ||«||i la jauge de Vi ; cette jauge est une semi-norme (lemme 3.14.2). Notons 
7i la topologie de E et T2 la topologie d^finie par la famille de semi-normes (|MI0*e/- 
Il s’agit de verifier que ces deux topologies coincident. Si V est un voisinage de 0 pour 
la topologie Ti, V contient un ensemble Vi et Vi = i^(0; 1) d’apfes le lemme 3.14.1 ; 
ceci prouve que V est un voisinage de 0 pour la topologie T2. R&nproquement, si V est 
un voisinage de 0 pour la topologie T2, il existe une partie finie J de I et r > 0 tels que 
B f j(0;r)cVet 

B'A 0;r) = rf|Vi 

ieJ 
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est un voisinage de 0 pour la topologie Ti, il en est done de meme de V et ceci prouve le 
rdsultat souhaitd. 

Un e.v.t. est un e.l.c., c’est-&-dire sa topologie peut 6tre d^finie par une famille de semi- 
normes si, et seulement si, l’origine admet un systfcme fondamental de voisinages convexes. 

EXERCICE 3.14.9 HYPERPLAN D’APPUI 

1. Sur C y la forme lindaire et continue T est born^e et atteint ses bornes. Soit a = maxc T y 
I* hyperplan H : Tx = a rencontre C et C est contenu dans le demi-espace fermd Tx < a : 
H est un hyperplan d’appui de C. De m€me, si b = mine T y 1* hyperplan Tx = b est un 
hyperplan d’appui : il existe done au plus deux hyperplans d’appui parallfcles k 1’ hyperplan 
homog£ne Tx = 0. 

2. Soit a un point frontifcre de C y alors a 0 C et C est convexe (exercice 3.8.1). D’aprfcs 
le thdor£me 3.14.8 de Hanh-Banach, il existe un hyperplan ferm6 H passant par a et ne 
rencontrant pas C. Notons D le demi-espace ferm6 d^fini par H qui contient C ; d’aprfcs 
l’exercice 3.8.1, on a C = C C ce qui prouve que H est un hyperplan d’appui. 

EXERCICE 3.14.10 THIiOREME DE KREIN-MILMAN 

1. Si a est un point intfrieur de K y il existe une boule Bj(a\r) C K ; soit x e Bj(a\r) y 
x ^ a, on a alors a = (l/2)a; 4- (1/2) (2a - x) oii les points x et 2a — x appartiennent 
k Bj(a\r) y done k K y et sont differents de a : il en r&ulte que a ne peut 6tre un point 
external de K. Ceci prouve que les points extr^maux de K appartiennent n&essairement k 
la frontfere de K. 

2. Montrons que tout point a de la sphere unit6 est un point extremal. On suppose done 

a = tx + (1 - t)y ou ||a|| = 1, ||a;|| < 1, ||t/|| < 1 et 0 < t < 1. 

Pour fixer les id6es, supposons par exemple 1/2 < t < 1. On peut alors 6crire 
a = (x + x f )/2 ou x* = 2a - x appartient k la boule unit6 ; 6tant donn6 que ||a|| >1-6 
quel que soit 6 > 0, la convexity uniforme montre que \\x - x'\\ <e pour tout e > 0, d’oii 
x = x 1 et par consequent x = y = a. 

3. Soit a = ( at ) e l°° tel que |a»| = 1 pour tout i et supposons 

a = tx + (1 - t)y ou ||x|| < 1, || 2 /|| < 1, 0 < t < 1. 

On a a,i = txi + (1 - t)yu d’ou Xi = yi = a* : en effet, dans K les points extr^maux de la 
boule {z e K ; W< 1} sont dvidemment les points de la sphere {z e K ; \z\ = 1}. Il en 
r^sulte que x = y = a et qu’un tel point a est un point extremal. 

Lorsqu’il existe j e I tel que \a,j \ < 1, a n’est pas un point extremal. On peut en effet 
ecrire 

a = tx -f (1 - t)y avec ||x|| < 1, || 2 /|| < 1, Oc^cletrr^a, y ^ a : 
il suffit de prendre Xi = yi = a» pour i ^ j et d’ecrire que aj n’est pas un point extremal 
de la boule {z e K ; \z\ < 1}. 

4. a. On observe d’abord que J est non vide car Key. Considerons ensuite une 
famille totalement ordonnee de J, soit (Ai)i e i y montrons que Intersection A = f] ieI Ai 
appartient k J. Cette intersection est fermee, elle est non vide : sinon, K etant compact, 
il existerait une sous-famille finie d’ intersection vide, done un Ai vide, la famille 6tant 
totalement ordonnee. Il est d* autre part Evident que A est une partie extr^male de K. Ceci 
prouve que la famille (Ai) est major^e : J est inductif. 

b. L* ensemble non vide A 6tant compact, la forme lin^aire T atteint sa borne supg- 
rieure sur A et l’ensemble B est done non vide. Montrons que l’ensemble B 6videmment 
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ferm6 est une partie extrdmale de K. Soient x,y e K tels que a = tx + (1 - t)y G B 
(0 < t < 1), alors a e A, d’ou, A 6tant une partie extrdmale, x>y G A ; dtant donn6 que 
Ta = tTx + (1 - t)Ty = sup Tz ) 

z6A 

on a n&essairement Tx = Ty = sup 26A Tz, c’est-^-dire x,y G B. Ceci prouve le r&ultat 
voulu. 

c. Soit A un dldment maximal de J. Supposons qu’il existe deux Aments distincts 
a, 6 G A, a ^ b. D’aprfcs le corollaire 3.13.7, il existe une forme T R-lin^aire continue 
telle que Ta ^ Tb. L’ ensemble B = {x G A \ Tx = sup yeA Ty} est alors une partie 
extrdmale ferm^e d’apr&s b., contenue dans A et diffdrente de A, ce qui contredit le caract&re 
maximal de A. Ceci prouve que toute partie extrdmale fermde est r&luite b un point. 

d. D’aprfcs a. et le lemme de Zorn, toute partie extr^male ferm^e contient done un 
point extremal et en particulier K admet au moins un point extremal. 

5. On raisonne par l’absurde : su pposons qu’ il existe un point a € K n’appartenant pas 
& l’enveloppe convexe ferm^e K' = T(E X (K)). GrSce h. une translation, on peut supposer 
que K ' contient l’origine ; d’apr&s la proposition 3.14.4, il existe une forme T M-lin6aire 
et continue telle que 

Ta > 1 etTx < 1 pour a? € K'. 

D’aprds 4,b., B = {x e K ;Tx = sup yeK Ty} est une partie extr^male ferm^e de K 
disjointe de E X (K), ce qui est absurde, toute partie extr^male fermde contenant un point 
extremal d’aprfcs 4,d. 

EXERCICE 3.14.11 

D’aprfcs la proposition 2.33.10, K f est un compact non vide. Soient x>y € K> 0 < t < 1 
telsquea = tx+(l-t)y G A r, ,d’apr^slaconvexitdde/ona/(a) < tf(x) + (l-t)f(y) 
et, / atteignant sa borne supdrieure au point a, on a ndeessairement x,y G K\ ce qui prouve 
que K' est une partie extrdmale de K. 

EXERCICE 3.14.12 

1. Lorsque x G K> d = 0 et x est l’unique projection de x sur K. Lorsque x $ K, 
soit y G K une projection de a; sur K et soit z = tx + (1 — t)y, 0 < t < 1. On a 
Ik - y\\ = t ||x - y || = td et, pour tout y ' G K, on a 

Ik “ y\ I > Ik “ V II ” Ik - z\\> d - (1 - t)d = td. 

Ceci prouve que y est une projection de 2 sur K , montrons que e’est la seule. On montre 
que 

B'(z\ td) C B(x\ d) U {y}; 

ceci prouvera que B\z\ td) fl K — {2/}. Vu que B(z\ td) C B{x\ d ), il s’agit de verifier 
ceci : 

si y ^ y\ |k - V II = id alors |k - y\\ < d. 

On raisonne par T absurde. Etant donn6 que 

Ik' - y II < Ik - *11 + Ik - y\\ < (i - i)d + td = d y 

on suppose que 

y ^ i /> Ik - y\ I = idet Ik - y II = d. 

On pose y" = y + (l/t)(y' - y ), alors |k - 2/"ll = d car 

2/" - X = y - X + “( 2 / -y) = ~(z - y) + j(y -y) = j(y - z ), 
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d’ou || y" - x\\ = (l/t)\\y' - z || = d. Les trois points y,y' ,y" de la sphere S(x;d) sont 
align^s et distincts, ce qui est absurde, tout point de cette sphere dtant un point extremal de 
la boule B'(x\ d) d’apr&s l’exercice 3.14.102. 

En prenant une suite (£ n ), 0 < t n < 1, convergeant vers 1 , on obtient une suite ( z n ) 
de A convergeant vers x , ce qui prouve que A est dense dans E. 

2. Soient x e A, y la projection de x sur K et e > 0. Si K C B(y\ e/2), on a 
diam I<s(x) < diam K < e. Lorsque K <jL B(y\e/2)„ on pose 

d £ = d(x, K — B(y\e/ 2)). 

Notons que d < d £ : on ne peut avoir d = d £ car le point x admettant une projection sur 
le compact K — B(y\e/2) admettrait deux projections sur K. Prenons 0 < 8 < d e — d, 
on a alors Ks{x) C B(y\ e/2), d’ou diam Ks(x) < e, soit x E O e . Rdciproquement, soit 
x E f\>o 0 £ et s °i ent V) z deux points de K tels que d(x , y) = d(x , z) = d. Pour tout 
e > 0, il existe 8 > 0 tel que diam K$(x) < e ; vu que y>z e Ks(x), on en ddduit que 
d(y , z) < e , d’ou y = z ceci valant pour tout e > 0. 

3. On remarque d’abord que d' < d + \\x - x'\\. Soit y E K$t (x), on a 

Ik - 2/11 < Ik - *'11 + Ik' - y\\ < Ik - *'|| + J + s' < 2 Ik - x\\ + d + 6\ 

d’ou |k - 2/11 < d + <5 dfcs que 2 ||x - x'\\ + 8' < 8 , ce qui prouve que y E K$(x). 

Vdrifions que F e = E — O e est ferm6. Soit ( x n ) une suite de F £ convergeant vers x. 
On a Ks(x) D K$*(x n ) si 2 |k - x n \\ + 8' < 8 ; 6tant donn6 8 > 0, on peut choisir 
n et 8' pour qu’il en soit ainsi. On a d’autre part diam K S '(x n ) > € car x n € F e , d’ou 
diam K&(x) > e et ceci prouve que x e F e qui est done bien ferm6. 

4. Les ensembles F e sont par ailleurs d’intfrieur vide d’apr&s 1. et 2. et on a 

oo 

E — A = (J F Vn. 

71=1 

ce qui prouve que E — A est maigre. 

EXERCICE 3.15.1 THEOREME DE MAZUR 

Soit C 1’ adherence de C pour la topologie initiale ; cet ensemble est convexe (proposition 
3.8.4), done faiblement fermd (proposition 3. 15.5). II en r^sulte que C est aussi l’adhdrence 
de C pour la topologie affaiblie. Le point x appartenant h 1’ adherence faible de <7, done h 
<7, on conclut en utilisant le fait que E est m&risable. 

EXERCICE 3.15.2 

La topologie affaiblie <j(E, E') est d^finie par la famille de semi-normes p x > : x i-» k'kOI 
oh x' d&rit E ' ; si cette topologie est mdtrisable, il existe (thdoreme 3.4.6) une suite ( x ' n ) 
de E ' telle que la suite de semi-normes (Px'J soit 6quivalente h. la famille ( p x ')x'eE '• Ceci 
signifie que, pour tout x f E E\ il existe un entier n et une constante c > 0 tels que 

\x(x)\ < c max kK x )l pourtoutre E E. 

Il en r&ulte que x'j (x) = 0 pour 0 < j < n implique x'(x) = 0 ; d’aprfcs le lemme 
3.15.2, x' est une combinaison lin^aire des formes {x f j)o<j< n . Ceci montre que la suite 
(x' n ) engendre l’espace E' ; la dimension de E ' est done ddnombrable. L’espace E' 6tant 
un espace de Banach, done de Baire, l’exercice 3.5.3 montre que E ' est n&essairement de 
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dimension finie et il en est done de meme de E d’aprfcs Pexercice 3. 1 3.2. 

EXERCICE 3 . 15.3 

I ,a. Si E est de dimension ddnombrable, soit ( x n ) une base ddnombrable de E. Tout x G E 
peut s’dcrire x = o ^o x o * so ^ x ' £ & * on a alors 

n 

|a;'(a;)| < c max^ |x'(a;j)| ou c = ^ |A*|; 

-°- n j=o 

ceci montre que la suite de semi-normes x ' h* |a; / (x n )| ddfinit la topologie faible sur E' a 
qui est done mdtrisable. 

b. R^ciproquement, si cette topologie faible est mdtrisable, il existe une suite ( x n ) 
de E telle que la suite de semi-normes x' i-> \x'(x n )\ ddfinisse cette topologie. Pour tout 
x G E y il existe done un entier n et une constante c > 0 tels que 

\x(x)\<c max \x'(xj)\ pour tout a; 7 G E' . 

0<j<n 

II en rdsulte que la forme lindaire sur E ' x' i-> x'(x) est nulle d£s que les formes lindaires 
x' x'(xj), 0 < j < n y sont nulles. D’aprfcs le lemme 3.15.2, il existe des scalaires Ar- 
tels que 

x'(x) = x l ^ A jXj J pour tout x G E\ 
o ' 

d’ofi (corollaire 3.13.7) x = Y^j=o ^j x j * ceci montre que la suite ( x n ) engendre Pespace 
E qui est done de dimension ddnombrable. 

2, a. Si E est de dimension finie, E f a = E' b est un espace de Banach, 
b. Rdciproquement, supposons E de dimension infinie. Un voisinage V de 0 G E' a 
pour la topologie faible contient un ensemble de la forme 

{x G E ' ; max \x (xj)\ < 1} ou Xj G E. 

0 <j<n 

Notons F le sous-espace vectoriel de dimension finie engendrd par (xj)o<j< n ; F est un 
sous-espace fermg different de E ; d’aprfcs le corollaire 3.13.8, il existe une forme lindaire 
continue x f G E ' nulle sur F non identiquement nulle. Il en rdsulte que le voisinage V 
contient la droite Kx* et ceci prouve que la topologie a(E / , E) ne peut 6tre ddfinie par une 
norme. 

EXERCICE 3 . 15.4 

1. La topologie de E dtant ddfinie par les semi-normes p x : / |4c(/)|, x ddcrivant X , 

les formes lin^aires S x sont continues (on observera que S x est simplement la projection 
d’ indice x). 

2. Soit T G E\ d’aprfcs la continuity de T, il existe une famille finie (^)i<i< n de- 
ments de X et une constante c > 0 telles que 

\Tf\ < c max |<M/)I- 

l<t<n 

D’aprfcs le lemme 3. 15.2, il existe des constantes d GK telles que T = J27=i et cec * 
prouve que T appartient a Pespace vectoriel engendrd par (£x) x gx. 

3. La topologie affaiblie sur E est ddfinie par Pensemble des semi-normes 

Pa }C • / ^ ] c x S x (f) 

x eA 
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ou A ddcrit l’ensemble des parties finies de X et c = (c x )xeA € K" 4 . Vu que 
PA,c{f ) < Af max p x (f), M = max|c*|, 

x£A x€A 

cette famille de semi-normes est dquivalente h la famille (p x )xex et ceci prouve que la 
topologie affaiblie et la topologie initiale coincident. 

EXERCICE 3.15.5 

1. Soit a G E, a ^ 0 ; il existe une forme lindaire T G E* tel que Ta ± 0, alors 
p i x i — ^ \Tx\ est une semi-norme sur E telle que p(a) ^ 0, ce qui prouve que la topologie 
de E est separde. 

2, a. est imm£diat 

b. Si P application identique de E a dans E est continue, il existe des formes lindaires 
continues Tj G E\ 1 < j < k, et une constante c > 0 telle que 
||#|| < c max \Tjx\ pour tout x G E. 

l<j<k 

Il en rdsulte que {0} = fljLi Ker ce Q u i est absurde car E est de dimension infinie alors 
que cette intersection est de codimension finie. Ceci montre que Papplication identique de 
E a dans E n’est pas continue et par consequent la topologie affaiblie est strictement moins 
fine que la topologie initiale. 

EXERCICE 3.15.6 

1. Si < P, Q >= 0 pour toute sdrie formelle Q , en prenant Q = x j , on constate que 
pj = 0, d’oCi P = 0. De meme, si < P, Q >= 0 pour tout polyndme P, on trifle que 
Q = 0. L’ application bilindaire (P, Q) h->< P, Q > ddfinit une duality entre les espaces E 
et F. 

2. Posons qj = T(x j ), on alors T(P) = 52 < jLoPj ( h =< V>Q > °& Q = X)£L 0 ce 
qui prouve la continuity de T. 

3. L’espace E ytant sdpare, il induit sur E n une topologie s^parde et, ce sous-espace 
ytant de dimension finie, cette topologie est ndcessairement sa topologie canonique. 

4. Si B est une partie bornye de E n , B est bomy dans E d’aprys la continuity de 
1* injection canonique de E n dans E. 

Ryciproquement, soit B une partie bornye de E. Supposons B <£ E n pour tout n. 
Construisons alors par rycurrence une suite Pk G B telle que degre Pk < degry Pfc+i. On 
prend pour Po n’importe quel polyndme appartenant & B (B est non vide !). Supposons le 
polyndme Pk construit ; si rik dysigne son degry, B n’ytant pas contenu dans E nk , il existe 
un polyndme Pfc+i G B dont le degry est > nfc, ce qui active la construction. 

On construit ensuite une syrie formelle de la forme Q = J2kL o^ kXnk te ^ e Q ue 
| < Pfc,Q > | > /c pour tout k. On construit les qk par rycurrence. Pour k = 0, on 
prend qo = 0. Supposons construits qo, • . . , qk- On a alors < Pfc+i,Q >= pqk+i + r 
ou p est le coefficient de x 1lk+1 dans le polyndme Pfc+i et r G K. On en dyduit que 
| < Pfc+i, Q > | > |p| Ig'fc+i | - \r\ et, vu que p est non nul, il suffit de choisir qk+i > 0 
suffisamment grand. 

Ceci montre que la suite (Pk) n’est pas bornye et a fortiori B n’est pas bomy, ce qui 
contredit l’hypothyse. Par consyquent, il existe n tel que B c E n et B est bomy dans E n 
vu que E n est muni de la topologie induite par celle de E. 

5. Les conditions sont suffisantes d’aprys la continuity de l’injection canonique de E n 
dans E. Rydproquement, si la suite (Pk) converge vers 0 dans E> elle est bornee ; d’aprys 
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4. il existe n tel que Pk G E n pour tout k et la suite ( Pk ) converge vers 0 dans E n d’aprhs 
3. 

6. Soit (Pk) une suite de Cauchy de E , cette suite ytant bornye, il existe n tel que 
Pk G E n pour tout k et la suite (Pk) est de Cauchy dans E n , done converge dans E n et a 
fortiori dans E. 

7. Supposons E mdtrisable, alors E serait un espace de Baire d’aprhs 6. On a d’ autre 
part E = (XLo En ou les sous-espaces E n sont fermds car de dimension finie et d’int^rieur 
vide (exercice 3. 1 .3). Ceci prouve que E serait maigre, ce qui est absurde, E n’dtant pas 
r&luit h {0}. 

EXERCICE 3 . 15.7 


1. La topologie To = <j(E * , E) est ddfinie par les semi-normes x' \x f (x)\ ou x ddcrit 

E et la topologie Ti induite par la topologie cr(E',E) est dyfinie par les semi-normes 

x' i-> |a; / (a;)| oh x demerit F. La topologie To est done plus fine que la topologie Ti 

2. Si ces deux topologies coi'ncidaient, pour tout x G E — F, il existerait une constante 

c > 0 et une famille finie (xi)i e i d’dtements de F telle que 

|a/(a;)| < c max \x(xi)\ pour tout x G E' . 
i€l 

11 en r^sulte que 

x(xi) = 0 pour tout i G I => x (x) = 0. 

D’aprhs le lemme 3.15.2, la forme lindaire x f i-» a;'(a;) est une combinaison lin^aire des 
formes lin^aires x ' h* x'(xi ), soit 

x(x) = ^ A i x'(xi) pour tout x G E'. 
i€l 

D’aprhs le theoreme de Hahn-Banach, on en ddduit que x = Ei € ; A iXi, d’ou x G F, ce 
qui est contradictoire avec le choix de x. 


EXERCICE 3 . 16.1 THEOREME DE BANACH-MACKEY 


1. Il s’agit de verifier que toute semi-norme y »->■ \y'(y)\, y' G F', ddfinissant la topologie 
de F^ est bornye sur T(A). Or, 

sup \y(y)\ = sup \y(Tx)\ = sup \x(x)\ 

yeT{A) X6A x£A 

oh x 7 = y' o T appartient h E‘ ; P ensemble A ytant faiblement borny, la semi-norme sur E 
x i-» \x'(x) \ est bornye sur A , ce qui permet de conclure. 

2, a. L’ application identique Ie : E -» Ei est lindaire continue ainsi que la surjection 
canonique m ; si A est faiblement borny, 7r i(A) = (m o Ie)(A) est faiblement borny dans 
Ei/Fi d’aprhs 1. 

b. Toute partie bornye de E est faiblement bornye d’aprhs la continuity de P applica- 
tion identique Ie : E — > E a . Ryciproquement, si A est une partie faiblement bornye de 
F, 7Ti(A) est faiblement borny dans Ei/Fi et, Ei/Fi ytant un espace normy, iri(A) est 
fortement borny d’apres la proposition 3. 16.9. Ceci signifie qu’il existe une constante c > 0 
telle que 

(3.38.1) inf \\x\U < c pour tout ( G 7r i(A). 

7Ti(x)=4 

fitant donny que 7n(x) = 7Ti(y) signifie \\x - y\\i = 0, done implique ||x||i = ||y||i, 
(3.38.1) s’yerit simplement inf x ga \\x\\i < c : la semi-norme 11*11* est done bornye sur A , 
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ce qui prouve que A est born£ pour la topologie initiale. 

EXERCICE 3.16.2 PROPRIETE DE MONTEL 

1. 11 ne s’agit que (Tune reformulation du theorfcme 3.7.4 de F. Riesz. 

2. Soit A une partie born^e de E , son adherence A pour la topologie initiale est com- 
pacte ; latopologie affaiblie 6tant s6par6e et moms fine que la topologie initiale, elle coin- 
cide sur A y done sur A f avec la topologie initiale. 

3. La topologie affaiblie 6tant s^parde et moins fine que la topologie initiale, toute partie 
compacte de E est faiblement compacte. 

R&iproquement, soit A une partie de E faiblement compacte, alors A est faiblement 
bornd, done born6 d’aprfcs la th£or£me de Banach-Mackey (exercice 3.16.1) et, vu 2., A est 
compact pour la topologie initiale. 

4. Toute suite convergente est faiblement convergente. 

Rdciproquement, soit (x n ) une suite faiblement convergente vers x. Alors 

oo 

A = (J{*„}U {a:} 

71=0 

est faiblement compact, done compact ; sur A y la topologie initiale et la topologie faible 
coincident : la suite ( x n ) converge done fortement vers x. 

Note II existe des exemples importants d’espaces ayant la propri&d de Montel : espace des 
fonctions 6°°, espace des fonctions holomorphes, espace 8 de L. Schwartz des fonctions 
C°° a ddcroissance rapide, etc. 

EXERCICE 3.16.3 

Posons d = d(a> C). On peut supposer d / 0 : lorsque d = 0, e’est-^-dire lorsque a £ C, 
le thdorfcme est Evident. 

1. Vdrifionsd’abordrunicit^. Soienta;,?/ y,telsque ||a— x\\ = \\a— y\\ = d y 

on a alors 

I a — £|| _ || a — y || _ ^ 
et 

\\ a-x _ a-y || _ [l ag — y II _ n 

II d d II II d II 

D’aprfcs la convexity uniforme, il existe S > 0 tel que 

| a - | < (1 - 5)d < d 

ce qui contredit la definition de d, le point (x + y)/ 2 appartenant h C. 

2. Quant & Texistence, il existe une suite (:r n ) de C telle que lim n -»oo ||a - x n \\ = d. 
Montrons que cette suite est de Cauchy. Ceci prouvera le r6sultat voulu : C etant complet, 
cette suite (x n ) convergera vers un point x tel que ||a — #|| = d. 

Soit e > 0 et soit S > 0 le nombre assocte & e d’apr&s la convexity uniforme ; on peut 
supposer 0 < S < 1. Il existe un entier no tel que 

||a - x n \\ < d( 1 -1- 5) pour n > no. 

Posons y n = (a — x n )/d( 1 + S) t alors \\y n \\ < 1 pour n > no et 
\\ yv + yg \\ = 1 IL _ *p + x q || 1 

II 2 II d(l+5)ll 2 11-1 + 5* 

Etant donn6 que 1/(1 + 5) > 1 - 5, on en d£duit que 

\\Vp - %ll = d (! II < e pour p, q > no, 
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d’oh ||xp — x g || < 2 de et ceci prouve le resultat souhaite. 

EXERCICE 3.16.4 TH*OR£mE DE MILMAN 

II s’agit de ddmontrer que l’injection canonique j : E — > E" est surjective, c’est-a-dire que 
j(B) = B" . Soient x" € E", ||x"|| = 1, e > 0 et 6 > 0 le nombre associe & e d’aprfes la 
convexity uniforme. 

1. Etant donnd que 

1 = || a:' 7 1| = sup |x"(x')|, 

x'€B' 

il existe x' € B' tel que |x"(x')| > 1 - 8/2. L’ensemble 

Oi = {y"eE"-, \{y" -x"){x')\<8/2) 

est un voisinage ouvert de x" pour la topologie a(E", E') et, j(B) etant dense dans B" 
pour cette topologie (proposition 3. 1 6. 1 4), il existe x € B tel que 
(3.38.2) | (j(x) - x")(x')| < 8/ 2. 

2. La boule B'(j(x)\ e) est compacte pour la topologie a(E",E') (theoreme d’Alao- 
glu), done fermde pour cette topologie ; si \\x" - j(x)\\ > e, l’ensemble 

0 2 = {y" eE"- t \\y" -j(x)\\>e} 

est un voisinage ouvert de x" ; en utilisant de nouveau la proposition 3.16.14, on en deduit 
que Oi D O 2 rencontre j(B) : il existe y € B tel que 
(3-38.3) \(j( y ) - x")(x')\ < <5/2, 

(3- 38 - 4 ) lb‘(l/) -i(a;)|| > £. 

On peut alors ecrire 

2a:" (x') = x"(x') - x (x) + x"{x) - x'(y) + x'(x + y) 
oit x'(x) = j{x){x') et x'(y) = j(y)(x'), d’ou d’aprfes (3.38.2) et (3.38.3) 

2|x"(x')| < 5+ |x'(x + y)| <8 + ||x + j/||. 

Vu que |x"(x')| > 1 - 8/2 , on en deduit ||(x + y)/2\\ > 1 - <5, d’ob ||x - y|| < e d’aprfcs 
le choix de 8 et ceci contredit (3.38.4), j dtant une isomdtrie. 

3. On a done ddmontre que, pour tout x" appartenant I la sphere unit6 de E" et tout 
e > 0, il existe x € B tel que ||x" — j(x) || < e. Par homothetie, ceci vaut encore pour tout 
x" e B" : autrement dit, j(B) est dense dans B" pour la topologie forte de E" ; E etant 
un espace de Banach et j une isometrie, j(B) est complet, done ferrne et par consequent 
j(B) = B" , d’ou j(E) = E" et ceci prouve le resultat souhaite. 

EXERCICE 3.17.1 

1 . est immediat, une intersection de convexes (resp. de fermes) etant convexe (resp. fermee). 
2. Si C est non vide, etant donne que C c C<, on a d(a, Ci) < d(a, C), d’od 

sup d(a,Ci) < d(a,C) < oo. 
i€J 

Reciproquement, supposons r = sup i€I d(a,Ci) fini. Posons C' = C< n B'(a;r), 
ces ensembles C- sont non vides car il existe x* e tel que ||a - x»|| = d(a,Ci) < r 
(corollaire 3.16.19). La boule B'(a\r) est faiblement compacte (theoreme 3.16.16) et les 
convexes C- sont fermes, done faiblement fermes. Si 1’ intersection C' = f| t€/ C[ etait 
vide, il existerait une sous-famille finie ( C '- ) j€J d’ intersection vide et, I’ensemble I etant 
filtrant, il existerait i tel que i > j pour tout j e J, et C' c f| je j C' serait vide. Ceci 
prouve que C' est non vide et a fortiori C est non vide. 
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3. On note d’abord que Xi appartient k la boule B' (a; r) qui est faiblement compacte ; 
la suite g6n6ralis6e ( Xi)i e i admet au moins une valeur d’adhdrence x G -B'(a;r) pour la 
topologie cr(£, E'). 

Montrons que x appartient a C. D’aprfcs la definition d’une valeur d* adherence, si V est 
un voisinage de x pour la topologie faible, pour tout i il existe j >i tel que Xj £ V ; ytant 
donnd que Xj £ Cj C Ci,V C\ Ci est non vide et ceci montre que x est un point adherent 
k Ci, d’ou x G Ci, Ci ytant faiblement fermd. Ceci prouve que x appartient k C. 

Etant donnd que iGCn B*(a\ r), on a 

d(a , C) < || a - x\\ <r = sup d(a, Ci) < d(a> C), 
i€l 

d’ou 

||a - x\\ = d(a, C) = supd(a, Ci). 

4. La suite (x n ) est bomee car x n £ B\a\ r) oii r = sup n d(a, C n ) < oo. D’aprfcs le 
thdor^me 3.17. 1 1, il existe une sous-suite faiblement convergente et on conclut grace k 3. 

EXERCICE 3.17.2 

1 . est imm&liat. 

2. Voici d’abord une remarque pr&iminaire. Lorsque tous les points de X sont isolds, 
respace X est un espace compact discret, done fini, et E est isomorphe k un espace R n , 
done ryflexif. 

Dans la suite, on suppose qu’il existe dans X un point a non isold. 

Wrifions que les convexes Cy sont non vides. Un espace compact est normal, il existe 
done (thdorfcme 2.36.1) une fonction continue / : X -»• R telle que f(a) = 1 et f(x) = 0 
pour x G X - V, cette fonction appartient k Cy qui est done non vide. 

L* intersection de tous les voisinages de a ytant r&juite au point a (proposition 2.17.1), 
la seule fonction / : X R v^rifiant U{ a } < / < Uv pour tout V G V(a) est la fonction 
l{ a }, fonction non continue car a n’est pas isoiy. Ceci montre que Intersection de tous les 
convexes Cy est vide. 

3. On munit l’ensemble V(a) de la relation d’ordre oppos^e de l’inclusion ; on obtient 
ainsi un ensemble filtrant et Implication V \ -> Cy est ddcroissante : V C W implique 
Cy c Cw • D’apifes 2. et l’exercice 3.17.1, 1* espace E ne peut etre ryflexif. 

EXERCICE 3.17.3 THEOREME DE BANACH-MAZUR 

On notera d’abord que la boule unity B ' est compacte pour la topologie a{E\ E) (th6or£me 
3. 16.2) ce qui permet de munir l’espace G(B') de la norme de la topologie de la convergence 
uniforme. On a alors k(x) G Q U (B') et, d’aprfcs le corollaire 3.13.12, 

P0*0ll = max |x'(x)| = \\x\\. 

IfcD 

Ceci montre que l’application k : E -> G u (B f ), yvidemment lin^aire, est une isom^trie. 

On observe ensuite que la boule B ' est m^trisable (proposition 3.17.2) ; cette boule 
ytant par ailleurs connexe et localement connexe par arc, on peut utiliser l’exrcice 2.40. 12 : 
il existe une surjection continue <p : [0, 1] -* B' . Consid^rons alors 1* application lin^aire 
x G E h* k(x) o ip e Cu([0, 1]). 

Cette application est une isomdtrie d’aprfcs la surjectivity de tp, ce qui prouve le thyor^me. 

EXERCICE 3.18.1 POLAIRE 

1. Supposons par exemple que M soit un sous-espace vectoriel de E. Si < x ) y >= 0 pour 
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tout x G M, on a yvidemment | < x y y > \ < 1 pour tout x G M. Rdciproquement, si 
| < x y y > | < 1 pour tout x G M, en rempla^ant x par x/e> e > 0, on constate que 
j < x, y > | < £ y d’oCi < x, y >= 0. 

2. On remarque que M° peut s’dcrire M° = PbeM^) 0 °u 

{*}° = {y6F; | <x,y> | < 1} 

est convexe ferm£ et yquilibry : {rc}° est simplement la boule fermde centre a l’origine et 
de rayon 1 pour la semi-norme y *-> \ < x,y > \, Toute intersection de convexes ferm£s 
yquilibrys ytant convexe fermde yquilibrye, ceci permet de conclure. 

3. Rappelons (exercice 3. 14.2) que l’enveloppe convexe fermde yquilibrye de M s’ycrit 

c = r( (J am). 

Vi<i 

La topologie a(E y F) ytant definie par les semi-normes x | < x y y > |, y G F, la 
continuity de ces semi-normes montre que le polaire d’un ensemble coincide avec le polaire 
de son adherence. 

Wrifions ensuite que le polaire d’un ensemble coincide avec le polaire de son enve- 
loppe convexe. On a yvidemment T (M)° C M°. Par ailleurs, si y appartient & M°, on a 
| < x y y > | < 1 pour tout x G M, done pour tout x G T(M) : en effet, un tel x peut 
s’^crire ^2 i£I Uxi oD I est fini, Xi G M, 0 < U < 1 et Y^iei ** = d* o u 

\<x y y>\= Y^, t i <Xi >y > ^ y = 

i£l i£l 

Ceci prouve que T(M)° = M°. 

Pour conclure, il suffit d’observer que M° = (U|A|<i • En effet, 

I < x y y > | < 1 pour tout x G M yquivaut & \ < A x y y > \ < 1 pour tout x 6 Met 
tout |A| < 1. 

4. D’apr^s 3., il s’agit de vyrifier que M = M 00 lorsque M est un convexe fermy 
yquilibry. On a yvidemment M C M 00 . D* autre part, si a n* appartient pas & M, il existe 
d’aprys la proposition 3.14.5 une forme linyaire et continue sur E , c’est-H-dire un y G F, 
telle que 

<a, 2 />> let|<rc, 2 />| < 1 pour tout x G M ; 
autrement dit, y G M° et par consequent a M 00 , ce qui prouve que M 00 C M et le 
rysultat voulu. 

EXERCICE 3.18.2 

1. L’espace E b ytant mytrisable, il existe une suite ( B n ) de parties bornyes telle que les 
semi-normes || •!!£„. oil 

Ik'llfi,. = sup |s'(x)|, 
xe B tl 

dyfinissent la topologie de E b . D’aprys l’exercice 3.7.2, il existe une suite e n > 0 telle que 
B = IX=o £ nB n soit encore une partie bomye de E. On a alors ||a,’'||e, 4 £„ = e n 
et ||a;'||£ = sup n ||a; , || en £ n , d’oii ||a; , ||j 3 M < e~ l \\x'\\b . Ceci prouve que la topologie de 
E b peut 8tre ddfinie par la seule semi-norme ||*||b, qui est done une norme. 

2. Pour tout borny A de E , il existe done une constante A > 0 telle que 
AIIoj'IIa < II^Hb pour tout x G E b . 

Si x* appartient au polaire B° de B, on a | < x' y x > \ < 1 pour tout x G B y e’est- 
a-dire \\x'\\b < 1, d’ou || Arc'll a < 1, ce qui signifie que Arc' G A 0 . Ceci prouve que 
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B° C A -1 A 0 , d’oii B 00 D Ai4 00 3 A A 

Toute suite de E convergente ytant bornde, l’exercice 3.14.3 montre que l’ensemble 
dquilibrd (d’aprfcs l’exercice 3.18.1) B 00 est un voisinage de 0 G E et ce voisinage ytant 
bornd (exercice 3.14.2), la topologie de E peut 8tre dyfinie par une seule norme d’aprfcs la 
proposition 3.7.1. 

EXERCICE 3.18.3 

1. Soit y' G F ', alors y ' est une forme linyaire continue sur F a ; si T est continu de E 
dans F a , y' o T est done une forme linyaire continue sur E. Ceci prouve que T admet une 
transpose ; T est done faiblement continu d’aprfcs la proposition 3.18.3. 

2. La topologie affaiblie sur F ytant sdparde et moins fine que la topologie initiale, T 
est continu de E dans F des qu’elle est continue de E dans F a d’aprfcs l’exercice 3.1 1.3. 

EXERCICE 3.18.4 

Si T n’est pas continu, il existe un voisinage de 0 e F qu’on peut supposer de la forme 
Bj( 0; r) oh J G 3(1) et r > 0 tel que 

T(V n /n) <jL Bj(0;r) pour tout n > 1. 

II existe done des points x n tels que 

(3.38.5) Xn C Vn et ||Tz n || j > nr. 

La suite (x n ) converge vers 0 dans l’espace E pour la topologie initiale, done pour la to- 
pologie affaiblie. II en rdsulte que la suite (Tx n ) converge faiblement vers 0 dans l’espace 
F ; cette suite est done faiblement bornde et par consequent bornee pour la topologie ini- 
tiale d’aprhs l’exercice 3.16.1. Ceci prouve que la suite (||Ta: n ||j) est born^e, ce qui est 
contradictoire avec (3.38.5). 

EXERCICE 3.18.5 

Notons T un isomorphisme de E sur F , alors U T : E" -> F" est un isomorphisme 
(proposition 3. 1 8.7) et la formule (3. 18.13) U T o j E = j F o T montre que la surjectivity de 
js equivaut k celle de jp- 

EXERCICE 3.18.6 

1. L’ injection i : F -» E est linyaire continue, done admet une transpose H G £(E' b ; F b ) 
(proposition 3.18.6) ; si x' G E', t i(x') = x'\ f. Cette application est done surjective 
d’apres le thdordme de Hahn-Banach et son noyau est l’orthogonal F° de F. II existe done 
une unique application linyaire (p : E'/F° -* F' telle que H = (p on. V application 
ip : E b /F° F b est une bijection linyaire, continue d’aprhs la continuity de f i. L’espace 
E b /F° est un espace de Banach d’aprhs le thyor£me 3.6.7, F° ytant fermd, car faiblement 
fermy ; d’aprys le thyordme de Banach, y? est done un isomorphisme de E b /F° sur F b . 

2. L’ application n : E -» E/F est linyaire continue et surjective, sa transposye 
t n : ( E/F Y — > E f est par consyquent injective. D’aprhs (3.18.7), 

Im^Tr = (KerTr) 0 = F°. 

Montrons plus prycisyment que Im t n = F°. Soit x ' G F°, e’est-a-dire soit x' G E ' tel 
que x'\ f = 0. II s’agit alors de construire une forme linyaire continue T G (E/F)' telle 
que T o 7r = x' . Soit £ G E/F , posons = x'(x) ou x G E est tel que n(x) = £ : x'(x) 
ne dypend pas du choix d’un tel x car x'(x) = x'(y) si x — y G F. On dyfinit ainsi une 
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forme lindaire T sur E/F telle que Ton = x ' ; elle est done continue d’aprfcs la continuity 
de x '. L’ application l n induit par consequent une bijection lineaire continue de ( E/F)' b sur 
F° c E' b , done un isomoiphisme d’aprfcs le theory me de Banach. 

3.39 Exercices du chapitre 3.D 

EXERCICE 3.19.1 

1. L* application ip : F — > Z°°(N; E) est une isometrie lineaire, ce qui prouve que F est un 
espace de Banach, et <p(G) = c(N; E ), ce qui prouve que G est un espace de Banach vu 
Fexercice 2.27.6. 

2, a. Montrons que le graphe de T : G — > G est ferme. Soit ( x k ) une suite de G 
convergeant vers 0 telle que la suite ( Tx k ) converge vers y dans Fespace G ; posons 
x k = (x k ) et y — (y n ). On remarque que F application lineaire x »-» x n de F dans E 
est continue car 

||z n || = II Sn - Sn- 1 II < 2||a;||. 

II en resulte que la suite (x k ) ke n converge vers 0 dans Fespace E et que la suite (A n Xn)ken 
converge vers y n et par consequent y n = 0. D’apr^s le theoreme du graphe ferme, F appli- 
cation lineaire T : G -» G est continue : il existe c > 0 tel que pour tout entier n et tout 
x £ G 

n n 

(3.39.1) /_]Apa;p < c sup x p 

p=0 

On peut ecrire (Abel) 

n 

y ^ A pXp — (Ao Ai)so + ♦ • • + (An— 1 A n )s n — I -|- A nSn j 

p= 0 

choisissons un vecteur e e E de norme 1, Sj = a^e , a,j G K, \aj\ = 1, tel que 
(A j - \j+i)a,j = |Aj — \j+i \ pour 0 < j < n — 1 
et Sj = 0 pour j > n ; en posant Xj = Sj — Sj-i (s-i = 0), on definit bien une suite 
x = (x n ) appartenant h G vu que xj = 0 pour j > n. L’indgalite (3.39.1) devient alors 

n— 1 

Y. |Aj — Aj -f. 1 1 < c 

3=0 

et ceci prouve que la suite (A n ) est a variation bomee. 

b. Reciproquement, supposons la suite (A n ) a variation bornee et soit x n une 
serie convergente ; il s’agit de verifier que la serie A n x n est convergente, e’est-^-dire 

verifie le critere de Cauchy. On peut ecrire (Abel) 

fc+i 

(3.39.2) ^2 A p Xp = (A* - Afe+i)5fc,o + • • • + (\ k +i-i - \k+i) s k,i-i + ^k+iSk,i 

P =k 

OU S ktj = S k+j - S k - 1 = Snlfc X n - ° n 3 alorS 
k+l 

yi a pXp 

p=k 

ou Sk = suPj>o \\8 k j\\ tend vers 0 quand k vers Finfini d’apres le critere de Cauchy, la 
sdrie Y^= o Xn & ant convergente. 


Aj+il + sup | A n | 
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Note Si on s’int^resse h des series absolument convergentes, on peut ddmontrer (exercice 
3.24.2) que l’inclusion Tty 1 ) C l 1 yquivaut h A = (A n ) E l°° ; la rdponse est diffdrente ! 

3, a. Si T(F) C(?,a fortiori T(G) C G> la suite (A n ) est ndcessairement h variation 
bornde. De plus, soit e € E de norme 1 ; prenons x n = (-l) n e, alors x = ( x n ) appartient 
a F , done la sdrie X^Lo(” converge et il en rdsulte que le terme gdn^ral doit tendre 
vers 0, soit lim n -+oo A n = 0. 

b. Rdciproquement, si la suite (A n ) est h variation bornde et tend vers 0, soit 
x = ( x n ) E F. On a d’aprfcs (3.39.2) 

k+l |i / 00 

Y'ApXp < ElA, - Aj+i| +sup|Aj| 

II St fc i>k 

car ||sfc >:7 - 1| = || Sk+j — Sk-i || < 2||rr|| et le second membre tendant vers 0 quand k tend vers 
l’infini, le entire de Cauchy permet d’affirmer que la sdrie ^ nX n est convergente, 

e’est-^-dire que Tx E G. 

EXERCICE 3 . 19.2 



1. Le systeme (3.19.8) admettant une unique solution quel que soit y E F, pour tout q il 
existe p = p(q) tel que a pq ^ 0. On a alors 

||^||p(o) ^ |a P (o)oZo| 

d’ou |xo| < la^ol" 1 IMIp(o)» ce qui prouve la continuity de la forme lindaire x ■-» xo. 

Montrons par rdcurrence qu’il existe une partie finie J q c Net une constante c q > 0 
telles que 


1 * 9 1 <c, max ||i|| p . 
PtJq 


On a 


<7 

||^||p((7) > Clp( q )rXr , 

7’=0 


d’ou 


<7-1 q~ 1 

\ a p(q)q x q\ < IMIp(q) + ^ 0>p{q)r x r < |M|p(g) + l Q p(q)r | x max ||aj||p 
r=0 r=0 P6J " 

ou a p ( g ) 9 ^ 0, ce qui permet de conclure. 

2. La topologie de F est sypar^e, en effet si ||a;||i = 0 pour tout i , on a Y^Lq a pq x q = 0 
pour tout p, d’ou x = 0, le systyme (3.19.8) n’admettant qu’une solution. La topologie de 
F est done mytrisable. 


Montrons que F est complet. Soit ( x k ) une suite de Cauchy de F, x k = (x q ) q en- 
D’aprfcs 1., la suite ( x q )ken est de Cauchy, done converge ; on pose x q = \imk-+ooX q 
et x = ( x q ). Soit € > 0 et p E N, il existe un entier k tel que, pour Z,m > k> on ait 
\\x l - x m \\ p < e, e’est-^-dire 
q 

^2 a pr( x r ~ X T) < £ pour tout q E N 

r=0 

et en faisant tendre l vers l’infini 
q 

a pr (x r — x ™) < e pour tout q € N, m > k. 

r = O 


(3.39.3) 
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On peut dcrire pour j < q 


9 

^ ^ CLprX r 

< 

9 

^ ^ Q>pr {Xr 

- 4 ) 

+ 

9 

CLprXr 

r=j + 1 


r=j + l 



r=j + 1 


< 

9 

/ CLprjXr x t') 

4- 

0 

^^CLpr (Xr Xr ) 

+ 

9 

^ 1 CLprXr 


v=0 


r= 0 


r=j + 1 


< 


2e 4- 


9 

^ ^ CLprX r 
r=j + 1 


et, la sdrie 0 a pr x!;. 6tant convergente, il existe (crit&re de Cauchy), un entier j 0 tel que 

| Er=i+1 a pr4\ < £ POUf j > j 0 , d’OU 


9 

^ ^ CLprXr 
r=j+l 


< 3e pour j 0 < j < q. 


D’apr&s le crit£re de Cauchy, la serie y p = Yl^Lo a PQ x q est done convergente. Posons 
y k = 0 0 > pq Xq, alors y p = lim fc ->oo y% : en effet, en faisant tendre q vers l’infini dans 

(3.39.3) on obtient \y p -y™\ <e pour m> k. 

Enfin, la suite (y k ) est de Cauchy dans E (car la suite ( x k ) est de Cauchy pour les semi- 
normes ||»||i ), elle converge donc dans E , soit 2 = lim^oo y k . La topologie de E dtant 
plus fine que celle induite par celle de 5F 5 (N;K), les formes lindaires sur E y y p sont 
continues ; il en resulte que z p = lim fc ->oo 2/p et ceci montre que y = z. On en ddduit que y 
appaitient h E y donc x appartient h F. D’apr&s (3.39.3), on a ||a; — x m || < e pour m>k\ 
compte-tenu du fait que la suite ( y k ) converge vers y dans E , lim/t^oo \\x - x k \\i = 0 et 
ceci montre que la suite (# fc ) converge vers x dans F. 

3. L* application lineaire T : E -> F est une bijection, la bijection r^ciproque T -1 est 
continue car 

\\T- 1 x\\ i = \\y\\ i = \\x\U si y = T~ 1 x. 


D’apr&s le theor&me de Banach, T est un isomorphisme et on d£duit en particulier que les 
formes lineaires y i-» (Ty) q = x q sont continues. 


EXERCICE 3.19.3 


1. On a 

m 

||a; - xoe° - VVxp - xo)e p \\ = sup \x q - a;o| 

p=i * >m 

et la suite (a; n ) convergeant vers xq , cette quantity tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini, 
ce qui prouve le rdsultat demand^. 

2. Si T est un endomorphisme de c, on en ddduit que 

00 

y = Tx = xq Te° 4- (x m — xq )Te m 

m = 1 

et en posant Te m = (<C) n > 1 , m, e N, 

00 

2/n = Q>nX 0 4" ^ ^ Q> n {Xm *^o)) 
m=l 

Montrons que la serie 5Dm=i l a n I est convergente. Dans la formule prdcddente, prenons 
x m = 0 pour rrt > k et x m tel que \x m \ = 1 et a£x m = \a ™ | pour 1 < m < k. On a 
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alors xo = 0, ||x|| = 1 et y n = Em=i l < CI- d ’ oil 

E ICI < II2/II < IITII INI = Ill'll. 

m= 1 

ce qui prouve le r£sultat voulu. 

Ceci permet d’&rire y n sous la forme y n = X)m=o &n x m, n > 1, ou 

= a® - E a n et «n = C pourm > 1. 
m= 1 

V6rifions alors les propriety (3.19.10), (3.19.1 1) et (3.19.12). 

L’entier n > 1 6tant fixd, prenons d’abord # m = 0 pour m > k et x m tel que 
\xm\ = 1 et oc^Xra = \a%\ pour 1 < m < k ; on obtient alors comme pr&ddem- 
ment p n = EEi l«» I- d ’ oil E«=i l«» I < W T l Ceci prouve que la sdrie £“ =0 l<*» I 
est convergente. Prenons ensuite x m tel que \x m \ = 1 et a„x m = |aJTI P our 0 < m < k 
et x m = xo pour m> k, alors ||g|| = 1 et 

yn = E l a ”l + ( E a «) Xo > 

m= 0 \n=fc+ 1 ' 

d’ou 

k oo oo 

El«nl<|yn|+ E \c£\<\\r\\+ E l<CI 

771=0 m=k+l m=k+l 

et en passant h. la limite o l a ™l - P1I> d’ou 

oo 

(3.39.4) sup E Kl < Ill’ll- 

Ceci prouve (3.19.10). 

Quant ^ (3.19.1 1), pour m > 1 on a q" = a™ = (Te m )„ ; &ant donn£ que Te m 
appartient a c, on en ddduit que la limite lim n _>oo a« existe, ce qui prouve (3.19.1 1). 

Enfin, en prenant tous les x m £gaux h 1, on a y n = E“=o a « et > (2/«) appartenant h 
c, on obtient (3.19.12). 

3. La sdrie Eto=o a n x m est absolument convergente d’apres (3.19.10) car 

f>> m | < (EKl) x INI 

m=0 ^m= 0 ' 

et de plus 

Ill/ll < (sup E l a n l) X ||x|| ; 

ceci prouve que (3.19.9) ddfinit une application lin^aire continue T de c dans Z°°, de norme 
sup„>i Em=o l«n I d’apres (3.39.4). 

Montrons que T(c) C c. Notons d’abord que la s6rie Y^m = 1 est absolument 
convergente : on a en effet X)m=i l a n*l — P ll P our tout ti > l tt tout k > 1, d’ou 
Sm = 1 l aTn l ^ P1I- 0n peutdonc 6cr ire 

2/n = E Q n ( x m ~ x o) + ( E a n j^O 

m=l \>r=0 ' 


OO °° / oo \ 

= E( a “ " am )( x "» “ x o) + E« m ( X - - x o) + ( E a n J x O. 

771=1 m—1 '771=0 ' 
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Le dernier terme converge vers a°xo. 

Montrons que le premier terme converge vers 0. On peut dcrire 

oo k oo 


E — E- + E ••• 

m= 1 m=l m=k+ 1 

. Choisissons k tel que \x m — a,*o| < e pour m > k, on a alors 

oo I / OO V 

E W-O(^-*0) < ( E(KI + l am l)) e ^ 2 II T II e - 

n=k+l * 1 ' 

Quant h la somme Em=i ( a n - a m )(x m - xo), elle tend vers 0 lorsque n tend vers Tinfini 
d’apr&s (3.19.1 1). Ceci prouve le rdsultat annoncd. 

On en d&luit que la suite (y n ) converge et que 

oo 

lim y n = a°x 0 + Y' a m (x m - x 0 ). 

n-+oo 

m= 1 

4. On a yn = E“=o a nXm avec 


a° n 

= 0 

pour n > 1, 

cC 

Pm 

pour 1 < m < n, 

Pi + • • • 4- Pm 


= 0 

pour n < m. 


On a Em =0 \ a n I — 1 


a m = lim a™ = lim 


Pm 


Pm 

P 


n->oo /h + . . . + p n 

oup = E^Li Pn, c’est-a-dire a m = 0 si la sdrie E£Li Pn diverge. Enfin, on a a 0 = 1. 
Les propridtds (3.19.10), (3.19.1 1) et (3.19.12) sont done vdrifides. La suite ( y n ) est done 
convergente et sa limite vaut 

oo 

2/0 = Xq -j- ^ ^ OLmiXm Xq). 


Lorsque la sdrie E^Li Pn converge, ceci peut s’dcrire 


lim 

n — too 


P\X\ + . . • + PnXn n=l 

Pi + . . . + Pn 


^ J PnXn 


E p " 

n— 1 


et en prenant une suite (x n ) dont les premiers termes sont nuls (x n = 0 pour 1 < n < n 0 ) 
et x n = xo pour n > no, on construit des suites x G c telles que xo ^ yo. 

Par contre, lorsque la sdrie J2n=i P n diver g e » on a z 0 = yo quel que soit la suite x G c. 
Par exemple, pour p n = 1, on obtient la mdthode de sommation, dite de CtSsaro. 

EXERCICE 3 . 20.1 

1. Dire que le point 5 est adherent h la base de filtre /(£) signifie que, pour tout e > 0 et 
toute partie finie J 0 de N, il existe une paitie finie J D J 0 telle que \\s - sj|| < e. La sdrie 
£~=o Xn & ant convergente et de somme s, il suffit de prendre J de la forme [0, n] avec n 
suffisamment grand. 
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2. Un filtre de Cauchy admettant un point adherent convergeant, on en d£duit que /(!B) 
ne peut 6tre de Cauchy si la suite ( x n ) n’est pas sommable. II existe done e > 0 tel que 

(VJ e 3*(N))(3 K = K(J) e J(N - J))(|M| > e). 

On ddfinit par recurrence une suite ( K n ) de parties finies de N en posant 

Jo = 0 et I<o = K(J 0 ), puis J n +i — J n U K n et K n + i = /^(Jn+i)- 
Ces ensembles K n sont disjoints deux & deux et || sk ti || > e. 

3. On construit ensuite une bijection tt : N — N telle que, pour tout n, / ir~ 1 (K n ) soit 
une suite d’entiers cons6cutifs. On proc&de de la fa$on suivante. On pose 

p n = Card K n et N n = max K n , 

oo 

A n = {p S N; p< N„etp <j£ (J AT.,} etq„ = Card.4 n . 

3=0 

II existe des bijections 

TTo : [0,Po - 1] -► Ko, TTo : [Po,Po + 90 - 1] -► Ao, 


puis par recurrence des bijections 

rn— 1 


7T n 


-71 — I Tl— 1 

: 53 ( Pt + 9t)t 53 ( pi + + Pn - 1 -»• Kn, 

- i=0 i = 0 


-n— 1 n 

+ 0») + Pn, ^(Pi + Qi) ~ 1 “ > A n - 
2=0 2=0 

L’ application 7r : N -> N dont la restriction aux intervalles 

n— 1 n— 1 n— 1 n 

[53 + ®)> 53 ( p * + Qi) + Pn - l] et [53 (Pi + Qi) + Pn, 53^ + ®) ~ *] 
2=0 2=0 2=0 2=0 

vaut respectivement ir n et 7r^, est une bijection poss&dant la propria d^sir^e. 

4. On considfcre la suite y n = x^ n ) ; on a alors 

T; 2 /p > £ pour tout n. 


La sdrie J2n =o V n ne v ^fi ant P as le critere de Cauchy ne peut converger ce qui est contra- 
dictoire avec l’hypothfcse, h savoir que la serie Xn est commutativement convergente. 


EXERCICE 3.24.1 


II existe (e, /) E E x F tel que g = ef e G soit ^ 0. L* ensemble 1 6tant infini, il existe 
une injection : N -» I. Lorsque i = <p(n) avec n > 2, on pose 

Xi = n~ l/p (logn)~ 2/p eetyi = n~ 1/q (logn)~ 2/q f ; 
pour les autres valeurs de i> on prend Xi=y% = 0. On d£finit ainsi des families x = (xi)i^i 
et y = (yi)i£i dements de E et F respectivement. 

La sdrie de terme gdndral n~ 1 (logn)~ 2 6tant convergente, (x, y) e l p (I\ E)xl q (I\ F). 
On a d’autre part pour i = y>(n), n > 2, 

XfPi = n _1/r ( logn)~ 2,T g ; 

lorsque s < r, la s£rie de terme general n -s/,r (logn)~ 2a ^ r diverge et par consequent 
xy#l a (I-,G). 

EXERCICE 3.24.2 


1 . Soit (x„) une suite de l p convergeant vers 0 telle que la suite (x n y) converge vers z dans 
l r . Posons x n = ( Xi, n )i€i ■ Alors, i € / etant fixd, la suite (*»,„) converge vers 0 et la suite 
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( Xi t nVi ) converge vers Zi ; il en r&ulte que zt = 0. D’aprfcs le thdor&me du graphe ferm6, 
l’application lin^aire x t-t xy de l p dans l r est done continue. 

2. II existe done une constante c > 0 telle que \\xy\\ r < c ||x|| p pour tout x E l p . 

Si p = oo, done q = r, en prenant tous les Xi dgaux h 1, on obtient ||t/|| r = \\y\\ p < c, 
d’oii yel q . 

Si q = oo, done p = r, prenons Xi = 1 et Xj = 0 pour j ^ i, alors |yi| < c, soit 
lll/lloo < etty E l°°. 

Enfin, si p et q sont tous deux finis, soit J une partie finie de I ; prenons 
Xi = \yi\ q/p pour i E J et Xi = 0 pour i 0 J. 


On obtient alors \xiy%\ = |2/i| g/p+1 = \yi\ q/r , d’oii 

(E^r) 17 ’ ^ e (Ei»r) 


i/p 




/ \ 1/<? 

et, vu que l/r - 1/p = 1 /q, ( Y^ieJ \v*\ q ) < c ; il en rdsulte que y appartient bien a 

l q . 

EXERCICE 3.24.3 THEOREME DE SCHUR-MERTENS 

1. On a \xo\ = |so| < IMI et, pourn > 1, \x n \ = |s n - s n - 1 | < 2 ||g||, ce qui permet de 
conclure. 

2. On utilise le th^orfcme du graphe fermd. Soit x k = (a;*) E E une suite de E telle 
que 

x k — > 0 et x k * jz — > z dans E. 

D’aprks 1., z k = Y%=o x jVn-j tend vers 0 lorsque k tend vers l’infini et ceci prouve que 
z n = 0, d'oii 2 = 0, ce qui permet de conclure. 

3. On en d£duit une constante c > 0 telle que ||a; * y\\ < c ||x|| pour tout x E E. On a 
alors 


n k 


soit 


S n — z k — Xk-jyj — yj Xk-j'j , 

fc=0 k=0 j=0 j = 0 k=j 

n n 

Sn = y ^ VjSn-j OU S n = y ^ %j • 


j—O 


j=0 


On en deduit que 


n 

sup <csup|sfc|. 

n€Nl“ l ken 


L’entier n 6tant fi x6, prenons x E E tel que 

yjSn-j = | yj | pour 0 < j < n et Sk = 0 pour k> n. 

On obtient ainsi que Y^= o \Vo\ < c et, ceci valant pour tout n, ceci montre que la sdrie 
Yl'jLo \Vj \ est convergente, e’est-a-dire y E l 1 . 

EXERCICE 3.24.4 

1. D'aprfcs rindgalit^ de Holder, on a 

m < (p*,i P ) 1/P * (EiJ/n-.r) 1 ^ < ii*BpII»l. 


i= o 


3=0 
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d’ou sup neN \z n \ < oo et \\x * y\\oo < ||z||p||y|| 9 . 

2, a. On utilise le thdor&me du graphe fermd. Soit ( x k ) une suite de l p convergeant vers 
0 telle que la suite (x k ★ y ) converge vers 2 dans I 00 . On pose x k = (x£), y = (y n ) et 
z = (z n ), on a alors 

n 

z„ = lim V x K -y n -j = 0 

k — >oo z ' 

3=0 

car lim/k-^oo x k = 0 pour tout j. Ceci prouve que z = 0, d’ou la continuity de P application 
xel p t->x*y€l°° d’aprhs le thyorhme du graphe fermy. 

b. On en dyduit une constante c > 0 telle que 


n 

| x; x jyn-j < c \\x\\ p pour tout entier n et tout x e l p . 


3=0 


L’ entier n ytant fixy, choisissons x £ l p tel que 

Xj = £j\y n -j\ q ~ l pour 0 < j < n et Xj = 0 pourj > n 


ou £j = 1 si y n -j > 0 et £j = -1 si y n -j < 0. On obtient ainsi 




3=0 


3=0 


et, vu que p(q -l) = q y l-l/p= l/q , 




3=0 


et ceci ytant vrai pour tout entier n, on en dyduit que y appartient h Pespace l q . 


EXERCICE 3.24.5 


Rappelons que la norme sur respace co(/; E) est dyfinie par ||z|| = sup i6/ ||o;*||. 

l,a. Soit i € /, on note pi : E —> co(I\E) Papplication linyaire dyfinie par 
pi(x) = y avec yt = x et yj = 0 pour j i. Cette application linyaire est continue 
vu que ||v><(*)|| = ||*||. 

b. On note ensuite que, pour tout x = (x 2 ) ie / e co(/; E), la famille ( <pi(xi))iei est 
sommable de somme x : en effet, soit Jo une partie finie de I telle que sup i€/ _ Jo INI < e, 
alors pour toute partie finie J D Jo 

U-X y>*(®i) = sup ||a;i|| < sup \\Xi\\<£. 

N — II iei-J iei-Jo 

c. Soit T une forme linyaire continue sur co(/; E) y il rysulte de b. que 

Tx = y^(T o (fi)(xi ) = <yiyXi> oh yi = To(fi e E ' . 

iei i€l 

On dyfinit ainsi une famille y = (yi)iei d’eiyments de E\ 

d. Montrons que y appartient a Pespace /*(/; E '). Prenons x 6 co(/; E) de la forme 
x = Y^iej ai<Pi(xi) oh J est une partie finie de I,Xi € E et ||£<|| = 1 et choisissons les 
scalaires a* tels que 

\a,i\ = let ai <yi,Xi >= | <yi,Xi >|. 


Tx = ^2 1 < VU** > I et 11*11 = max |ai| ||xj|| = 1. 

i£j 


On a alors 
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D’apres la continuity de 7*, on en dyduit que ^2 ieJ \ < Vi y Xi > \ < ||C/ T || et en prenant la 
borne superieure sur les Xi dycrivant la sphere unity de E , on en dyduit que 
£*=, llvtll < 117*11 . Ceci montre que y appartient a l’espace /*(/; E') et que 
(3.39.5) ||y||i < ||71|. 

e. Inversement, h tout y = {y%)iei de l'espace l 1 (I; E '), on peut associer une forme 
linyaire continue sur co(/; E) en posant 

lyX = ^ ^ < yi,Xi > . 
iei 

Eneffet, la famille (< yi,Xi >)iei estsommable car | <yi,Xi >\ < ||2/*|| ||aj||,donc7i,a: 
est bien dyfini. De plus, 

\T y x\ < INI 11*11 = llvlli 11*11. 

i€l 

ce qui prouve la continuity de la forme linyaire T y et ||T y || < ||j/||i- D’aprfcs (3.39.5), on en 
dyduit 117*^11 = || 2 /||i : ceci prouve que l’application linyaire y i-» T y est une isomytrie de 
l 1 (I; E') sur le dual de l’espace co(7; E). 

2. Si l’espace co(7; E) ytait ryflexif, il en serait de meme de son dual fort (corollaire 
3.17.9), done de l’espace l l (I\ E') qui lui est isomorphe, ce qui n’est pas le cas (corollaire 
3.24.8). 

EXERCICE 3.24.6 

On observe d’abord que l’espace l p est un espace de Banach syparable. L’ ensemble de suites 
X = {(a,* n ) ; il existe un entier p tel que x n = 0 pour n > p} 
est dense dans l p et T k x = 0 si k > p. On definit une application S : l p -¥ l p en posant 

(Sx) 0 = 0, (Sx) n = jx n -i pour n > 1. 

On a yvidemment T o S = I\v et ||^ fe x|| p = (1/A fc )||a:||p, d’oh limfc_*oo S k x = 0. Les 
hypotheses de l’exercice 3.4.4 sont satisfaites, ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 3.24.7 


Pour toute partie finie J de /, on peut ycrire 

||®-®n||p< fel— n ^r) + ( 5^ + ( X] \ Xn *i\ P 

' \ei-J ' H€I-J 

Par hypothese, la suite (52 ieI \xn,i\ p ) converge vers \ Xi \ P • Par aiIleurs » les applica- 
tions x 1 — ^ Xi ytant des formes linyaires continues sur l p et la suite (a; n ) convergeant faible- 
ment vers x , on a Xi = lim n _+oo x n ,i et ceci montre que la suite (J^ i€J |a,’n,i| p ) converge 
vers \ X A P - 11 en r&ulte que la suite ( Y^iei-J I x n,i\ P ) converge vers \ X A P - 

Etant donny e > 0, il existe done une partie finie J de / telle que 




puis un entier no tel que 


\ x 

nei-j 


\ i/p 

' J <2e pour n > no 
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et enfin un entier n\ > no tel que 

/ \ 1 /p 

( Y. \ x i ~ x n t i\ P I <epourn>ni. 

II en r^sulte que ||x - x n \\ p < 4e pour n > m, ce qui prouve que la suite ( x n ) converge 
vers x dans l p . 


EXERCICE 3.24.8 


Posons a,i = ( aij) j€ i G l l (I\ K). Si x = (xj)j eI appartient a l’espace Z°°(/;K), notons 
T la forme lindaire et continue sur l 1 


z = ( z i)iei ^ZjXj. 

jei 

D’aprfcs le thdor^me 3.24.5, ||T|| = ||x||oo. Le syst^me d’dquations (3.24.23) s’^crit alors 
Ten = yiy i G I et, d’aprfcs Pexercice 3.13.3, ce syst&me admet une solution T G (l 1 )' 
telle que ||T|| < c si, et seulement si, 


yi ^itJi 

ieJ 


<c 


^ ^ A i°>i 
i€J 


pour toute partie finie J et tout A * G IK, c’est-&-dire 


i 


yi ^ iVi 

iG J 


- C 2^ 
jei 


ST' 


y ^ a iflzj 

iej 


EXERCICE 3.24.9 

1. La premiere identity est dvidente. Quant h l’inygality t(x + y) < t(x) + t(y), il suffit de 
verifier que (a + b) p <a p + b p pour tout a, b > 0, c’est-&-dire (1 + 1 ) p < 1 + t p pour tout 
t > 0. Consid^rons la fonction 

tp(t) = 1 + t p - (1 + Q p ; 

on a <p(Q) = 0 et y/(£) = p[t p ~ l - (1 + £) p_1 ] > 0 pour tout t > 0 carp - 1 < 0. La 
fonction est croissante, done > 0 ce qui permet de conclure. 

2. r^sultede 1. 

3. II est clair que d(x, y) = d(y , a;) et que d(x, y) = 0 signifie x = y. 

Quant & l’inygality triangulaire, on a pour x,y,z e l p 

d(x , z) = t(x - z) = t (x - y + y - z) < t(x - y) + t(y - z ), 
d’ou d(x y z) < d(x , y) + d(y , z). 

Montrons ensuite que l p est un e.v.t. Vyrifions la continuity de l’addition (a;, y) x+y 
de l p x l p dans l p en un point (xo, yo)- Sur l’espace produit l p x Z p , on peut prendre comme 
distance de deux couples (x, y) et (xo, yo) 

d((x, 2 /),(x 0 , 2 /o)) = d(x,x 0 ) + d(y,yo). 

On a alors 

d(x + 2 /, x 0 + 2/o ) = t(x - x 0 + y - yo) < t(x - x 0 ) + t(y - y 0 ) 

< d(x,x 0 ) + d(2/,2/o), 

ce qui prouve la continuity de l’addition. 

Vyrifions ensuite la continuity de l’application (A,x) Ax de I Kx l p dans l p . Soient 
(x n ) une suite de l p convergeant vers x et (A n ) une suite de scalaires convergeant vers A, 
on a 

Ax Aj^Xji — A n (x Xjx) I (A ~ A n)x^ 
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d’oii 

d(\x y \fiXn') ^(An(& ®n)) ”1“ Xn'jx'j 

ou 

t(A n (a;-Xn)) = |A n | p d(z,a;n) et t(X n (x - x n )) = |A - A n | p *(z) 
tendent vers 0, ce qui prouve que la suite (A n # n ) converge vers Aar. 

4. La preuve que 1’espace l p est complet est identique & celle de la proposition 3.24.3. 

5, a. Si 0 < p < q < oo, soit x = (xi)i e i appartenant h. la boule £'((); 1) de / p , 
c’est-^-dire tel que J2iei ||xi|| p < 1. On a alors ||xi|| < 1, d’oil ||xi|| 9 < ||a;i|| p carp < q 
et il en rdsulte que 

(3.39.6) £ll*ir<£lMI P . 

iel i€l 

Ceci montre que x appartient h l q ; par homoth&ie, on en d^duit que i p c l q et Tin^galitd 
(3.39.6) montre que Tinjection canonique est continue en 0, done partout. 

b. Lorsque 0 < p < g = oo, on a pour tout x = ( Xi)iei G l p 

mSo<Em p 

i€l 

ce qui prouve l’inclusion l p C l°° et la continuity de l’injection canonique. 

c. Montrons que la topologie de l p est strictement plus fine que la topologie induite 
par celle de l q lorsque I est infini et E ^ {0}. On choisit un vecteur e e E de norme 
1 et, pour tout entier n > 1, une partie I n de I hn dldments. On d^finit une suite (a: n )» 
x n = (x n ,i)i€i> en posant 

x n> i = n -1/p e si i £ I n et x n ,i = 0 si i e I — In- 


On a alors 

E u*«.«ir = !. E ii*».iii* = n(p ~ q),p et ii*»ii~ = n_1/p ; 

iei iei 

cette suite (z n ) appartient & tous les espaces l r ; elle converge vers 0 dans l q quel que soit 
q > p, mais ne converge pas vers 0 dans l’espace l p et ceci prouve le rdsultat souhaitd. 

d. Ceci prouve que 

|J l q Cl p C f]l q . 

0 <q<p q>p 

Montrons que la seconde inclusion est stricte. Soit e £ E de norme 1 et soit / : N — > I une 
injection. On pose Xi = n~ 1/p e si i = /(n), n > 1, et xt = 0 pour les autres valeurs de i. 
Alors 

Eii^ii p = E i /« = 00 

i£l n=l 

et 

oo 

y; n^iii 9 = ^2 n ~ q/p < °° si q > p» 

i€/ n = 1 

d’ou x g l p et x e l q quel que soit q > p. 

Quant h la premiere inclusion, on prend Xi = n~ l ^ p (logn)~‘ 2 ^ Ve si i = /(**)» n> 2, 
et Xi = 0 pour les autres valeurs de i. On a alors 


§ l|ail1 S n ^ n ) 2 


< oo 
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et 

]ClNI - Jl n «/p(i 0fln )2,/p = °° 

lorsque q < p, soit x G l p et x l q pour q < p. 

6, a. On note (pi : E -> l p (I ; E) Implication <p t ( x ) = (xj) jeI avec Xi = x et Xj = 0 
pour j ^ i. Vu que t((pi(x)) = M P , cette application lin^aire est continue en 0, done 
partout. 

b. Notons ensuite que, pour x = (xi) ieI g l p , la famille (<pi(xi)) ie i est sommable 
de somme x. En effet, soite > 0, il existe une partie finie J 0 de I telle que J\ €/ _ Jq \\xi\\ p t 
d’oh pour toute partie finie J contenant Jo 

J2 INI” < Y, INII P <e» 

ieJ iel-J i€l-Jo 

ce qui prouve le rdsultat annoncy. 

c. Si T est une forme lin^aire continue sur / p , on a alors x = ]T\ €/ <pi(xi), d’ou 

Tx = o <pi)(xi) = ^ < yi,Xi > ou yi = T o ip t e E'. 

i€l iel 

Montrons que y = (; yi) ie i appartient h l’espace /°°(/; E f ). D’aprfcs la continuity de T en 

0, il existe <5 > 0 tel que t(x) < S => \Tx\ < 1. Prenons x = S 1/p (pi(h) ou h G E, 
||/i|| < 1 ; on a 

t(x) = t(6 1/p ipi(ti)) = 6t(ipi(h)) = 6\\h\\ p < S , 
d’ofi \T(S 1/P ipi(h))\ < 1, soit | < yi,h > | < S~ 1/p et ceci montre que ||yi||£;/ < S~ 1/p 
et on a bien y = ( yi) ie i G /°°(I; E*). 

d. Vyrifions qu’il n’existe qu’un seul y = {y%)i^i G Z°°(J; E') tel que 

lx ^ ^ ^ yi j ^ • 

£€/ 

On observera que cette famille est sommable car | < > | < IMloo ||£i|| et 

# G l p (I;E) c d*apr£s 5. En prenant alors x = <pi(h), h G E, on a 

(T o <pi)(/i) =< yi,h > , e’est-^-dire yi — To <p iy ce qui prouve le rdsultat voulu. 

e. Quant & la surjectivity, soit y — {ydji^i G /°° (/;£'), la formule 
Tx = Yliei < V*i x i > d^finit une forme linyaire continue sur l 1 (T i E) t done a fortiori 
sur/ p (/;£). 

EXERCICE 3.24.10 SUITE A DECROISSANTE RAPIDE 

1. Il est clair que les ||«||fc sont des semi-normes sur s. Muni de ces semi-normes, s est un 
e.l.c. sdpary (car ces semi-normes sont des normes), done mytrisable. Montrons que Tespace 
est complet. Soit (a;/), xi = (x nt i) n > i, une suite de Cauchy 

(V* G N)(Ve > 0 )(3l G N)(V»,i G N)((t > l ttj > l) =» \\ Xi - Xj \\ k < e), 
e’est-fc-dire 

(3.39.7) | n k (x n ,i - x n> j) \ < £ pour tout n > 1. 

Ceci montre que, pour n fixy, la suite ( x n% i ) est de Cauchy dans K, done convergente. On 
pose x n = linn-too x nj i, x = (# n ). En faisant tendre i vers Tinfini dans (3.39.7), on 
obtient \n k (x n — x n ,j ) | < £ pour tout n > 1 et j > l : ceci prouve que x — Xj appartient 
h s, done que x appartient & s, et que la suite ( xi ) converge vers x dans Pespace s. 

2. Il existe un entier k et une constante c > 0 tels que \y n \ < cn k ; il existe d’autre 
part d > 0 tel que |n* +2 ® n | < o', d’ou \x n y n \ < cd /n 2 . La syrie T y x = x n yn 
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est done absolument convergente ; 1’ application T y est dvidemment une forme lin^aire sur 
s et 

OO OO / OO J \ 

I'-^l < ^2 \XnVn\ < c J2 < c( - 2 ) lkllfc+2, 

71 = 1 71 = 1 '71=1 ' 

ce qui prouve la continuity de T y . 

Vdrifions l’injectivitd de I’application y T y . Posons e p = (S%) n >i e s ou <5£ = 0 
si p ^ n et = 1. Supposons T y = 0, alors T y e p = y P = 0, d’ou y = 0. 

3, a. On a 

no 

a: — Y^a; p e p = sup \n k x n \ 
p= l n>no 

et il existe c > 0 tel que |n fe+1 a,’ n | < c pour tout n> d’ou 

B np 

x — Y2 x P eP \\ < c/(no + 1) ; 
f life 

p = 1 

ytant donny e > 0, il existe done un entier no tel que 

np 

\x - y ^x p e p 
p = 1 

et, pour toute partie finie J D [1, no], on a a fortiori 

a; — ^ x p e p \\ < £, 
ptj k 

ce qui prouve que la suite (a; n e n ) est sommable et de somme x dans l’espace s. 
b. Si T est une forme lin^aire continue sur s, on en dyduit que 

CO 

Tx = ^2 x nVn OU y n — Te n . 

71 = 1 

Montrons que la suite y = (y n ) est & croissance lente. D’apres la continuity de T> vu que 
||*IU < IMU+i, il existe c > 0 et un entier k tels que |T®| < c ||a;||fc pour x € s, d’ob 
\yu\ = \Te n \<c\\e n \\ k =cn k , 

ce qui prouve le rysultat voulu. L’ application y i-» T y de om dans s' est done surjective et 
il s’agit done bien d’une bijection linyaire. 

EXERCICE 3.24.11 

Nous allons dymontrer que les points extrymaux de la boule unity de l’espace l 1 sont les 
points a = (ai)iei de la sphere unity tels qu’il existe un j € I tel que |aj| = 1 et par 
consyquent a* = 0 pour i / j. 

1. Soit a un point vyrifiant la condition prycydente et soient x>y e B\ 0; 1) tels que 
a = tx + (1 — t)y ob 0 < t < 1. On a alors aj = txj + (1 — t)yj , d’ou Xj = yj = a,j 
(dans K, tous les points de la sphere unity sont des points extrymaux de la boule unity). Il 
en rysulte que Xi = = a» = 0 pour i ± j, d’ou x = y = a et ceci montre que a est un 

point external. 

2. Ryciproquement, soit a € l 1 tel que ||a||i = 1 et |a*| < 1 pour tout i. Montrons 
qu’un tel point n’est pas un point external. Il existe des indices j, k G /, j ^ k, tels que 
0< \aj\ < let0< |a fc | < 1. 

Notons 0j et 0* des ryels tels que 

aj = e t0j \aj \ et a/t = e x6k |o/b|. 





534 CHAPITRE 3 ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 


Choisissons ensuite un e tel que 0 < e < min(|o 3 |, |ofc|) et ddfinissons deux points 
x,y € l 1 par 

Xi = yi = Oi pour i <£ {j, k} 

Xj = e ie i(\aj\ - e) et % = e i0 i (|ty| + e), 

Xk = e i9fc (M + e ) et 2/fc = e <flfc (|afc| - e). 

On a alors ||x||i = ||j/||i = ||ai || = 1 et a = (x + y)/ 2, ce qui prouve que a n’est pas un 
point extremal. 


3.40 Exercices du chapitre 3.E 

EXERCICE 3.25.1 

On observe que Q(X\K) 0 C(Y;K) est une sous-alg£bre de Q U (X x Y;K) contenant 
la fonction 1 , stable par conjugaison et s^parant les points d’aprys le thdorfcme d’Urysohn 

2.36. 1. Le thdor&me de Stone- Weierstrass permet de conclure. 

EXERCICE 3.25.2 

1. Supposons 1’espace X mytrisable, alors X est separable (proposition 2.33.1) et, vu la 
proposition 2.10.7, X admet une base de topologie d^nombrable ( B n ). On considfcre les 
fonctions f n (x) = cl(x,X - B n ) en ne conservant que les B n ^ X. L’ ensemble S de 
ces fonctions est stable par conjugaison. Vdrifions que S s^pare les points de X : soient 
fl,6eI,o/6, alors X — { 6 } dtant ouvert, il existe un entier n tel que a e B n et b ^ B n> 
d’ou fn(a) ^ 0 et f n (b) = 0. Ceci montre en outre que, pour tout a € X y il existe un n tel 
que f n {p) 7 ^ 0. D’aprys le thy ore me de Stone- Weierstrass, la sous-algebre A engendrde par 
S est dense dans l’espace e ii (X;K). L’ensemble des fonctions qui s’&rivent comme des 
polyndmes h coefficients dans <Q> ou Q + i<Q par rapport aux fonctions de S est ygalement 
dense dans e u (X; K) qui est done separable. 

2. R 6 ciproquement, on suppose l’espace G U (X\ K) separable. La boule unity B de cet 
espace est done separable : il existe une suite (/ n ) dense dans B. Pour tout x € X, on a 
alors f n (x) e D et on peut dyfinir 1 ’ application 

v : X € X H». (/n(x)) 6 D n . 

Cette application p est continue d’aprys la continuity des / n . Montrons qu’elle est injective 
en raisonnant par l’absurde. Supposons qu’il existe x t y € X, x ^ y> tel que p{x) = p(y ), 
e’est-^-dire f n (x) = f n (y) pour tout n. D’aprys la density de la suite (/ n ), on en dyduit 
que f(x) = f (y) pour tout f e B. Ceci est absurde car, d’aprys le thyoryme d’Urysohn 

2.36.1, il existe une fonction continue f : X -* [ 0 , 1 ] telle que f(x) = 0 et f(y) = 1 et 
cette fonction appartient bien a B. 

Ceci montre que p : X -» D n est une injection continue et, X etant un espace com- 
pact, / est un homyomorphisme de X sur p(X) : l’espace D n ytant mytrisable (corollaire 
2.22.3), ceci montre que X est mytrisable. 

EXERCICE 3.25.3 

Les espaces de Banach £ u (Q n \ R) sont syparables d’aprys l’exercice 3.25.2 ; il existe done 
bien une suite ( fnm)men partout dense. D’aprys le thyoryme de Tietze-Urysohn, il existe 
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des fonctions continues g n m £ C(X; R) qui prolongent ces fonctions / nm . 

Montrons que Fensemble d^nombrable de toutes ces fonctions g n m est dense dans l’es- 
pace e c (X;R). Soit / G e c (^;R), pour tout entier n > 1, il existe un entier m(n) tel 
que 

sup_|(/ - Jnm(n))W| < !/«• 

x€0„ 

Vdrifions que que la suite ( g nm (n )) converge vers / uniformgment sur tout compact. Soit 
K un compact de X , il existe un entier no tel que K C O n pour n > no, d’ou 
sup |(/ - g n m(n))(x ) I < 1/n pourn > n 0 , 

x€K 

ce qui prouve que le r^sultat voulu. 

EXERCICE 3.25.4 


1. Soit A' la sous-algebre engendree par A et les fonctions constantes, c’est-^-dire l’en- 
semble des fonctions de la forme t /(£) + c oil / G A t c G R. D’apres le thdorfcme de 
Stone- Weierstrass, cette sous-alg£bre est dense dans C U (X) : en effet, Al contient .A et les 
fonctions constantes. 

Etant donne C U (X) et e > 0, il existe g G A et c G R tels que ||/ - (g + c)||oo < £• 
Si f(a) = 0, on en dtkluit |c| < £, d’ou \\f - g\\oo < 2 e et ceci prouve le rdsultat voulu. 

2. Posons E = CoodO, cx)[) et F = CoodO, oo]). Soit $ : E -» F l’application d^finie 
par 


*(/)(*) = 


f(t) si 0 < t < oo, 
0 si t = oo. 


Cette application est une isometrie et un isomorphisme d’algfcbre. L’espace vectoriel A 
engendree par les fonctions t •-> e _nt , n > 1, est une sous-alg£bre de E et son image 
$(A) est dense dans F. En effet, si on pose fi(t) = e”*, la fonction $(/i) est injective et 
on peut utiliser 1 . Il en resulte que A est dense dans E. 
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EXERCICE 3.27.1 

L’ application / preserve la norme : ||/(a;)|| = \\x\\. On en d&luit que / preserve le produit 
scalaire. En effet, d’apr&s (3.27.9), en changeant y en — y> on a 

2(x\y) = \\x\\ 2 + \\y\\ 2 -\\x-yf 

et par consequent 

2(/(*)| /(»)) = ll/(*)H 2 + ll/(y)H 2 - ll/(x) - f(y)\\ 2 
= IM| 2 + IMI 2 - II* - y \\ 2 = 2(x\y) 

et ceci prouve que 

(f( x )\f(y)) = ( x \y) pour tout x, y 6 E. 

On a alors 

\\f( x + y) — f( x ) — /(j/)l| 2 = ll/(* + J/)-/(a:)ll 2 +||/(j/)|| 2 

-2 (/(* + y)\f(y)) + 2(/(x)|/(j/)) 

= IK 35 + y)~ x \\ 2 + llj/ll 2 - 2(x + y\y) + 2(x\ y) = 0. 
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Wf(Xx) - Xf(x)\\ 2 = \\f(Xx)\\ 2 + |A| 2 ||/(:r)|| 2 - 2A(/(A*)|/(*)) 

= ||Ax|| 2 + |A| 2 ||x|| 2 — 2A(Ax|a;) = 0 

et ceci prouve que / est lin^aire. 

Note Dans le cadre des espaces normes, le m£me rdsultat subsiste en supposant / surjective 
(exercice 3.3.5), cette hypothSse n’&ant pas superflue (exercice 3.9.2). 

EXERCICE 3.27.2 

Soit E un espace norme dont la norme verifie 1’ identity du paraltelogramme. 

1. On suppose d’abord que K = R. Si la norme est induite par un produit scalaire, 
celui-ci est n^cessairement donne par la formule (3.27.9), c’est-&-dire 

4(*|w) = 2(||* + y\\ 2 - ||*|| 2 - ||y|| 2 ) = ||z + y\\ 2 - ||* - y \\ 2 . 

Montrons qu’on definit bien ainsi une forme bilin^aire symetrique, definie positive telle que 
( x\x ) = ||x|| 2 . Le seul point meritant une demonstration est la bilin^aritd et, vu la symetrie, 
on peut se contenter de verifier la linearite de Implication x (x\y). 

Verifions d’abord que 

(®i + x 2 \y) = (xi\y) + (x 2 \y), 

c’est-a-dire 

\\xi+X 2 +y\\ 2 -\\x 1+ x 2 f-\\y\\ 2 = ||*i + yf - ||*i|| 2 - ||y|| 2 

+11*2 + y|| 2 -|M 2 -M 2 , 

soit 

||*i + *2 + y\\ 2 + ||*i || 2 + 11*2 1| 2 + II 2 /II 2 = Iki + y\\ 2 + ||*2 + y || 2 + ||*i + * 2 || 2 . 

Or, d’apr^s l’identite du paralieiogramme, on a 

2 (||*i II 2 + ll*2|| 2 ) = ||*i + * 2 || 2 + ||*i -* 2 || 2 , 

2(||a;i + x 2 +y\\ 2 + ||j/|| 2 ) = ||*i +* 2 + 2y|| 2 + ||xi + * 2 || 2 , 

||*i +* 2 + 2 j/|| 2 + ||*i -* 2 || 2 = 2(||a:i +y|| 2 + ||*2 + j/|| 2 ), 

et il suffit d’additionner ces trois identites pour obtenir la formule voulue. 

Verifions ensuite que (Aa;|t/) = A(#| 2 /) pour tout reel A. Vu la continuite de implica- 
tion A 1 — ^ (Xx\y), il suffit de le faire lorsque A est rationnel, soit A = p/q , p £ Z, q G N*. 
D’apr^s l’additivite, on a (x\y) + (~x\ y) = (0 y) = 0, d’oii (additivite) 

y ) = l {Av) - 

2. Lorque K = C, on pose (formule (3.27.8)) 

4(z| y) = \\x + y\\ 2 - \\x - y|| 2 + i\\x + iy\\ 2 - i\\x - iy\\ 2 . 

On a 

4(x\x) = 4||a;|| 2 + »(|1 + i| 2 - |1 - i\ 2 ) ||s|| 2 = 4||x|| 2 . 

11 est clair que (y\x) = (x\y). Quant au caractere sesquilineaire, on remarque que 
(x\y) = (x\y)tt + i{x\iy)vL ou 4(x|t/) R = \\x + y\\ 2 - \\x - y\\ 2 ; (.|*) R est d’aprfcs 
1. une forme M-bilineaire symetrique ; il en est done de meme de la forme (•!•). Soit 
A = a 4- ib G C, on a alors 

(Ax|y) = (ax + ibx\y) = a(x\y) + b(ix\y) 
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ou (ix\y) = i(x\y) d’apr^s la definition m8me de (a?|y) et ceci prouve que 
(Xx\ y) = A(a?| 2 /). Le caract&re semi-lineaire de Implication y h* ( x\y ) s’en ddduit en 
utilisant le caractere hermitien. 

EXERCICE 3.27.3 

Soient x,y e E tels que ||a;|| < 1, ||$/|| < 1 et || (x + y)/ 2|| >1-£oQ 0<<5<1. D’apr^s 
l’identite du paraltelogramme, on a 

II* - s/ll 2 = 2(||z|| 2 + IMI 2 ) - II* + y\\ 2 < 4 - 4(1 - S) 2 = 45(2 - S) 
et, pour 8 suffisamment petit, 46(2 — 6) < e 2 ,d’ou ||rc — y\\ < e, ce qui prouve que l'espace 
est uniformement convexe. 

EXERCICE 3.28.1 

1. Si P est le projecteur orthogonal de E sur P, on a P\f = If , d’ou P 2 = P. D’autre 
part, le vecteur y-Py dtant orthogonal & F, ( Px\y - Py) = 0, d’oh (Px\y) = ( Px\Py ). 
De meme, x — Px etant orthogonal h. P, (x — Px\Py) = 0 et ( x\Py ) = ( Px\Py ). Ceci 
prouve que 

(Px\y) = ( Px\Py ) = (x\Py). 

2. Reciproquement, soit P : E — ► E une application verifiant (3.28.2). Une telle 
application est necessairement lindaire. On a en effet 

(P(Xx + /J>y)\z) = (Xx + /J.y\Pz) = X(x\Pz) + y>(y\Pz) 

= X(Px\z) + y>(Py\z) = (A Px + y,Py\z) 
et ceci dtant valable quel que soit 2 , on en ddduit que 

P(Xx + fiy) = X Px + f. iPy. 

Montrons que x - Px est orthogonal au sous-espace Im P : ceci prouvera que P est le 
projecteur orthogonal de E sur F. On a d’apres (3.28.2) 

(* - Px\Py) = (Px - P 2 x\y) = (Px - Px\y) = 0 
ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3.28.2 

1 . Montrons d’abord que Im P = Ker (Ie - P). Six = Px , x G Im P. Rdciproquement, 
si x appartient h. 1’ image de P, il existe y E E tel que x = Py , d’ou Px = P 2 y = Py et 

par consequent x = P#- 

2. On a Px = x + Px — x t d’ou 

||P*|| 2 = ||*|| 2 + || Px - x || 2 + 2!fte (x\Px -x)< ||*|| 2 , 
soit 

II Px — x\\ 2 4- 25te (x\Px - x) < 0. 

Dans cette indgalite, rempla^ons x par x - y oh y e Im P ; etant donn 6 que y = Py , on 
obtient 

II Px - cc|| 2 + 23fte (x - y\Px - x) < 0, 

d’ou 

II Px - x\\ 2 + 2 Me (x\Px -x)< 2Re (y\Px - x). 

Remplasons x par tx t t> 0, divisons par t et faisons tendre t vers 0, on obtient 
23fte (y\Px - x) > 0 pour tout yElmP 
et en remplacant y par y - Px , qui apartient encore & Im P 

(x — Px\y — Px) < 0 pour tout yElmP 
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et ceci prouve que Px est la projection de x sur Im P d’apr£s la proposition 3.28.3. 

EXERCICE 3.28.3 

1. est immddiat. 

2. Si C est non vide, on a C c Ci, d’oh d(a,Ci) < d(a, C) et ceci prouve que 
sup i€/ d(a , Ci) est fini. 

R6ciproquement, supposons do = sup i6/ d(a, Ci) fini. Notons Xi la projection de a 
sur Ci et di = ||a - Xi\\. Etant donn6 un e > 0, il existe i e I tel que do — € < di < do, 
d’oh | do — dj\ < € pour j > i : ceci prouve que la suite gdn^ralisde (di) converge vers do. 
On a d’autre part, pour j > i et k > i, d’aprfcs l’identit£ du parallfclogramme 

= 2(d 2 j+ dl)-4\\x-^±^f 

< 4 (do - (do - e) 2 ), 

car le point (xj +Xk )/ 2 appartient k Ci, done 

x - X ° * Xfc I > di > d 0 - e. 

Ceci prouve que la suite gdn^ralisde ( Xi)iei est de Cauchy. Choisissons un indice io G / ; 
la sous-suite (£i)i>i 0 est de Cauchy et appartient au convexe complet Ci 0 ; elle est done 
convergente, soit x e Ci 0 sa limite. Pour tout i > io , la sous-suite (xj)j>i converge a 
fortiori vers x et, vu que xj e Cj C Ci pour j > i oh Ci est complet, done fermg, le 
point xo appartient k Ci , done a Intersection des convexes (Ci )i>i 0 , e’est-^-dire k C. Ceci 
prouve que C est non vide. 

Montrons que x est la projection de a sur C. On a d(a, C) > d(a, Ci) quel que soit i , 
done d(a, C) > do. D’autre part, 

||a — x\\ = lim ||a — Xi\\ = lim di = do. 

II en r^sulte que \\a — z|| < d(a, C) et on a done l’dgalit£, ce qui prouve le rgsultat voulu. 

Note On pourra comparer ces rdsultats avec ceux de l’exercice 3.17.1 qui se place dans le 
cadre des espaces de Banach rdflexifs. L’exercice 3. 17. 1 utilise essentiellement un argument 
de compacitd faible et ne suppose pas que la projection x de a sur C est unique. Si on 
fait cette hypothfcse suppldmentaire, la suite gdn£ralis£e (xi) converge faiblement vers x 
car cette suite appartient a un compact faible et n’admet qu’une seule valeur d’adhdrence 
faible, k savoir x. Dans le cadre des espaces de Hilbert (on peut 6videmment supposer E 
complet en le compliant dventuellement), des arguments beaucoup plus simples suffisent, 
essentiellement le thdor&me de projection. 

EXERCICE 3.28.4 

Les ensembles C n sont convexes d’apres la convexity de /, fermds d’aprfes la semi-continuitd 
infdrieure de /, done complets car fermds dans C, ils sont non vides car a < a n et 
constituent une suite d&roissante. Le convexe C dtant born£, l’exercice 3.28.3 montre 
que C' = D~o Cn est un convexe complet non vide, ce qui permet de conclure vu que 
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C' = {x €C\ f(x) - a}. 

EXERCICE 3.28.5 

1. La matrice {gij ) est evidemment hermitienne et, si x = A A, € K, on a 

n 

Ill'll = ^ ^ 9ijXiXj > 0- 

ij = l 

Elle est done positive et elle est d^finie positive si, et seulement si, 

n 

A iXi = 0 => Xi = 0 pour tout 

2 = 1 

e’est-^-dire si la famille (a:*) est libre. 

2. Lorsque la famille (a^) est li6e, on a G(x, xi , . . . , a; n ) = <3(#i , . . . , x n ) = 0 et on 
peut done supposer que la famille ( Xi ) est libre. 

La projection Pfx = Yh=\ de x sur sous-espace F engendrd par xi , . . . ,aj n 
vdrifie ^ 

lx — ^ A iXi Xj J = 0 pour 1 < j < n, 

' 2=1 ' 

soit 

n 

y j Xi(xi\xj) = (x\xj) pour 1 < j < n. 

2=1 

On a d’ autre part 

n 

d(x y F) 2 = (x — Pfx\x) = (x\x) — Ai(xi|x), 

2=1 

soit 

n 

dix^F) 2 + Xi(xi\x) = (x\x). 

2=1 

Ceci montre que ( d(x , F) 2 , Ai , . . . , A n ) est la solution du systeme lindaire 

n 

d(x,F) 2 + = ( x \ x ) 

2 = 1 
n 

^A<(a:i|a:j) = (xto), 1 < j < n. 

2 = 1 

Le determinant de ce systfcme vaut G(x 1 , . . . , x n ) ^ 0 ; ce systeme est done un systeme 
de Cramer et, d’aprfcs les formules de Cramer, on a done 

d(x,F) 2 = G(x,xi , . . . ,x n )/G(xi , . . . ,# n ), 
ce qui prouve le resultat voulu. 

3. Pour n = 1, on a bien ||a?i|| = G(x i) 1/2 . On raisonne ensuite par recurrence, si 
le volume de P n est donne par la formule G(xi , . . . , x n ) l/2 > 2. montre que le volume de 
P n +i est donne par la formule G(xi > . . . , x n +i) 1/2 - 

EXERCICE 3.29.1 

1 . Soit H un hyperplan fermd d’un espace de Hilbert E. On a alors H ^ E et E = H®H ± , 
d’oh ± {0}. 

2. Reciproquement, soit E un espace pr^hilbertien tel que l’orthogonal de tout hyper- 
plan ferme ne soit pas r£duit h {0}. Montrons que Tapplication ip : E E' definie dans la 
proposition 3.29.1 est surjective : ceci prouvera que F, isom&rique a F', est complet. 
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Soit T une forme lindaire continue sur E , il s’agit de trouver un y G E tel que 
Tx = (x\y) pour tout x e E. On peut supposer T non identiquement nulle, alors 
H = Ker T est un hyperplan fermd de E. Choisissons un point yo G H ± - {0} ; le rai- 
sonnement effectud dans la preuve du thdordme 3.29.2 montre que Tx = (x|Ayo) lorsque 
A = Tyo/\\yo\\ 2 , ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3 . 29.2 


D’aprds le thdordme 3.29.2, il existe xq G 
f(x) = ||x|| 2 - (x|x 0 ) et 


Ml 2 -(*|*o) + 


IM 2 _ 

4 


E tel que Tx 



Il en rdsulte que 


/(*) = 



2 


ikoir 

4 


(x\xo)> d’ou 


et par consequent 

inf / = d(x 0 /2,C) - -M. 

Ceci montre que / est borne inferieurement et que / atteint sa borne inferieure au point de 
C qui est la projection du point xo/2 sur le convexe C. 


EXERCICE 3 . 29.3 


1 . verifions d’abord que T est lindaire. Pour x, y G E> z G F et A, fi G K, on a 
(T( Xx + fly) | z) = ( Xx + ffl\Sz) = A(x|S 2 ) + y>(y\Sz) 


= X(Tx\z) + v(Ty\z) = (A Tx + nTy\z) 
et ceci permet de conclure. On verifie de mdme que S est lineaire. 

2. Quant h la continuite de T par exemple, udlisons le theoreme du graphe ferme. Soit 
(x n ) une suite de E convergeant vers 0 telle que la suite ( Tx n ) converge vers y , alors 
||y|| 2 = lim (Tx n \y) = lim (x n \ Sy) = 0, 

n—too n—>oo 

soit y = 0 et le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3 . 29.4 

On verifie d’abord que, pour tout x G E, (T*T)x G F. Soit y G F ± , on a 
{{T*T)x\y) = (Tx\Ty) = 0 car Ty = 0, 

ce qui prouve le rdsultat annongd. On vdrifie ensuite que, pour x G E, x - ( T*T)x G : 
en effet, soit y G F y alors ( x - (T*T)x\y) = (x\y) - ( Tx\Ty ) et, si x = x' + x" avec 
x 1 G F et x " G F^ y (x\y) = (x'\ y) et Tx = 2V, d’ou 

(* - (T*T)x\y) = (x'\ y) - (Tx'\Ty) = 0 
car T\f prdservant la norme preserve le produit scalaire, ce qui permet de conclure. 
EXERCICE 3 . 30.1 SOMME HILBERTIENNE EXTERNE 

l,a. Si x appartient h E y il est clair que Xx appartient encore h E quel que soit A G K. 
D’autre part, soit x,y G E y alors x + y G E car 

Il*i + J/*f < (INI + Ibi II) 2 < 2(||xi|| 2 + || yi || 2 ). 

Ceci montre que E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel produit Yliei E*- 
b. Soit x, y G E, on a 

|(xibi)| < llxill Ibill < (l/2)(||xi|| 2 + llj/ill 2 ). 
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La famille (( Xi\yi))iei est done sommable. II est clair que la somme de cette famille est un 
produit scalaire sur E , la norme associde dtant 

/„ \ 1/2 
imi = (£imi 2 ) • 

c. Montrons que E est complet. Soit ( x n ) une suite de Cauchy, x n = ( x nt i) i€ i . Pour 
tout e > 0, il existe un entier n tel que 

^ | \x Pii — x qt i || 2 < e pour tout p>q>n. 
iei 

II en rdsulte que, pour i fixd, la suite (x n ,i) est de Cauchy dans l’epace E iy done conver- 
gente ; on pose Xi = lim n _>oo x n ,i et x = ( Xi ). Pour toute partie finie J de I et tout 
Pi q > n, on a 

yi ii x p,i — ^,*11 ^ £ > 

i€J 

d’oil en passant h la limite 

y, ||a?i — x qt i\\ 2 < e pour tout q > n 
ieJ 

et, ceci 6tant vrai pour toute partie finie J, 

y || Xi — Xq t i || 2 < € pour tout q > n. 
i€l 

Ceci montre que x — x ni done x , appartient a E et que la suite ( x n ) converge vers x dans 
l’espace E. 

2. On note /* : F* -» F l’application ddfinie par fi(x) = yo\xy = ( Vj)jei> yi = xe t 
yj = 0 lorsque j ± i. II est clair que fi est un isomorphisme de Ei sur F*. Ces sous-espaces 
Fi sont done ferm^s ; ils sont dvidemment orthogonaux deux & deux. Montrons que E est la 
somme hilbertienne de ces sous-espaces : il s’agit de ddmontrer que le sous-espace vectoriel 
F engendr^ par la famille (F<) est dense dans E. Soient x e E et e > 0, il existe une partie 
finie J de I telle que \\ Xi II 2 ^ £ 2 • Notons z le vecteur de F ddfini par Zi = Xi si 

i e J et Zi = 0 si i e I - J, on a alors ||x - z|| <e et ceci prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3 . 31.1 

D’apres l’exercice 3.29.1, il existe un hyperplan ferm 6 H dont l’orthogonal est rdduit a 
{0}. Soit B une base hilbertienne de H (corollaire 3.31.8), alors B n’est pas une base 
hilbertienne de E car H est fermd dans E et, l’orthogonal de H dtant rdduit & {0}, B est un 
616ment maximal de 1’ ensemble des parties orthonormales de F, ce qui prouve que B n’est 
contenu dans aucune base orthonormale de E. 

EXERCICE 3 . 31.2 

1. Montrons que A et B sont des supptementaires algdbriques, e’est-a-dire que 
An B = {0}. On remarque que les vecteurs a n sont orthogonaux deux & deux et de meme 
pour les vecteurs b n . D’aprfes le thdor&me 3.30.1, tout x de A s’dcrit J2 < ^L 0 (x\e2n)e2n et 
tout x de B s’dcrit ^2^L Q (x\bn)b n /\\bn\\ 2 > Si x appartient & A D F, on a (x|e 2 n+i) = 0, 
d’oh 
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et, en effectuant le produit scalaire avec e 2 n+i, on en ddduit (a;|e 2 n) = 0 et ceci prouve 
que x = 0. 

2. Considdrons la suite x n = b n - a n e F. On a x n = e2n+i/( n + 1)> l a suite ( ®n ) 
converge done vers 0. Si la somme directe F = A ® B dtait topologique, la suite ( a n ) 
devrait converger vers 0 d’aprfcs la continuity du projecteur de F sur A et ceci n’ayant pas 
lieu, on en d&luit que A et B ne sont pas des supplemental topologiques. 

EXERCICE 3.31.3 DIMENSION HILBERTIENNE 

1. Lorsque Pun des ensembles 7, J est fini, Pespace E est de dimension finie et toute base 
hilbertienne est une base alg^brique ; 7 et J sont nycessairement yquipotents. 

Lorsque 7 et J sont infinis, posons Ai — {j G J ; (ei\fj) ^ 0}. Ces ensembles 
sont denombrables car \( e i\fj)\ 2 < °°* On observe ensuite que J = \J ieI Ai : 

tout j € J appartient nycessairement h Pun des Ai vu que J2iei l( c *l/i)l 2 = ^ tant 
donne que Card Ai < Card 7, le lemme 3.7.7 montre que Card J < Card (7x7), d’oti 
Card J < Card 7 d’aprfcs le thyor^me 3.9.4. On a de meme Card 7 < Card J, d’oh legality 
Card 7 = Card J. 

2. Deux espaces de Hilbert isomorphes ont meme dimension hilbertienne car Pimage 
par un isomorphisme d’une base hilbertienne est une base hilbertienne. Rydproquement, si 
E et F sont deux espaces de Hilbert ayant la meme dimension hilbertienne, ils admettent 
des bases hilbertiennes (e*)^/ et (fiei) indexyes par le m6me ensemble 7 ; ils sont done 
tous deux isomorphes a / 2 (7; DC), done isomorphes entre eux. 

EXERCICE 3.31.4 

1. On a z = J2 n ez€ ne n °& = (®|e n ) et on sait que f = (£ n ) G Z 2 (Z). S’il existe 

une application linyaire continue u : E -» E telle que u(e n ) = e n +i, on a nycessai- 
rement u(x) = Ylnez £n e n+i ; on dyfinit bien ainsi une application linyaire de E dans 
E. Cette application est une bijection, la bijection ryciproque ytant donnye par la formule 
u~ l (x) = En€Z^ e n-i.En outre, 

M*)! 2 = £kn| 2 = IM| 2 , 

n€Z 

P application u est done une isomytrie. 

2. On observera d’abord que Papplication f \ E E est continue. 

Si \\x\\ = 1, f(x) = u(x) ; / est une isomytrie, done un homyomorphisme de S sur S. 
Si ||x|| < 1, on a 

ll/(*)ll < f (i - 11*11) + M*)ll < < i, 

done f(B) c B. 

Montrons que / est un bijection de B sur B et dyterminons la bijection ryciproque. 
On a d’abord /( 0) = eo/2 et liquation f(x) = eo/2 s’ecrit u(x) = ||x||eo/2, d’ou 
II® II = ||ti(®)|| = ||® ||/2 et par consyquent x = 0. Lorsque x 6 B est diffyrent de 0, on 
constate que les trois points alignys 0,# et x/\\x\\ ont pour image les points eo/2, f(x) et 
/( x /ll®ll) et que ces points sont alignys et plus prydsyment si 
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c’est-a-dire si A = ||#||, alors 

/( * )_v (ify) + (I - A>/(0) - 

Ceci montre que pour determiner l’image rdciproque d’un point y e B t y ^ eo/2, il faut 
procyder de la fa^on suivante. On cherche 1’ intersection z = ip(y) (nous allons dymontrer 
qu’elle est unique) de S et de la demi-droite D d’origine eo/2 passant par y. On determine 
A tel que Ton ait 

(3.41.1) y = Xz + (1 — A)e 0 /2. 

L’image reciproque x de y est alors donnee par la formule 

x = \u~ l {z/\\z\\). 

La demi-droite D a pour equation (3.41.1) ou A decrit ]0, +oo[ ; en posant /x = 1/A, on 
obtient en effet z — e o/2 + /x(y — eo/2) et ce point 2 appartient a S si, et seulement si, 

II y - e 0 /2||V 2 + (e 0 | y - eo/2 )/x -3/4 = 0 

et cette equation admet une unique solution /x = fx(y) > 0, le trindme etant < 0 pour 
fi = 0. La fonction /x : B — {eo/2} -»]0, +oo[ est continue vu les formules de resolution 
des equations du second degre. Posons A (y) = 1 //x(y), on constate que A (y) tend vers 
0 lorsque y tend vers eo/2 ; la fonction A se prolonge done en une fonction continue sur 
toute la boule B. On a alors pour y e B - {e 0 /2} x = f~ 1 (y) = X{y)u~ 1 {z/\\z\\) avec 
2 = eo/2+fj,(y)(y-eo/2). Ceci montre quel’ application / _1 est continue sur B- {eo/2}, 
done sur B vu que \\f~ 1 (y)\\ < |A(y)|. Ceci prouve que / est un homeomorphisme de B 
sur B. 

3. Montrons que f \ b n’admet pas de point fixe. Raisonnons par l’absurde, supposons 
que f(x) = x ou x = £) nGZ f n e n GB. On a alors £ n = €»- 1 pour 0 et il en rdsulte 
que £0 = £n pour tout n > 0 et £_i = £_ n pour tout n < - 1, d’oil £ n = 0 quel que soit 
n et x = 0, ce qui conduit & une contradiction ytant donnd que /( 0) = eo/2. 

4. La demi-droite D f d’origine f(x) passant par x est bien ddfinie, / n'admettant pas 
de point fixe ; elle a pour Equation y = f(x) + X(x - f(x)) ou A ddcrit ]0, +oo[. On a 
|| 2 /|| = 1 lorsque 

II® - /(z)H 2 A 2 + 29^e (/(*) \x - f(x)) A + ||/(a:)|| 2 -1 = 0 
et cette Equation admet une unique solution A = A(:r) > 0 : le trindme est en effet < 0 
pour A = 0 et si A = 0 est une racine, f(x) e S d’ou x G S et la seconde racine est 1. 
Posons g(x) = f(x) + X(x)(x — f(x)). On obtient ainsi une application continue (d’apr&s 
la continuity de la fonction A ) g : B S telle que g\s = Is • 

3.42 Exercices du chapitre 3.G 

EXERCICE 3.32.1 

L’ application #(•; T) est la compos^e de l’application dvidemment continue A XIe — T 
de K dans L(E) et de l’application u i-» u~ l de Isom ( E\E ) dans lui-meme qui est 
continue d’apres le thyoryme 3.19.8. Ceci prouve la continuity de #(•; T). 

EXERCICE 3.32.2 

Soit A e I< , on a 

XI e - Tn = XI E - T + T - T n = (A Ie - '!')(! e + R( A; T)(T - T n )) 
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et ceci montre que A appartient a Pensemble r&olvant de T n si || T — T n || < || R{ A; T) || 1 
et par consequent K C p(T n ) dbs que \\T - T n \\ < 1/c ou c = sup A€K ||-R(A; T)||, cette 
borne superieure etant finie d’aprfcs la continuity de la rdsolvante (exercice 3.32.1). Ceci 
prouve le resultat voulu. 

EXERCICE 3.32.3 

1. Soit ( x n ) une suite de E convergeant faiblement vers 0 ; si la suite (Tx n ) ne converge 
pas fortement vers 0, il existe c > 0 et une sous-suite que nous noterons encore ( x n ) telle 
que H'/’tfnll > c. L’ application T etant faiblement continue (proposition 3.18.6), la suite 
(Tx n ) converge faiblement vers 0 dans l’espace F. La suite (x n ) &ant bornee (proposition 
3.16.10) et Popdrateur T etant compact, il existe une sous-suite ( x nk ) telle que la suite 
(Tx nk ) converge fortement dans F. Posons y = lim k-><x> r -I'%n k i on a alors ||p|| > c et 
y = 0 car la suite (Tx nk ) converge faiblement vers 0 : ceci est absurde. 

2. On suppose Pespace E rdflexif et que P image par T de toute suite faiblement conver- 
gente est une suite fortement convergente. Considerons alors une suite bornee de E , soit 
(x n ) ; d’aprfcs le theoreme 3.17.1 1, il existe une sous-suite ( x nk ) qui converge faiblement. 
D’aprfcs Phypoth£se, la suite (Tx nk ) converge fortement et ceci prouve que Popdrateur T 
est compact. 

EXERCICE 3.32.4 

Posons 

p oo 

A = j2(x\e„)Te n , B = E (x\e„)Te n . 

n=0 n=p+ 1 

La suite (||Te n ||) converge vers 0, done est bornee et par consequent 

Pll <<= max |fo|e„)|. 

0 <n<p 

On a d* autre part 

m < ( E im 2 ) 1/2 ( E im 2 ) 1 / 2 <im( e ir^„n 2 ) 1/2 . 

n=p+ 1 n=p+l n=p+l 

La suite (xj) convergeant faiblement vers 0 est fortement bornee, d’oCi une constante c > 0 
telle que 

OO - y 2 

||B||< C ( E ll^nll 2 ) • 

n=p+ 1 

Soit e > 0, vu Phypothfcse il existe un entierp tel que ||£|| < e et, la suite (xj) convergeant 
faiblement vers 0, il existe un entier k tel que \\A\\ < e pour j > k, d’oti \\Txj || < 2 e pour 
j > k y ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 3.32.5 

On raisonne par Pabsurde. On suppose qu’il existe £ > 0 et une suite ( x n ) de la sphere 
unite de E\ telle que 

e + n\\xnh < ||®n j j 2 • 

L* injection i etant compacte, il existe une sous-suite (z nfc ) qui converge vers x dans E 2 et 
a fortiori dans E 3 . L’inegalite precedente montre que la suite (nfc||;c nj , || 3 ) est bornee ; on a 
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done ndeessairement x = 0 et, vu que e < ||aj nfc Ih, ceci conduit k une contradiction. 

EXERCICE 3.32.6 

On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe e > 0 et une suite (a; n ) de E telle que 
||£n|| = 1 et 

e + n||®n|| / < \\Tx n II- 

D’apres le thdoreme 3.17.1 1, il existe une sous-suite ( x nk ) qui converge faiblement vers 
x dans ( E , ||.||). L’injection canonique de ( E , ||.||) dans ( E , II#!!') etant continue, done 
faiblement continue, cette suite (x nfc ) converge faiblement vers x dans (£, ||#|| / ). D’autre 
part, l’operateur T dtant compact, la suite (Tx nk ) converge fortement vers Tx d’aprfcs 
l’exercice 3.32.3. D’apr&s l’indgalit 6 nk\\x nk ||' < || Tx nk ||, la suite ( x nk ) converge forte- 
ment vers 0 dans ( E , ||*|| / )- Ceci prouve que x = 0 ; la suite (Tx nfi ) converge done vers 
0 et ceci contredit I’in6galit6 € < \\Tx nk ||. 

EXERCICE 3.32.7 


On raisonne par l’absurde : on suppose l’injection canonique de l p dans l q compacte et on 
consid&re la suite (e n ) de l v ddfinie par e n = (£m)m€N ou <% = 0 si m ^ n et 6% = 1. 
Cette suite appartient k la boule unitd de Z p , il existe done une sous-suite ( e nk ) convergeant 
dans l q , notons x = (a; m ) la limite d’une telle sous-suite. On a alors 

x m = lim e” fc = 0, 

k — >00 

ce qui prouve que la suite ( e nk ) ne peut converger que vers 0 et ceci est absurde vu que 

l|e Bfc L = 1- 

EXERCICE 3.32.8 

1. Verifions d’abord que toute fonction /i-holddrienne est /x'-holddrienne. On a en effet 

!/(*) - f{y ) I < cd(x,yY < cc d(x,yY‘ 

ou f 

c' = sup d( x, yY~^ — (diam XY~^ 

x,y€X 

est fini, l’espace X £tant bornd. 

2. Rappelons ensuite que l’espace e 0,p (X; R) est muni de la norme 

1/1. 

ou a est un point quelconque de X ; changer de point a remplace la norme ||«|| a par une 
norme 6quivalente. 

a. Soit ( f n ) une suite bornde de l’espace e 0,p (X; R) ; montrons qu’il existe une sous- 
suite convergeant uniformdment : autrement dit, Tinjection canonique de C 0,M (X; R) dans 
e n (X;R) est compacte. Utilisons le th^orfcme d’Ascoli. Notons d’abord que, pour tout 
a e X, la suite (/ n (a)) est born^e. Il existe d’autre part une constante c > 0 telle que 
| f n (x) - f n (y) | < cd{x,yY pour tout net tout x, y G X. 

Le point x dtant fix6 et e > 0 dtant donnd, cette in6galit6 montre qu’il existe S > 0 tel que 
I fn(x) ~ fn(y) | < € pour tout 11 dbs que d(x, y) < 6 
et ceci prouve l’gquicontinuitd de la suite (/ n ). Cette suite est done relativement com- 
pacte dans l’espace C U (X; R) : il existe une sous-suite, que nous noterons encore (/ n ), qui 
converge uniform^ment ; notons / sa limite. Etant donnd que \f n (x)~ fn (y) \ < cd(x,yY> 
on a encore \f(x) - f(y) \ < c d(x, yY : autrement dit, / G e°’ p (X; R) C e°’ p ' (X; R). 
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b. Montrons que la suite (/„) converge vers / dans l’espace C 0,M (X ; R), c’est-a-dire 


que 

A _, im ll/n(«)-/(«)-(/n(y)-/(y))|| 
x*v d(x,vY 

tend vers 0 lorsque n tend vers Pinfini. Soit 5 > 0, on peut dcrire A n = ma x(B ni C n ) ou 
n _ lin «/»(*) -/(*)-(/»(») -/(y))|| 

JD n — &up 37 r~ , 

d(x,y)<8 dyXjlf)^ 

r _ .... Il/n(s) - f(x) - ( fn(y ) - /(y))|| 

d ^yy 


La suite (/ - f n ) dtant bomde dans Pespace e 0,/i (X; R), il existe une constante c > 0 telle 
que B n < cS^~^ et on peut done choisir 6 > 0 tel que B n < e pour tout n. Quant h C n , 
lorsque d(z, y) > 5, on a d(x , y)~ M et par consequent 

Cn<c sup | fn(x) - f(x)\ OU C = 2 . 
xex 


La suite (/ n ) convergeant vers / uniformement, il existe un entier n tel que C p < e pour 
p > n, d’ou < 2e pour p > n et ceci prouve le rdsultat voulu. 


EXERCICE 3.33.1 


Soit A une valeur d’adhdrence de la suite (A n ) ; modulo Pextraction d’une sous-suite, on 
peut supposer que la suite (A n ) converge vers A. 

1. Supposons d’abord A ^ 0 ; on peut alors supposer tous les A n non nuls. D’aprfcs 
le theor&me 3.33.3, ces A n sont des valeurs propres : il existe des x n € E , ||x n || = 1, 
tels que T n x n = A n x n . L’opdrateur T dtant compact, on peut extraire de la suite {x n ) une 
sous-suite, que nous noterons encore (x n ), telle que la suite (Tx n ) converge ; notons y sa 
limite. La suite ( T n x n ) converge alors vers y car 

(3.42.1) II Txn - TnXn || < ||T - T n II IMI < || T - Tn||. 

Il en rdsulte que la suite x n = Tx n /X n converge vers y/X ; la suite (Tx n ) converge done 
vers Ty/X. Il en rdsulte que r l'y = A y et, y dtant non nul car || 2 /|| = |A|, A est une valeur 
propre, ce qui prouve le rdsultat voulu. 

2. Lorsque A = 0 et si E est de dimension infinie, {0} est une valeur spectrale (co- 
rollaire 3.32.6). Si E est de dimension finie, toute valeur spectrale est une valeur propre ; 
il existe done des x n € E , ||a;n|| = 1. tels que T n x n = X n x n et, E dtant de dimension 
finie, la suite (a; n ) admet une sous-suite convergente, notons la encore (x n ) ; soit y sa li- 
mite. L’indgalitd (3.42.1) montre que la suite (T n aj n ) converge vers Ty et, par consequent, 
Ty = Xyou\\y\\ = 1. Ceci prouve que A est une valeur propre. 

EXERCICE 3.33.2 


1. Pour ddmontrer que la condition est ndeessaire, on peut supposer q = oo, done 
r = p. Cherchons alors les valeurs propres de T : l p -» l p . L’ equation Tx = Xx s’ecrit 
x n y n = X x n ; les valeurs propres sont done les y n et les sous-espaces propres associds 
E Vll = {x = (xj) ; Xj = 0 lorsque y, j=y n ). 

Si Popdrateur T est compact, E Vn doit 6tre de dimension finie lorsque y n ^ 0 (theor^me 
3.33.3) et 0 etant le seul point d* accumulation dventuel du spectre, la suite ( y n ) tend ndees- 
sairement vers 0. 

2. Rdciproquement, si la suite ( y n ) tend vers 0, montrons que Topdrateur T est compact 
en tant que limite d’une suite d’opdrateurs de rang fini. On note T n : l p -> l r l’opdrateur 
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de rang fini 

(T n x)j = Xjyj si 0 < j < n et (‘ T n x)j = 0 si j > n. 

Calculons la norme de Fopdrateur T - T n dans Fespace £(l p \l r ). Soit x un point de la 
boule unite de l p > si r est fini, on a d’apres l’inegalite de Holder 

||(r-r n )(*)|| r = (E \xkVk\ r ) 1,r < (E l»*l , ) 1/ *. 

k>n k>n 

d’ou 

\\T-T n \\ < (E IWfcl *) 1 " 

k>n 

quantity qui tend vers 0 quand n tend vers Finfini car y appartient a l g . 

Si r est infini, 

||(T - T n )(a;)||oo = sup \x k yk\ < sup \y k \, 

k>n k>n 

d’oh || T — T n || < sup fc>n \y k \ quantity qui tend vers 0 d’apres l’hypothese. 

EXERC1CE 3.33.3 

l,a. est Evident. 

b. Soit Ei un supplemental algdbrique de Ker To dans KerT, soit 
Ker7’ = Ker To 0 E\. Montrons que Eo fl E\ = {0}. Soit x € £?o fl Ei, on a alors 
x e E 0 fl Ker T = Ker 7’ 0 , d’ou x e E\ fl Ker To et x = 0. La somme E 0 + Ei est done 
une somme directe ; on note E 2 un supplemental algdbrique de ft 0 ft ; on a alors 
E = Eo 0 E\ 0 E2 . 

c. 11 en r£sulte que 

Im T = T(E 0 ) + T(Ei) + T(E 2 ) = Im T 0 + T(E 2 ). 

Montrons que cette somme est directe. Soit y G ImTo H T(E2) t il existe xo G Eo et 
X2 G E2 tel que y = Tx 0 = Tx 2, d’ou a’o — X2 G Ker T C Eo 0 Ei. La decomposition 
en somme directe E = Eo 0 Ei 0 E2 prouve que X 2 = 0, d’oii y = Tx 2 = 0. On a done 
bien Im T = Im 7’o 0 T(E2). 

d. Les sous-espaces Ei et E 2 etant de dimension finie, les formules 

Ker T = Ker 7b © Ei , Im T = Im T 0 0 T(E 2 ) 
montrent que T est de Fredholm si, et seulement si, To est de Fredholm et que 
dim Ker T = dim Ker 7o + dim Ei , 
codim Im T = codim Im 7o — dim T{E2). 

L’ application 7’|£; 2 etant injective (car Ker T C Eo 0 Ei ), dimT(E2) = dim E2 et par 
consequent 

X(T) = X(7b) + dim Ei + dim E 2 = X(T 0 ) + codim £* 0 . 

2. L’operateur 5| Im T : Im T G est de Fredholm d’apres 1. et 
X(S) = X(S|i m T ) + codim Im T. 

L’operateur T\ Eo ->• Im T etant un isomorphisme, l’operateur ( S o T)\ Eq est de Fredholm 
et 

X((5o7 1 )|jsb) = X(S) - codim ImT. 

D’apres 1., l’operateur S o T est de Fredholm et 

X(S o T) = X((S o T ) | Eu ) + dim Ker T, 


soit 


X(SoT) = X(S)+X(T). 
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3. D&erminons le noyau et l’image de 7. On a 

Ker 7 = {(x,y) G F x Fo ; y — Tx = 0} = {(x y Tx ) ; x G T -1 (Fo)}. 

Le noyau est done isomorphe & T~ 1 (Fo). Notons E 0 un supplemental algdbrique de 
Ker!/ 1 : 

E = Ker T ® Eq. L’op&ateur T\e 0 : Fo Im T 6tant un isomorphisms 
T-'iFo) = (T|.e () ) _1 (Im T fl Fo) ® Ker T. 

Si Ker T est de dimension finie, cette formule montre que T~ l (F 0 ), done Ker T, est de 
dimension finie et 

dim Ker 7 = dim Ker T + dim (Im T D F 0 ). 

R&iproquement, si T~ l (Fo) est de dimension finie, a fortiori 
KerT = T -1 ({0}) C T~ 1 (Fo) 

est de dimension finie. 

Quant a 1* image de T, on a 

Im 0" = Im T Fo j 

il en rdsulte que Im 7 est de codimension finie si, et seulement si, Im T est de codimension 
finie. Ceci prouve que T est de Fredholm si, et seulement si, 7 est de Fredholm. Calculons 
alors la codimension de Im 7. Notons Fi un supplemental alggbrique de Im T fl F 0 dans 
Fo, on a alors Im 7 = Im T ® Fi, d’ou 

codim Im 7 = codim Im T — dim F\ 
et 

X(7) = X(T) + dim (Im T D Fo) + dim Fi = X(T) + dim Fo, 
ce qui prouve le rdsultat voulu. 

EXERCICE 3.33.4 

1. Le raisonnement est identique & celui de Texercice 3.11.6. On verifie que 7 est une 
bijection : tout z e F s’^crit d’une manfere unique z = y - z' ou y G Fo et z' G Im T et, 
T\e 0 : Fo Im T etant bijectif, il existe un unique x G Fo tel que z’ = Tx. 

Le sous-espace Fo est fermd en tant que suppldmentaire topologique ; Fo est complet 
en tant que sous-espace de dimension finie. Il en rdsulte que Fo x Fo est un espace de 
Banach et, vu le thdorfcme de Banach, la bijection lindaire continue 7 est un isomorphisme 
topologique. 

b. On remarque que Im T = 7(Eo x {0}). 

2. Si T ou tr T est de Fredholm, Im T ou Im l T est ferm6 d’apr&s 1. Vu le thdorfcme 
3.18.10 

Im T = (Ker l T) 0 et Im *T = (Ker T)° 

et le lemme 3.33.1 montre que T est de Fredholm si, et seulement si, *T est de Fredholm. 
De plus, 

codim Im T = dim Ker t T et codim Im tf T = dim Ker T, 
soit X(T) -f X( tf T) = 0. 

3, a. L’opdrateur 7 : (x,y) e E 0 x F 0 y - Tx e F est un isomorphisme ; 
d’aprfcs le th^or^me 3.19.8, Topdrateur U est encore un isomorphisme si la norme de S est 
suffisamment petite, soit ||5|| < e. 

b. Pour IIFU < e, on a done X(U) = 0. D’aprfcs la question 3. de Fexercice 3.33.3, 
( S -f T)\e 0 est de Fredholm et 

X((5 + 7 1 )|« B ) = -dimFo; 
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d’aprfcs la question 1. du m6me exercice, on en ddduit que 

X(S + T) — codim Eo - dim Fo = X(T). 

Ceci prouve que l’ensemble Fredh(F; F) des opdrateurs de Fredholm est ouvert dans 
L(E\ F) et que l’indice est localement constant, done continu. 

c. Lorsque S est un op^rateur compact, l’op^rateur (x,y) — Sx de Eo x Fo dans 

F est compact ; l’op^rateur It est done la somme d’un isomorphisme et d’un op^rateur 
compact ; d’apres le th^or&me 3.33.3, It est d* indice nul et on peut conclure comme pr6c6- 
demment. 

EXERCICE 3.34.1 

Seule l’antisym&rie mdrite une demonstration. On suppose T < S et S > T, c’est-&-dire 
((T — = 0 pour tout x E E. Posons R = T — 5, alors R est un op&ateur hermitien 

tel que (Rx\x) = 0 pour tout x. D’apr&s l’in^galitd de Cauchy-Schwarz 
\(Rx\y)\ 2 < (Rx\x)(Ry\y) pour tout x f y 6 F, 
on en dlduit (Rx\y) = 0, d’ou Rx = 0 en prenant y = Rx et ceci prouve que R = 0, soit 
S = r l\ ce qui permet de conclure. 

EXERCICE 3.34.2 

On observe d6j& que T k est hermitien car (T k )* = (T*) k = T k . Lorsque k = 2Z, on a 
(T 2l x\x) = (T l x\T l x) = ||T*a;|| 2 > 0. Lorsque A: = 21 + 1, 

C T 2l + l x\x ) = (T(T l x)\T l x) = (: Ty\y ) > Oouy = T l x. 


EXERCICE 3.34.3 

Posons c = sup neN ||7n||. L’opfrateur hermitien T n +\ — T n etant positif, 

((Tn+l - T n )x \x) > 0 

et ceci prouve que la suite ((T n x\x)) est croissante. Elle est major^e vu que 
\(Tn x\x)\ < c || a; || 2 , done convergente. Nous utiliserons le fait qu’elle est de Cauchy. 
D’aprfcs l’indgalitd de Cauchy-Schwarz, on a 

\( f Fp t q x \y)\ < ( lp iq x\x ) (lp,qy\y), 

d’ou en prenant y = T p>q x 

\\T P , q x\\ 4 < (T p>q x\x) ||^ lfl || 3 |M| 2 < (2c) 3 (r M x\x) |M| 2 
et ceci prouve que la suite (T n x) est de Cauchy, done convergente. 

On pose Tx = lim n ->oo T n x. L’ application T est 6videmment lin^aire et un passage 
& la limite dans l’indgalitd \\T n x\\ < c ||x|| montre que T est continu. De meme, l’iden- 
tit6 ( T n x\y ) = ( x\T n y ) permet de verifier que T est hermitien. Si les T n sont positifs, 
(T n x\x) > 0 et un passage a la limite prouve que T est positif. 

EXERCICE 3.34.4 


Les op^rateurs r l\ et 2 2 commutant 

(Ti + T 2 )('l\ - T 2 ) = 'if - TiT t + T 2 Ti - T 2 = if - r 2 2 = 0. 

Si y — (7i - T 2 )x, on a (1\ + 'Ityy = 0 d’apr£s l’identit^ pr6c6dente. Etant donnd que 
^l\y\y) > 0, on en d&luit que ^l\y\y) = 0. D’apr£s l’in^galitd de Cauchy-Schwarz, 
\{Tiy\z)\ 2 < (Tiy\y) ( l\z\z ) = 0, 
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d’ou ( r l\y\z) = 0 pour tout z et, par consequent. Tty = 0. On en deduit que 
(1\ - T 2 ) 2 x = (2i - T 2 )y = 0, 

d’ou 

II ('A - T 2 ) x\\ 2 = (C Vi - T 2 fx\x) = 0 
et ceci prouve que ( 7 1 - 7 2)2 = 0, soit 7 \ — T2 = 0 et le resultat voulu. 

EXERCICE 3.34.5 


II est clair que l’operateur Ie — T est hermitien. On a d’autre part 

((Ib-T)x\x) = (z|z) - (T*|z) > 0car(Tx\x) < ||T|| ||a:|| 2 < ||or|| 2 . 

Ceci prouve que l’operateur Ie - T est positif. L’inegalite prdcddente prouve dgalement 
que {{Ie — T)x\x) < (a;|£c), d’ou {{Ie — T)x\x) < 1 si ||a;|| = 1 et, vu la proposition 
3.34.3, on en deduit que \\Ie - T\\ < 1. 

EXERCICE 3.34.6 RACINE CARREE DES OPERATEURS HERMITIENS POSITIFS 


1. II est immediat de verifier par recurrence que les coefficients des polynomes P n sont 
positifs et que P n { 1) < 1 . Quant aux polynomes P n+ 1 - P n , on a P\{t) - Po{t) = t/ 2, 
puis par recurrence on utilise l’identite 

Pn+l(t) ~ Pn(t) = i (Pn(t) + P»-,(t))(P„(t) - P n -l(t)). 


2. En substituant k T l’operateur T/\ ou A > 117’H, on peut effectivement supposer 
11^11 < 1. D’apres l’exercice 3.34.5, l’operateur Ie — T est hermitien positif de norme 
< 1. Vu l’exercice 3.34.2, les operateurs P u {Ie — T) sont hermitiens positifs, la suite 
{Pu{Ie - T)) est croissante car les polyndmes P n+ 1 - P n sont k coefficients positifs et 
cette suite est bomee car, pour ||z|| < 1, ik^-?>ii < let 

|| Pn{{lE - T)x)\\ < Pn(|| {Ie - T)x\\) < P n { 1) < 1. 

II en resulte (exercice 3.34.3) que la suite {P u {Ie — T)) converge simplement vers un 
opdrateur hermitien positif de norme < 1 note Ie - S ; vu l’exercice 3.34.5, S est un 
opdrateur hermitien positif. On a 


Pu+i{Ie~T) 


Pu(Ie — T) + Ie — T 
2 


et en passant k la limite 


d’ou S 2 = T. 


I E — S = 


(Ie - S) 2 + I_e - T 
2 


Par construction, il existe une suite {Q n ) de polyndmes telle que la suite 
{Qn (7 )) converge simplement vers T 1/2 . Si R est un opdrateur qui commute avec T, on 
a RQn{T) = Q n {T)R , d’ou RT 1 ^ 2 = T^ 2 R en passant k la limite, ce qui prouve que 
7 ll/2 commute avec R. 

3. Soit U un op^rateur hermitien positif tel que U 2 = 7’, alors U commute avec T car 
UT = U 3 = TU. II en rdsulte que les operateurs T 1/2 et U commutent et, par consequent, 
U = T 1/2 d’apres l’exercice 3.34.4. 


EXERCICE 3.34.7 


On observe d’abord que l’operateur T*T est hermitien positif, sa racine carree est done 
bien definie d’apres l’exercice 3.34.6 et l’operateur (' r*T) l/ 2 est hermitien positif. On a 
par ailleurs, pour x £ E, 


\\(T*T) l/2 xf = ((T*T) 1/2 x\(T*T) 1/2 x) = ((T*T)x\x) = \\Tx\\ 2 
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et ceci prouve que ||(T*T) 1/2 a;|| = \\Tx\\. En prenant la borne supErieure sur la boule unitE 
de E , on en dEduit que ||T|| = ||(T*T) 1/2 ||. 

Posons G = Im (T*T) 1/2 et 

S 0 y = Tx si y = (T*T) 1/2 x. 

On vErifie que So : G -> F est bien dEfini, c’est-^-dire ne depend pas du choix de x G E 
tel que y = (T*T) 1/2 x : en effet, si (T*T) 1/2 x = 0, Tx = 0 d’aprEs ce qui prEcEde. On 
vErifie aisEment que So est linEaire ; en outre 

\\Soy\\ = \\Tx\\ = \\(T*T) 1/2 x\\ = II.VII 

et ceci montre que So est linEaire continu. Cet opErateur se prolonge par continuity en un 
opErateur So : G F linEaire continu. Soit P : E — > G le projecteur orthogonal de E sur 
G y posons S = So o P : E F. On obtient ainsi un opErateur linEaire continu de norme 
< 1 tel que \\Sx\\ = ||x|| pour x e G. 

Par construction, on a T = S(^T*T) 1 ^ 2 . D’autre part, on peut appliquer Texercice 
3.29.4 : S*S est le projecteur orthogonal sur G. II en rEsulte que 
S*T = S*S(T*T) l/2 = (T*T) 1/2 , 
ce qui prouve le rEsultat voulu. 

La demise assertion rEsulte de la proposition 3.32.2. 

EXERCICE 3.34.8 

D’aprEs le lemme 3.34.6, on a 

imi 2 = uni 2 = irr n = u'«i = i. 

d’oil ||T|| = ||T*|| = 1. Le spectre de T est done contenu dans le disque |A| < 1. 

Montrons que tout A de module < 1 est dans l’ensemble rEsolvant. On peut Ecrire 
XIe - T = ATT* - T = T(AT* - I E ) 

ou || AT* || = |A| < 1 ; 1’opErateur XT* - I E est done inversible et T Etant inversible 
(d’inverse T*) y ceci prouve que A I E - T est inversible. 

EXERCICE 3.35.1 

L’ Equivalence rEsulte de l’exercice 3.34.7. En outre, d’aprEs le lemme 3.35.3 

Iimil<||s||||icr7') 1/2 |||<|||(r^-) 1/2 |||. 

De mEme, en utilisant la formule ( T*T) 1/ 2 = S*T et le fait que ||£*|| = ||5|| < 1, on 
verifie que |||(T*7 1 ) 1/2 ||| < |||T|||. 

EXERCICE 3.35.2 OPERATEURS NUCLEATES 

Let 2. On a 

|| X n ( x\a n ) 6 n || < | A n | ||#|| 

71 = 1 71 = 1 

et ceci prouve que la sErie Yl^Li (x\a n ) b n est absolument convergente et que 
imi<£~i |An|,d’ou ||T|| < ||T||*. 

3. Si T est de rang fini, soit (ei)i<i< n une base hilbertienne de T(E) . On a 

n 

Tx = ^ ~2yiei oh yi = (Tx |e*), 

7 = 1 

d’oii Vi = (x\T*ei) = \i(x\ai) oil Xi = ||T*ei||, a, = T*ei/\\T*ei\\ si T* ei ^ 0 et, 
lorsque T*e* = 0, on prend pour a* n’importe quel vecteur de norme 1. Ceci prouve que T 
est nuclEaire. 
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Soit T € N(£; F), posons 

n 


On a alors 


InX — ^ ^ A p bp. 

p = 1 

||('r - T n )x\\ < f; |A P ||N|, 


p=n+l 

d’oij ||T - T n || < I^pI’ Q uant * 1 ^ Q ui tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Les 

opdrateurs T n etant de rang fini, ceci prouve que T est un opdrateur compact. 

4. On a 


$2/ — ^ ^ A n (y|6n)Cn 

n=l 

oij b n e F, ||6 n || = l,Cn e G t ||cn|| = 1 et Y^n=i l-M < oo. On en ddduit que 

oo 


(RST)x = ^2 \ n (x\T*b n )Rcn pour X e E. 

n—1 

Posons 


RCn — Undn OU d n G H , ||<in|| — 1 6t fin — ||FCn||> 

1 1 bn = Vn&n OU CL n G E , ||(2n|| = 1 et U n = \\1 bn||* 

On a alors 

oo 

(RST) x = ^2 ^ nlinVn(x\a n )d n pourrc e E 

n= 1 

et |A„^ n i/„| < ||J?|| A n ||T|| et ceci prouve que l’op^rateur RST est nucl^aire et que 

iiAW'ik<iiiiiiii5ikimi. 

5. On a (Tei\ei) = £~ =1 A„ (e<|a„) (6„|ei), d’ou 

OO 

Eic^k>i<E£ | An I |(ei|a n ) (frn|ci)| 

iel i€l n = 1 

Olt 

E l( e *l°>>) (M e *)l < (|(ei|an)| 2 ) 1/2 (|(6«|e i )| 2 ) 1/2 = ||a„|| ||6„|| = 1 

iei 

et, par consequent, 

E i(^’ e «i e »)i < E i An i < 00 

iei n= 1 

Ceci prouve que la famille {{Tei\ei))i^i est sommable et que 

00 00 00 

EC*’ e »l e ») = E An E( e «l a n)(M e ») - E An E^^OKM = E An(6n|an), 

iei n= 1 iei n= 1 i€/ n=l 

ce qui prouve le rdsultat voulu. 

6. Vu que |(6 n |a n )| < 1, on a 

oo 

|Tr(T)|<ElAn| = P'|| N . 
n=l 

7. Soit (ei)i<i< n une base hilbertienne de E et soit .A = (a p ,g)i<p l9 <n la matrice 
representative de T dans cette base. On a Te q = Y^=\ a P,q e P> d'ott 

Y,{Te q \e q ) = E a,,, = Tr (A) = Tr (T), 

q=l q= 1 
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d’ou le r&ultat voulu. 

8. On notera d’abord que 

Tx = ^ \i(x\ei)ei. 

o 

Si la famille (Xi)i^i est sommable, l’ensemble {i G I ; A* ^ 0} est d&iombrable et la 
formule prdcddente montre que T est nucteaire et que 

Tr ( T ') = E A »etimu<Ei A *i. 

iei iei 

R6ciproquement, supposons T nucldaire et posons 

Sx= Tr 1 r(a?|e i )e i . 

On observe que Sx est bien d^fini vu que la famille (( x\ei)) ie i appartient & l 2 (I) et on a 

iis*ii 2 = E k*k>i 2 < imi 2 , 

iei, Xi^o 

ce qui prouve que S est lindaire continu de norme < 1. On a alors 

(ST)x= E |r|7(2 , *|e*)ei = E 1^1 (*We*- 

iei,\i^o' iei,\i^o 

L’opdrateur ST est nucteaire et la formule pr6c6dente montre que (( ST)ei\ei ) = |A*| ; par 
consequent, Tr (ST) = Yliei l-M < °°. Ceci prouve que la famille (A i)i e j est sommable 
et, vu que 

Tr (ST) < ||ST||n < ||T|| W , 

que Sie/ M ^ \\T\\n. d’ou regalite, ce qui permet de conclure. 

Si T est nucieaire, la famille ( Xi)iei appartient & Tespace ^(Z), done h Fespace l 2 (I) 
(exercice 3.24.9s) et, vu la proposition 3.35.8, on en deduit que T est un opdrateur de 
Hilbert-Schmidt. 

9. D’aprfcs l’exercice 3.34.7, il existe S € L(E\ F), ||S|| < 1, tel que T = S(T*T) 1/2 
et (t*T) 1/2 = S*T. Ces formules prouvent que T est nucleaire si, et seulement si, 
(7 '*7') 1/2 l’est. En outre 

imiw < l|S|| ||(7 ’*T) 1/2 ||jv < ||(7'*7') 1/2 ||n et ||(7’*7’) 1/2 || w < ||S*|I ||r|| N < ||T|| N) 
ce qui permet de conclure. 

Si Fopfrateur (7’*T) 1/2 est nucleaire, il est de Hilbert-Schmidt d’apr&s 8. et, vu Fexer- 
cice 3.35.1, 'Z 1 est de Hilbert-Schmidt. 

10. a. Si 7 ,1/2 est compact, T = r j' 1/2 T 1/2 est compact d’aprfcs la proposition 3.32.22. 
R&iproquement, si T est compact, soit ( ei)^ une base hilbertienne de vecteurs propres, 
Tei = A id. On pose 

Sx = ^2 \l /2 (x\ei)ei. 
iei 

On observe que Sx est bien ddfini car la famille (A l 1/2 (x| e*))^ / appartient h. l’espace l 2 (I), 
le spectre de T 6tant bom6. De plus, il existe une constante c > 0 telle que 

iis*ii 2 = E A ‘i(*i e *)i a ^ c ii*n a ' 

iei 

ce qui prouve que S est lin^aire continu. On constate que cet opdrateur S est hermitien 
positif car 

(&%) = e*J /2 (*m(wi«o = (*1^) et (^i*) = E A « /2 i( a; i e ^i 2 - °- 
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On a d’ autre part 

S 2 x = ^ X] /2 (Sx\ei)ei = ^ Xi(x\ei)ei = Tx 
iei iei 

et ceci prouve que S est simplement la racine carrde de T. On vdrifie enfin que S est 
compact en tant que limite d’opdrateurs de rang fini. Si J est une partie finie de /, on pose 

Sjx = J2K /2 (^i)ei- 

iej 

On d^finit ainsi des opfrateurs de rang fini et 

||(5- 5j)a;|| 2 = JZ -M(x|ei)| 2 < sup A* ||a;|| 2 , 
iei-J tei-J 

soit || 5 - || 2 < sup i€I _j X i. Ceci permet de conclure car, pour tout e > 0, il existe une 

partie finie J de I telle que sup i€/ _ j A* < e 2 , d’ou ||5 - 5j|| < e. 

b. D’aprfcs a., on peut supposer que T et T 1/2 sont compacts. Conservons les no- 
tations de a., d’apr&s 8., T est nucteaire si, et seulement si, ||T||w = Xi < oo. 
On note ensuite que (ei)i G / une base hilbertienne de vecteurs propres de T 1/2 et que 
T 1/2 ei = A y 2 ei ; d’apr&s la proposition 3.35.8, T 1 ^ 2 est de Hilbert-Schmidt si, et seule- 
ment si, ||r|| 2 H5 = 52 i£I X i < oo. Ceci prouve le rdsultat voulu. 

c. La condition est ndcessaire d’aprfcs 5. R&iproquement, si la famille ((' Tei\ei))i € i 
est sommable, il s’agit de verifier d’apr£s b. que l’opdrateur T l/2 est de Hilbert-Schmidt. 
On a en effet 

(Teih) = (T 1/2 ei\T 1/2 ei) = |ri ' 1/2 ei || 2 
et, par consequent, ^2 ieI ||T 1/2 ei|| 2 , ce qui permet de conclure. 

11. D’aprfcs l’exercice 3.34.7, il existe S e £(F\ E) tel que 
||5|| < 1 etT 2 * = 5(r 2 7' 2 *) 1/2 , 

d’ou T 2 = (T 2 7' 2 *) 1/2 5*. L’op&ateur hermitien positif ('ih'i? ) 1/2 &ant compact d’aprfcs 
10, a., soit ( ei)iei une base hilbertienne de vecteurs propres de cet opfrateur 

(T 2 7?) 1/2 Ci = Aie<. 

On a ^ 

Tx = Ti(T 2 T 2 ) 1/2 S*x = Ti (J2 Xi(S*x\ei)e2) = ^ A i(x\Sei)T iei . 

' iei <€/ 

Posons en = Sei/\\Sei\\ lorsque Sei 0, bi = Tiei/\\ r I\ei\\ lorsque Tie* ^ 0 et 
J = {i G / ; Sei ~f~ 0) 'l\ei ^ 0 et A * ^ 0}. 

Cet ensemble J est d^nombrable et 

Tx = ^2 A< ||£ei|| lirie.ll (x\od)bi 

ieJ 

OU J/2 2 

E i€ j Ai ||Se»|| H'iieiH < \\Tiei\\ < (Eie./ ll'Aei|| 2 ) 1/2 

< (E, e jA 2 ) 1/2 ||Ti||//s 

et, d’aprfcs l’exercice 3.35.1 

(E A 0 V2 = (Enc*wj> 1/a *i a ) 1/ * * MW) 1/3 i*s = \m\\«s = irr 2 || HS . 

iej ieJ 

Ceci prouve que T est nucteaire et que ||T||;v < ||2 i||hs||T2||hs. 
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12. L’opdrateur R est hermitien positif, nucl^aire d’aprfcs 9. et R 1 ^ 2 est de Hilbeit- 
Schmidt d’aprfcs 10,b. De plus 

P’lk = ||(7'*'J , ) 1/2 ||jv = ||A||n = \\R 1/2 \\hs, 
d’od p 2 |ks = 112’llJ/ 2 et pi|ks = l|Sfl 1/2 ||//s < ll* 1/2 |ks = IMltf 2 ; 
d’aprfes 11., on a p’|k < pilkspilks, d’ou ||7'||^ 2 < pi|ks et par consequent 
||7'i || hs = ||7’||J/ 2 , ce qui permet de conclure. 

13. Soient T e N(F;F) et A e IK, il est clair que XT € N(F;F) et que 
||ATj| N = |A| I|T||n. Si \\T\\ n = 0, alors T = 0 vu que ||T|| < \\T\\ N . 

Etant donnd T\ y T 2 € N(F; F), il s’agit de verifier que r l\ 4- T 2 est nucldaire et que 
Pi +T 2 \\n < p\||w + p 2 ||iv. Posons 

T = ((T i + 7’ 2 )*(7i + 7 2 )) 1/2 € £(E). 

D’aprfcs 9., il s’agit de verifier que T est nucldaire, c’est-^-dire d’aprfcs 10,c. que la famille 
(( Tei\ei))iei est sommable, (ei) ieI 6tant une base hilbertienne de E ; d’aprSs 8., on aura 


alors 


Pi +7 2 ||jv = \\T\\ n = Tr7' = ^(Teila). 


i€I 


D’aprfes l’exercice 3.34.7, il existe 5 € L(E), ||5|| < 1, tel que T = 5*(7’, + T 2 ), d’ou 

( 5? i|e<) = (^ieileO + (STTittfa) 

et, les operateurs 5 T\, 5 7’ 2 etant nucieaires, ceci prouve que T est nucieaire et 
||7i + T 2 \\n = Tr (S"7i) + Tr (5*7 2 ) < |Tr (5*7i)| + |Tr (5*7 2 )|. 
najorer |TV (5*7i)|, 1’exercice 3.34.7 permet d’ecrire 


Afin de majorer | 


Posons U = (7i*7i) 1/2 , V = C/V 2 


u\ „ Sl ‘ ( 5j l)1/2 oi ^i e L ( E )> 11-Sill < !■ 


on a alors '1\ = StV 2 , 5* 7i = S*5(V 2 , d’ou 


Tr(5 7i) - ^(5*5'*v 2 ei | ei ) = ^(Ve^VS^ei) 

*€/ rrf 

et, d’apr&s Cauchy-Schwarz, 

|Tr (5’7i)| < ||V|| HS \\VS lS \\ HS < ||K|| 2 HS = WU^Yhs- 


Vu 10, b. et 9., 

Ceci prouve que |Tr (5 ! 
de conclure. 


*'l - Pi Ik et de meme iTr 15*7 


me me |Tr (5*T 2 )| < p 2 |k> ce qui permet 
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Notations 


0 : ensemble vide 9 

y(X) : ensemble des parties de X 9 

J(X; Y) ou Y x : ensemble des applications de X dans Y 13 

U ie/ Xi : reunion de la famille d’ensembles ( Xi) ie j 17 

f) ieI Xi : intersection de la famille d’ensembles ( Xi) ie i 17 

Yiiei Xi : produit de la famille d’ensembles (Xi) i£ j 19 

N : ensemble des entiers naturels 32 

Card X : cardinal de l’ensemble X 33 

1,4 : fonction caracteristique de A 36 

dim ^E : dimension d’un espace vectoriel E sur un corps K 39 

M : corps des nombres rdels 58 

R : droite achevee 65 

B{a\r), B'(a\r), : boule ouverte, boule fermee et sphere de centre a 73 

S(a ; r) et rayon r 

V(x) : filtre des voisinages du point x 77 

V(A) : filtre des voisinages d’une partie A 79 

0 : ensemble des ouverts 81 

O' : ensemble des fermes 83 

A ou Int A : interieur d’une partie A 84 

A : adherence d’une partie A 84 

Fr A : frontiere d’une partie A 85 
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d(a, A) 
limlF 
limy/ 
lim. T ->o f(x) 
e(x-,Y) 

3s 

Vr(A), V;{A) 
diam A 
w(/;x) 

?a 

X ^ A /(x) 
/(a ± 0) 

*,{x- t Y) 

7u(X;Y) 

7 b (X;Y) ou 
l°°(X-,Y) 

6{o}(-^; Y ) 

e b (X;Y) 

c(N;y) 

e c (^;y) 

px 

supp / 

e 0 (X;K) 

limsup®, 
lim inf !B 


: distance d’un point a a une partie A 87 

: point limite du filtre 5F 90 

: valeur limite de / suivant le filtre 5F 92 

: limite de f(x) quand x tend vers a 94 

: ensemble des applications continues de X dans Y 97 


: ensemble des intersections d^nombrables de parties 99 
ouvertes 

: ensemble des reunions denombrables de parties fermees 99 
: voisinage ouvert (resp. ferm£) d’ordre r d’une partie A 100 


: diametre d’ une partie A 112 

: oscillation au point x d’une fonction / 114 

: filtre induit sur A par un filtre J 120 

: limite de f(x) quand x tend vers a en restant dans A . 122 

: limite a gauche et a droite 123 

: ensemble des applications de X dans Y muni de la to- 137 
pologie de la convergence simple 

: ensemble des applications de X dans Y muni de la to- 144 
pologie de la convergence uniforme 

: ensemble des applications bornees de X dans Y 145 


: ensemble des applications de X dans Y continues au 146 
point a 

: ensemble des applications continues et bornees de X 146 
dans Y 


: ensemble des suites convergentes de Y 147 

: ensemble des applications continues de X dans Y muni 179 
de la topologie de la convergence compact 

: compactifte de Stone-Cech de X 188 

: support d’une fonction / 188 

: ensemble des fonctions continues de X dans M a sup- 188 
port compact 

: limite superieure (inferieure) d’une base de filtre $ 190 
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limsupE /, : Hmite sup&ieure (infdrieure) de / suivant une base de 190 

lim inf $ / filtre ® 

limsup n _ >00 x n , : Hmite supgrieure (infdrieure) de la suite {x n ) 191 

lim inf n ^oo 

lim sup 4T -» a ,x€A /(#), : limite superieure (inferieure) de f(x) quand x tend 192 
lim inf x _> a ,£€ a f (x) vers a en restant dans A 

J 2 tt (M; C) : ensemble des fonctions de R dans C pdriodiques de pe- 1 94 

riode 2i r 

e 2 7 r(K;C) : ensemble des fonctions continues de R dans C perio- 194 

diques de periode 2n 


Pn(K) : espace projectif de dimension n 194 

£*(£■; F) : espace des applications lineaires de E dans F 303 

E* : dual alg^brique de E 303 

£(£■; F) : espace des applications lineaires et continues de E dans 303 

F 

E f : dual topologique de E 303 

T(A) : enveloppe convexe de A 329 


(X ; F ) : espace des applications de X dans F born^es sur tout 332 

A € A muni de la topologie de la ^l-convergence 

F) : espace des applications de X dans F continues et bor- 334 

ndes sur tout A € A muni de la topologie de la A- 
convergence 

^(X^F) ou : espace des applications bornees de X dans F muni de 335 

l°°(X;F) la topologie de la convergence uniforme 

Qb(X ; F) : espace des applications continues et bornees de X dans 336 

F muni de la topologie de la convergence uniforme 

Jb/xi^^F) : espace des applications de X dans F borndes sur tout 337 

compact muni de la topologie de la convergence com- 
pacte 

G C (X ; F) : espace des fonctions continues de X dans F muni de 338 

la topologie de la convergence compacte 

6o(X; E) : espace des fonctions continues de X dans E a support 338 

compact 

cq{X\E) : espace des fonctions continues de X dans E qui 338 

tendent vers 0 a l’infini 
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e 0,/i (X ; E) : espace des fonctions de X dans E /x-holddriennes 339 

£*(£i, . . .,E n ;F) : ensemble des applications multilineaires de niLi E * 343 
dans F 

£(Ei , . . . , E n \ F) : ensemble des applications multilineaires continues de 343 

ECLi e * dans F 

£ S (E]F ), : espace des applications lin^aireset continues deE dans 351 

F)> E muni de la topologie de la convergence simple, de la 

&b(E\ F) convergence compacte ou de la convergence bornee 

7 Ci 7b : topologie de la convergence simple, de la convergence 351 

compacte et de la convergence bornee sur &(E\ F) 


E a : e.l.c. E muni de la topologie affaiblie a (E y E') 371 

E' g : dual faible d’un e.l.c. E 371 

E' b : dual fort d’un espace normd E 374 

E" = (E‘ b y : bidual d’un espace normd E 374 

G° : orthogonal d’un sous-espace vectoriel associd k une 387 

duality 

l T : transpose d’une application lin^aire T 389 

U T : bitranspose d’une application lin^aire T 391 

Isom ( E ; F) : ensemble des isomorphismes de E sur F 400 

M 1 - : orthogonal d’une partie M d’un espace prehilbertien 442 

T* : adjoint d’un operateur T 449 

a(T) : spectre d’un operateur T 457 

p(T) : ensemble resolvant 457 

r(T) : rayon spectral 458 

X(E\ F) : ensemble des operateurs compacts de E dans F 459 

3K (E\ F) : ensemble des operateurs de Hilbert-Schmidt de E All 

dans F 

yi(E\ F) : ensemble des operateurs nucl^aires de E dans F 479 
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A 

absolument sommable (famille) . . 406 
convergente (serie) . . 397 


absorbante (partie) 297 

accumulation (point d’) 88 

adherent (point) a une partie 84 

a un filtre 106 

adjoint (d’une application) 449 

affaiblie (topologie) 371 

Alaoglu (theor&me d’) 375 

Alexandroff (theor&me d’) 180 

algebre normee 398 

analytique (espace) 152 

application ouverte 

(theor&me de 1’) 345 

Ascoli (theoreme d’) 177 

B 

Baire (espace de) 148 

(theoreme de) 148 

Banach (espace de) 298 

(theoremes de) . 347, 379, 393 

-Mackey (theor&me de) ... 378 

-Mazur (theoreme de) 386 

-Steinhaus (thdoreme de) . 354 

base hilbertienne 452 

Bernstein (theoreme de) 34 

Bessel (indgalite de) 450 

bidual d’un espace norme 374 

bijective application 15 


bitransposee 391 

Bolzano- Weierstrass (theor&me de) 66 

bon ordre (relation de) 25 

Borel-Lebesgue (axiome de) 157 

borelien 156 

bornee (partie) dans un e.l.c 324 

(partie) dans un espace 

mdtrique 145 

borne inferieure d’une famille 

de topologies 139 

borne superieure d’une famille 

de topologies 117 

C 

canonique (injection) 14 

(surjection) 15 

Cantor (ensemble triadique de) — 72 

(paradoxe de) 8 

(theoremes de) 36,116 

-Bendixon (theoreme de) ... 89 

caracteristique (fonction) 36 

Cauchy (crit^re de) 115,396,404 

(filtre de) 113 

(suite de) 113 

-Schwarz 

(imSgalitede) 419,438 

chaotique (topologie) 78 

chemin dans un espace 

topologique 202 
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choix (axiome de) 15 

Choquet (lemme de) 193 

codimension d’un sous-espace . . . 323 

coercif (opdrateur) 468 

collectivisante (relation) 8 

commutativement convergent(e) 

(serie) 404 

(produit infini) 414 

compact (espace) 157 

(opdrateur) 458 

compacte (partie relativement — 162 
complet (espace localement 

convexe) 309 

(espace metrique) 115 

compldtd d’un e.l.c. metrisable ... 317 

d’un e.l.c. separe 322 

d’un espace metrique . . . 147 

d’un espace norme 377 

d’un espace prehilbertien 439 

completement regulier (espace) .. 187 

composante connexe 203 

comprehension (axiome de) 8 

condensation (point de) 89 

des singularity 355 

connexe (espace) 197 

par arc (espace) 202 

continu (hypothese du) 38 

(puissance du) 38 

continue (application) 96 

continue a gauche ou a droite 

(fonction) 123 

contraction stricte 142 

convergence compacte 

(topologie de la) . . 179, 337 
— simple (topologie de la) . . 137, 316 


uniforme (topologie de la) 144,335 


uniforme sur tout compact 161 

convergent (filtre) 90 

(produit infini) 413 

convergente (suite) 73, 92 

(sdrie) 396 

convexe (enveloppe) 329 


convexe equilibrde (enveloppe) . . . 364 


corps topologique 295 

corps totalement ordonne 55 

D 

D’Alembert (theoreme de) 173 

decomposition canonique d’une 

application 41 

definie positive (forme) 437 

denombrable a 1’ infini (espace 

localement compact) ... 182 

derivable (fonction nulle part) 175 

derive (ensemble) 89 

dense (ensemble partout) 87 

diametre 112 

dimension d’un espace vectoriel ... 39 

hilbertienne 455 

Dini (theoreme de) 165 

discontinu (espace extremement) . 205 

(espace totalement) . . . 208 

discontinuity artificielle 124 

de premiere espece . 123 

d’une fonction 150 

discret (espace metrique) 74 

discrete (topologie) 78 

distance 73 

distances topologiquement 

dquivalentes 78 

dual faible 371 

dual fort 374 

dualite (espaces vectoriels en) 370 

E 

Eberlein (theoreme d’) 385 

elementaire (ensemble) 126 

(filtre) 92 

equicontinu (ensemble) 

d’ applications 175, 349 

equipotents (ensembles) 33 

yquilibree (partie) 363 

(enveloppe) 364 

escalier (fonction en) 171 
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espace vectoriel norm£ 298 

topologique 295 

exterieur(d’unepartie) 86 

extensionalit^ (axiome cT) 7 

extremal(e) (partie) 368 

(point) 368 


F 

faiblement continue (application) . 389 
ferme(e) (sous-espace localement) 120 


(application) 164 

fermeture (axiomes de) de 

Kuratowski 87 

filtrant (ensemble ordonne) 80 

filtre (base de) 79 

(sur un ensemble) 76 

fonctionnelle (relation) 8 

Frechet (espace de) 311 

(filtre de) 77 

fraction continue illimitee 136 

Fredholm (alternative de) 465 

(operateur de) 465 

frontifcre (point) 85 

G 

Goldstine (theoreme de) 379 

Gram (determinant de) 445 

graphe ferm£ (theoreme du) 347 

grossiere (topologie) 78 

groupe topologique 295 

H 

Hahn-Banach (forme analytique 

du theoreme) 359 

(forme geometrique 

du theoreme) 366 

Hausdorff (axiome de) 109 

(espace de) 109 

Heine (theoreme de) 174 

hermitien(e) (operateur) 467 

(forme) 437 

Hilbert (espace de) 438 


Hilbert (le cube de) 135 

Holder (in^galite de) 418 

holderienne (fonction) 176 

homeomorphisme 100 

hypercyclique (operateur) 312 

hyperplan 322, 365 

d’appui 368 

I 

identique (application) 14 

identite du parallelogramme 442 

image directe d’un filtre 91 

r&fiproque d’un filtre 121 

indice d’un operateur 465 

inductif (ensemble) 25 

induit(e) (filtre) 120 

(topologie) 119 

injective (application) 14 

initiale (topologie) 116 

int^rieur (point) 84 

interpolation de Lagrange 355 

intersection (filtre) 92 

isole (point) 88 

isom&rie 100 

isomorphisme d’espaces 

prehilbertiens 439 

J 

jauge 362 

K 

Krein-Milman (theoreme de) 369 

Krull (theoreme de) 28 

L 

Lax-Milgram (lemme de) 468 

Lebesgue (coefficient de) d’un 

recouvrement 158 

limite (double) 112 

(valeur) d’une application . . 92 

a gauche et & droite 123 
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limite superieure et inferieure 

d’une base de filtre 190 

d’une fonction suivant 

une base de filtre 190 

d’une suite 191 

limites (permutation de) 147 

Lindelof (espace de) 158 

localement compact (espace) 178 

connexe (espace) 204 

connexe par arc (espace) 203 

finie (famille) 86 

M 

maigre (ensemble) 148 

maximal (element) 22 

Mazur (th£or£me de) 373 

mdtrique (espace) 73 

metrisable (espace) 79 

Milman (theor&me de) 381 

minimal(e) (Element) 22 

(topologie) 164 

minimum local 84 

relatif 102 

Minkowski (in^galite de) 418 

Montel (propriety de) 378 

multipliable (famille) 413 

(famille absolument) 414 

N 

Neumann (serie de) 399 

normal (espace) 183 

(op^rateur) 467 

normalement convergent (produit) 4 1 6 

multipliable (famille) ..416 

sommable (famille) 407 

nucteaire (opdrateur) 479 

O 

ordre (topologie de 1’) 84 

lexicographique 172 


orthogonal (d’un sous-espace vectoriel 
associe a une dualite) . . 387 


orthonormale (famille) 452 

oscillation d’une fonction 114 

ouverte (application) 126 

P 

paire (axiome de la) 10 

paracompact (espace) 183 

Parseval (relation de) 450 

parties (axiome de l’ensemble des) . . 9 

partition de 1’ unite 188, 189 

point fixe (theoreme du) 142 

polaire 387 

polynome de meilleure 

approximation 336 

precompacte (parde) d’un e.l.c. . . 328 

d’un espace mdtrique . 168 

produit (topologie) 126 

projecteur orthogonal 444 

prolongement des applications 

lindaires continues 314 

uniform^ment continues 140 

prolongement des identity 

(principe du) Ill 

des inegalit^s . 101, 191 

propre (application) 182 

(sous-espace) 457 

Pythagore (theoreme de) 442 

Q 

quotient (ensemble) 15 

quotient (topologie) 139 

R 

racine carree des opdrateurs 

hermitiens posidfs 469 

rang fini (operateur de) 460 

recollement d’espaces 

topologiques 120 

recouvrement ouvert 157 

plus fin 183 

recurrence transfinie (principe de) . 25 
reflexif (espace norme) 378 
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reglee (fonction) 123 

regularise s.c.i 193 

regulier (espace) 112 

resolvant (ensemble) 457 

resolvante 457 

reunion (axiome de la) 10 

Riesz, F. (lemme de) 463 

Riesz, F. (th^oremes de) 326,447 

Russel (paradoxe de) 8 

S 

Schauder (base de) 356 

(theoreme de) 461 

Schmidt (orthonormalisation de) . 454 

Schur-Mertens (theoreme de) 420 

sections (filtre des) 80 

segment 25 

semi-continue (fonction) 101 

semi-isomorphisme de F. Riesz . . . 447 

semi-lin£aire (application) 437 

semi-norme 297 

separe (espace) 109 

separable (espace) 87 

sequentiellement compact 

(espace) 167 

sesquilineaire (forme) 437 

Sierpinski (theoreme de) 206 

sommable (famille) 403 

sommation par paquets 

(formulede) 410 

somme directe 31 

directe topologique 323 

hilbertienne interne 451 

hilbertienne externe 452 

spectral (rayon) 458 

spectre 457 

Stone-Cech (compactifie de) 188 

-Weierstrass (theoreme de) . 432 

suite generalisee 93 

supplemental algebrique 31 

topologique 323 

support d’une fonction 188 


surjective (application) 14 

symdtrique (operateur) 467 


systeme fondamental de voisinages 79 

T 

Tietze-Urysohn (thdoreme de) — 185 


tonnele (espace) 354 

topologie (base de) 83 

image reciproque 119 

canonique 316 

faible associee 

a une dualite 370 

forte sur le dual 

d’un espace norme 374 

totale (partie) 352 

transposee d’une applicaton 

lineaire 389 

tribu 154 

bor&ienne 154 

Tukey (lemme de) 29 

Tychonoff (theoreme de) 166 

U 

ultrafiltre 159 

trivial 159 

uniformement equivalentes 

(distances) 105 

uniformement continue 

(application) 98,311 

convexe (espace) . . . 369 

sommable (famille) . 407 

unitaire (operateur) 471 

Urysohn (theoremes d’) 184, 185 

V 

valeur d’ adherence d’une 

application 107 

propre 457 

reguliere 457 

spectrale 457 

valeurs intermediates (theoreme 

des) 201 
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vide (application) 14 

voisinages (filtre des) 77 

W 

Weierstrass (theoremes d’ approxi- 
mation de) 435, 436 

Z 

Zermelo (thdoreme de) 28 

Zorn (lemme de) 25 
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